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Este libro es la segunda parte del Curso de análisis 
matemático en dos tomos. En el libro vienen expuestas. 
las cuestiones, estudiadas corrientemente por los estu- 
diantes de segundo año. La numeración de los capítulos, 
párrafos y figuras en este tomo continúa la numeración 
correspondiente del primer tomo. 

El quinto capítulo con el que empieza este tomo está 
dedicado al cálculo diferencial de las funciones de varias 
variables y representa, en esencia, la continuación inme- 
diata del segundo capítulo del primer tomo. Los 
capitulos ulteriores contienen la exposición del cálculo 
integral de las funciones de varias variables, la teoría de 
las series y de la integral de Fourier. La transformación 
de Fourier se expone al principio en la forma clásica, y 
luego se dan sus generalizaciones para el espacio L; y pa- 
ra las funciones generalizadas. El tomo se termina por un 
"Complemento", cuya parte principal concierne a los 
métodos numéricos destinados para calcular los valores 
aproximados de las funciones, las soluciones aproxi 
das de ecuaciones y a los cálculos aproximados de las in- 
tegrales. 
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CAPÍTULO QUINTO 
CÁLCULO DIFERENCIAL 
DE LA FUNCIÓN DE VARIAS 
VARIABLES (CONTINUACIÓN) 


$ 39. FÓRMULA DE TAYLOR Y SERIE 
DE TAYLOR PARA LAS FUNCIONES 
DE VARIAS VARIABLES 


39.1. FÓRMULA DE TAYLOR PARA LAS FUNCIONES 
DE VARIAS VARIABLES 

Si una función de varias variables tiene un número suficiente de derivadas con- 
tinuas en un entorno de cierto punto, dicha función puede ser representada dentro 
del entorno citado (al igual que se hizo en el caso de la función de una sola variable) 
en forma de una suma de cierto polinomio y un resto que es, en determinado senti- 
do, “pequeño”. 

Teorema 1. Supongamos que la función z = f(x, y) está definida y es continua, 
lo mismo que todas sus derivadas parciales hasta el orden m inclusive (m > 1), en 
un bentomo® del punto (xy yà. Entonces, para cualesquiera Ax y Ay, que satis- 
facen la condición p = VAx? + Ay? < 5, existe tal 9 = 0(8x,4y), 0 < 9 < 1, que 
resulta ser válida la fórmula 


a 
ar = Sio Ax yot AP) Snyd m CEE as y 


a 
Sko y) w 
dy 


1 [10070 SA Y 
¡a a 


(+ 2) de 
il +) ero + >> 


1 


s LAVOS 
r= 1) 


+ 


a 
(az +o JAI + Ema 1 (8%, 49) 


ay, 


* En algunas obras se emplea el término “¿-vecindad”. (N. del Tr.) 
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o, en la forma más breve, 


era ò ay 
A alegro) Vite 7 +a- (8x, A) 69.) 
donde 
tn-l, a) (ar? 4 ay Š)" uo + 085, yo + 047), 09.2) 
arto) (az ar y) eor annoa 09D 


La fórmula (39.1) se denomina fórmula de Taylor (de orden m — 1) para la fun- 
ción y la función 1,.., (Ax, Ay), Su término residual, mientras que la inscripción 
(39.2) de éste lleva el nombre de término residual de la fórmula de Taylor en la for- 
ma de Lagrange. 

Cuando m , en (39.1) requiere explicaciones el sentido del primer término del 
segundo miembro, puesto que en este caso el supraíndice de sumación es igual a ce- 
ro. En el caso dado se supone, según la definición, que el término citado es igual a 
cero, es decir, la fórmula (39.1) adopta la forma 

Az = ro (Ax, ây). 

En adelante, siempre cuando se encuentre una expresión escrita con ayuda del 
simbolo E , en la que el valor del supraíndice de sumación sea inferior al valor del 
subíndice, convendremos en considerar también que esta expresión es igual a cero. 

DEMOSTRACIÓN: Supongamos que Ax y Ay están fijados de una manera tal que p == 
= Vax? + Ay? < ô, entonces todos los puntos del tipo (xy + Ax, yg + (åy), donde 
0 < t £ 1, se disponen en un segmento que une los puntos (xo, Y) Y (Xy + AX, Yọ + 
+ Ay), por lo cual todos ellos pertenecen al ó-entorno del punto (xy, Yọ). Por esta ra- 
zón tiene sentido la composición de funciones 


2=/06y) 


y 
x= xt 1bx, y= yot tay, OKIS, 


es decir, la función compuesta 


FO = fixo + 10x,y9 + 187), OKIKI 69.3) 
Es evidente que 
Az = fixo + Ax, Yo + ay) = SU Yo) = FO) — FO. 39.4) 


Como la función f tiene en el ¿-entorno del punto (xp, yg) m derivadas parciales 
continuas, de acuerdo con el teorema sobre las derivadas de una función compuesta 
(véase el p. 20.3), la función F tendrá también en el segmento (0, 1] m derivadas 
continuas, por lo cual para F será válida la fórmula de Taylor de ordenm — 1 con el 
término residual en la forma de Lagrange: 


a -9 9 
roa, O mi 0 
a m- 1)! m! 


Fa) - FO = FO + 


0<0<1, (39.9) 
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y en el entorno considerado del punto (xo, yo) la función (39.3) puede derivarse m 
veces conforme a la regla para derivar funciones compuestas (véase la observación 2 
en p. 20.4), con la particularidad de que los valores de las derivadas parciales mixtas 
Que se obtienen no dependen del orden en que se lleva a cabo la derivación (véase el 
p. 21.1). 

Al expresar las derivadas F“) (£) en términos de las derivadas de la función f(x, 
> y al poner en la fórmula (39.5) £ = 1 (véase (39.6)), obtendremos la función 
querida de Taylor correspondiente a la función f(x, y). En efecto, de (39.3) se dedu- 
ce que 


ye. àf de 
xd dy de 
Ye + BENEAD Yo + matay 


De aqui, al omitir para abreviar las desienaciones de los argumentos, obtendremos 
para FG) 


rosg (Zai žw)- oB aea La a 


F(N) = 


ar 


En general, por inducción es fácil establecer que 
a aN w 
PO) bež + ar) J+ tax, Yo + 14y), 
k=1,2,....m (39.6) 


Al poner en las fórmulas (39.6) 1 = O para k = }, 2, . . .,m — L, tendremos: 


0) = YO YO AOS 
FO) n at m 


F0)= 


PI PY PI y 
o id de 


y, en general, 
FW) (0) = PA H si Jð k=1,2,.. om- 1. (39.7 
ax d, dd 


Cuando k = m, al sustituir £ por ôr, 


EDO (=$ + az) E fix, + 018x, yo + 0189): 69.8) 
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Sustituyamos ahora (39.7) y (39.8) en (39.5) y pongamos £ = 1; en este caso, en 
virtud de la relación (39.4) 


mi pò pò 
a=- Y sir al 
A n mi 


ð LAYI 
+3 (ax +07) fp + Ax). yo + 0y), 0<0<1 o 
Corolario. En vista de las suposiciones del teorema 1 es lícita la fórmula 
a 4 ð aq 
Y lar „IO + Tlax, AY) 09.9) 
az 5 atraz) 10070 + ralar ay ) 


ci 


con la particularidad de que el término residual r „Ax, AY) puede ser escrito en cual- 
quiera de las siguientes formas: 


T T (39.10) 
donde 
lim ¿(8x, Ay) = 0, k= 0, p= VAF ayi, 
o bien 
Tplàx, Ay) = e(Ax, aydo", 69.11) 
donde lim e (Ax, Ay) = 0, es decir, 


rmlAx, £y) = 00) 69.12) 
La representación del término residual de la fórmula de Taylor tal como se indi- 
ca en (39.12) se denomina su inscripción en la forma de Peano. 
DEMOSTRACIÓN. Pongamos 
y a" fixo + BAX, Yo + Ay) _ 87/0930) 
EA A E man 


Debido a la continuidad de todas las derivadas parciales de orden m 
ig aaao 


Al hacer uso de la expresión (39.13), transformemos el resto 7, _., (Ax, Ay) 
(véase (39.2)), de la manera siguiente: 
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t p Sax, 98) 
faan 7 E A a ayat k 
e a” xo I 
mE “ape 


SS 
+— Y Carr ay atay E= 


4 . 
(a h+» 3) 109 )+ Y elx, an atay, (39.14) 


Ch 
donde e¿(Ax, Ay) = SE ej (Ax, ay), y por esta razón 
ly stax, Ay) = 0. 6919 
Sustituyendo (39.14) en (39.1), obtenemos la fórmula de Taylor (39.9) con el térmi- 
no residual en la forma (39.10). 
Mostremos que el término residual (39.10) puede ser escrito en la forma (39.31). 
Con este fin pongamos 
a Ar Ay\ mk 
anane E, solana) 5 di (5) è (9.16) 
s 7) Na 


En este caso 
mAr Ay) = Y tlar, ayata" = 
io 
ay 


=o E tlar, ay) ey (CS = cíax, ayy", 


Ax Ay 
y, como <ty < 1, de (39.15) se desprende que 
o p 


Um (Ax, Ay) = 0. a 

Aprovechando la noción de diferenciales de Órdenes superiores, podemos atri- 

buir a la fórmula de Taylor una forma más compacta que es idéntica en apariencia a 

la fórmula de Taylor para las funciones de una sola variable, escrita asimismo con el 
empleo de diferenciales. Efectivamente, puesto que (véase el p. 21.2) 

Pay de = 0,1, 2,00 


ð a 
Ary = (az “a 


entonces, suponiendo, para abreviar, Mo = (Xp, Yo) y M = (xp + Ax, Yg + Ay), po- 
demos escribir la fórmula (39.9) en lə forma 


a= Y GEM) + mM. 89.17) 


E 
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La forma indicada de la fórmula de Taylor es más simple a consecuencia de lo 
cual resulta cómoda para recordarla. 

He aquí algunas observaciones referentes a las demostraciones del teorema 1 y 
de su corolario. Ante todo, en las condiciones del teorema se ha exigido que la fun- 
ción f tenga derivadas continuas de orden hasta m inclusive en cierto ¿entorno del 
punto (Xp, Yo). Se podría exigir que en el entorno citado sean continuas sólo las deri- 
vadas de orden m, puesto que de la continuidad de éstas se infiere que son continuas 
también en el entorno dado todas las derivadas inferiores de la función en conside- 
ración, es decir, las derivadas de Órdenes k = 0, 1, . . .. m — 1 (véase el p. 20.2). 

Subrayemos que la continuidad de las derivadas parciales en el ¿-entorno del 
punto (xo, Yo) se ha usado, en primer lugar, para que las derivadas parciales con las 
que nos encontramos no dependan del orden en que se realiza la derivación (esto se 
ha usado tanto en la demostración de la fórmula de Taylor (39.1), como en la propia 
forma de notación de dicha fórmula) y, en segundo lugar, para que la función (39.3) 
pueda ser derivada m veces según la regla de derivación de la función compuesta. Fi- 
jemos la atención en que para m = 1 las derivadas mixtas están ausentes; entre tan- 
to, para que haya posibilidad de derivar la función (39.3) una sola vez, según la 
regla de la función compuesta y, por consiguiente, para que sea válido el teorema 1, 
resulta suficiente una suposición más débil sobre la función en consideración f. A 
saber, en lugar de la suposición sobre la derivabilidad continua de la función f en el 
¿-entorno arriba mencionado del punto (xy, Yo), es suficiente su derivabilidad en este 
entorno (véanse las definiciones 2 y 4 en el p. 20.2). 

La continuidad de las derivadas parciales de orden m (en el punto (xy, yy) se ha 
empleado también en la demostración del corolario del teorema 1: es necesaria para 
que las funciones e (Ax, Ay), definidas mediante las fórmulas (39.13), tiendan a ce- 
ro cuando p — 0. 

Recalquemos, además, que con las suposiciones admitidas en la fórmula (39.9) 
se ha demostrado quer. (Ax, Ay) = o(p") para p — Ono en el sentido del limite se- 
gún cualquier dirección fijada, como podría parecer, a primera vista, provenien- 
te de la demostración aducida, sino en el sentido más fuerte, esto es, en el sentido 
del limite en el punto (Xy, yy) (¿por qué”). 

La fórmula (39.1) puede ser un tanto generalizada, si no se tienen aspiraciones 
de que sea válida para todos los puntos (xy + Axo, Y + Ay) del ó-entorno del punto 
to» Yo), sino que se considera la fórmula citada sólo para Ax y Ay fijados. A saber, 
si la función f está definida y tiene derivadas parciales continuas de orden m en un 
conjunto abierto que contiene un segmento con los extremos (xy. yo) Y (Xp + AX, 
Jo + Ay), entonces la fórmula (39.1) queda también justa, igual que su demostra- 
ción. De esto se deduce que si la función f está definida en la región convexa G (vé- 
ase el p. 18.2) y tiene en G derivadas parciales continuas de orden m, para cuales- 
ep des panas) G y (xo + Ax, yo + Ay) € G es válida la fórmula de 

ay 1). 


Pie. Sea ta tuación f, y) continua, Io mismo que sus derivadas parciales hasta l 
orden m en cierto entorno del punto (xy Y) Demuéstrese que su polinomio de 
Taylor de orden m, es decir, 
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A 1 a aJa 
Poy) = Y, alo» "0 


es un polinomio de mejor aproximación de la función f(x, y) ca un “entorño infinitamente pe- 
quelo del punto (xy »,)”. Esto significa lo siguiente: cualquiera que sea el polinomio Q(x, y) 
de grado no superior a m (es decir, en cada término suyo la suma de exponentes de las poten- 
cias de las variables x e y no debe ser mayor que el número m) tal que 


Jw = Q+ 000%, nam, cuando p= 0, 
donde 


ETA 
coincide con el polinomio citado de Taylor P(x, y) de la función f(x, y). 
Todo lo dicho se extiende también al caso de una función de cualquier número 
de variables. 
Teorema 1". Si una función de n variables y = f(x, ... ., xy) está definida y es 
continua junto con todas sus derivadas, hasta el orden m, m > 1, inclusive 
en cierto b-entorno del punto x9 xP), entonces es válida la fórmula 


Ay m SAP A Ap O A) LS = 


ma 
1 a è \w 
- (ar +... +0x,— + » (39.18) 
y ua, i +22) LU) + ram 10 Mo 
donde 
Fm=1(6x) = 
ll Ea ro + sa HO BA 
mi dx, "ax, s " A 
0<9<1, Ax=(Axj,....Ax,), (39.19) 
y también la fórmula 
ayu 
Ay = + as) 100) + ESOS 09.20) 


donde r(6x) puede escribirse en cada una de las siguientes formas: o bien 


Falan) = zZ m, UDAT... Ax, (39.21) 
me- Lo 
donde im em, (00 = 0, p V E Aho bien 
pa e ¿ 
Falan) = elaro", 1 elax) = 0, (39.22) 
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es decir, 


Tlax) = 00), p= 0. 


Por fin, en términos de las diferenciales la fórmula (39.20) puede escribirse en la 
Jorma a 


Ms A PJE + Tp (0%). (39.23) 


g 


Ahora abrimos los paréntesis en las fórmulas (39.18) y (39.19), haciendo uso de 
la fórmula algebraica 


(È) D matt 


m O 


Para anotar el resultado en la forma más breve introduzcamos unas designaciones 


nuevas. Pongamos k = (ky, - + + Kp), Ikl = ky +... + kp k! = Kilo. Kn! 
an 
JO miM a O y — Y a = Aa 
ha.. ad y 
k = (ky, » + -a Kn) se llama multiíndice. 


Introducidas las designaciones indicadas, la fórmula de Taylor (39.18) con el tér- 
mino residual en la forma (39.19) se escribirá así: 


sa Y Lp Y LES o, 


Aquí, como siempre, x = (xy, » - 2), XO = (xP, .. 1) y 
A t b= O) = P + Oe + O A 00%, = L. 


La fórmula de Taylor que acabamos de exponer para las funciones de cualquier nú- 
mero de variables tiene la misma forma que para las funciones de una sola variable, 


A vecés, particularmente en el caso de las funciones de varias variables, para las 
derivadas se utiliza la designación 
pra Ata 
añ. ade 


donde k = (ky, - . ., k,) es un multlíndice. Si se usa dicha notación, la fórmula de 
Taylor adoptará la forma 


w= Lai — O 4 
+ y D SOO + 000 — ONE 0 0 < 1 
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39.2. FÓRMULA DE INCREMENTOS FINITOS PARA LAS FUNCIONES 
DE VARIAS VARIABLES 


El caso particular de la fórmula de Taylor (39.18), cuando m = 1, se donomina 
corrientemente fórmula de incrementos finitos de Lagrange para las funciones de 
varias variables. Debido a las observaciones que en el punto anterior siguen el teore- 
ma 1 sobre las suposiciones bajo las cuales resultan válidas las fórmulas (39.1) y 
(39.18), del teorema 1” obtenemos la siguiente afirmación, 

Teorema 2. Si la función f(x;, . . ., X,) es derivable en todo punto de cierta re- 
gión convexa G C R”, para cualquier par de puntos (X,, . . -, x,) Y (x, + AX 
Xy + Ax) de G existe lal 9,0 < 9 < 1, que 


E AXR) = Sp o o m Xd = 


IN + 00%, 1% + 08%) 
z i; A 
o, en la forma más breve, Fa 
ENS E ana aro 09.24) 
7 


donde x = (poo xp) X + Ax = (xy + AXi 0 + aa Xa + AN) Y 
x + bax = (xy + Axy ..., Xp + GAX). 


Como ya se ha indicado, la fórmula (39.24) expresa precisamente la fórmula de 
incrementos finitos de Lagrange. 

Dicha fórmula, al igual que la fórmula de Taylor en general, tiene muchas y va- 
rias aplicaciones en diferentes problemas del análisis matemático. 

Prestemos nuestra atención a que el teorema 2 no es el caso particular del teore- 
ma 1, pues no es la derivabilidad continua de la función en consideración en todo 
punto del conjunto G lo que se exige de él, sino sólo su derivabilidad. No obstan- 
te, la demostración del teorema 2 se contiene de hecho en la demostración del teore- 
ma 1. En efecto, como ya se ha indicado en las observaciones referentes a la de- 
mostración del teorema 1 y al corolario de éste (véase el p. 39.1), para m = 1 la de- 
mostración del teorema 1, aducida arriba, conserva rigor también bajo las suposi 
ciones del teorema 2, es decir, cuando sólo se supone la derivabilidad (y no deriva! 
lidad continua) de la función f. 

Demostremos la siguiente afirmación como ejemplo de la aplicación de la fôr- 
Mula (39.24). 

Teorema 3. Si una función es derivable en todo punto de la región convexa G y 
tiene en G derivadas parciales acotadas, será uniformemente continua en la región 
mencionada. 


2 
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(€ es una constante), entonces para cualesquiera dos puntos x" = (xj, 
= (j, - » .. Xy") de (39.24) se infiere que 


vwa- Y Ya 


(aquí E s algún punto del segmento que tiene por extremos los puntos” yx” °). Por 
eso, siestá prefijado e > O, basta tomar 3 = para que se cumpla la desigualdad 
YO) SN <e (9.25) 


cualesquiera que sean los puntos x” e G y x"' € G tales que p(x ^, x") < 8, lo que 
atestigua la continuidad uniforme de la función f en la región G. O 


39.3. SOBRE LA ESTIMACIÓN DEL TÉRMINO RESIDUAL 
DE LA FÓRMULA DE TAYLOR EN TODO EL DOMINIO 
DE DEFINICIÓN DE LA FUNCIÓN 


El término residual en la fórmula de Taylor depende, evidentemente, no sólo de 
los incrementos de los argumentos, sino también del mismo punto en cuyo entorno 
se examina el desarrollo de la función y que en el p. 39.1 se consideraba fijado, 
Ahora serán de interés para nosotros el comportamiento y la estimación del término. 
residual en dependencia del cambio del punto mencionado. Con el fín de subrayar 
dicha dependencia, el termino residual de orden m se designará en este párrafo 
por rm(x, AX), dondex = Q, - . .,X,) es un punto en cuyo entorno se desarrolla 
la función dada según la fórmula de Taylor. Como hasta ahora, Ax = (Ax, 
Ax»). 

'En las fórmulas (39.21) y (39.22), en lugar de £m.. m, (Ax) y (Ax) se escribirán 
Em ..m, 0 AX) y E(x, Ax), respectivamente. Erlo sucesivo nos hará falta la estima- 
ción del término residual de la fórmula de Taylor en la forma de Peano para todo el 
dominio:en: el que existe el desarrollo según la fórmula indicada. 

*'Introduzcamos primero el concepto de continuidad de las derivadas parciales en 
la clausura de un conjunto abierto. Esto requiere una definición especial, puesto 
¿qué ea un punto limite del conjunto abierto G el concepto de derivada parcial no es- 
tá definido, en el caso general, aún cuando la función quede definida en la clausura 
A SPA EAE 

. 156), 

Definición 1. Una función f, definida en el conjunto abierto G C R", se llama 
continuamente prolohgable a la clafasura G de éste, si existe tal función F, continua 
en Ò, que F = f en G. 

La función F se denomina prolongación continua de la función f (a 7) y se de- 
signará, para simplificar, también con el simbolo f. 

En virtud de la unicidad del limite de una función es evidente que si una función 
definida en G tiene prolongación continua a Ú, ésta es única. 


E] 


Fig. 156 


Definición 2. Una función f se denomina continuamente derivable (m veces con- 
tinuamente derivable) en G, si f está definida en G y todas sus derivadas parciales de 
primer orden (derivadas parciales hasta el orden m inclusive) son continuamente 
prolongables de G a O. 

Ejerciocios. 2. Demuéstrese que si ta función / está definida en el conjunto abierto G C R” 


y 
ytieneen éste una derivada 2., continuamente prolomgable a la causa © del 


En 
conjunto, y si, además, cn tiero punto de la frontera del conjunto G existe la deri- 
ar 
vada parcial (unilateral) entonces la función coincide con la prolongación con- 
ix 


tinua de la derivada parcial a dicho punto, 

3. Demuèstrese que para que una función continua, definida en el conjunto abierto acota- 
do G C R”, sea continuamente prolongable a la clausura de éste, es necesario y suficiente que 
sea uniformemente continua en O. Pruébese que en el caso de un conjunto abierto no acotado 
la condición de continuidad uniforme de una función prolongable, siendo suficiente para Ja 
prolongación continua, no es necesaria. 

4. Constriyase un ejemplo de la función, continua y acotada en una región, que no pueda 
ser continuamente prolongada a la clausura de dicha región. 

Volveremos ahora a la fórmula de Taylor. Supongamos que la función fes m ve- 
ces continuamente derivable en la clausura © de un conjunto acotado abierto G. En 
este caso, de acuerdo con los resultados obtenidos en el p. 39.1, en todo punto xe G 
tiene lugar el desarrollo (39.20) de la función f según la fórmula de Taylor, con la 
particularidad de que £,y,...., (£, Ax) en la fórmula (39.21) y £{x, Ax) en la fórmula 
(39.22) tienden a cero, para p — O, uniformemente en el conjunto G (véase la defini 
ción en el p. 20.2), es decir, para cualquier £ > O existe tal 3 = 5(c) > O que 


(39.26) 


se tiene 
le, 


alce y leani <e 


para todos los puntos x € G. 
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En el caso dado esto se deduce inmediatamente del método por cuyo intermedio 
se obtienen las funciones £m, m, Y e(Ax). Efectivamente, por ser la clausura G del 
conjunto abierto G acotada y cerrada, las prolongaciones continuas de las derivadas 
parciales de orden m de la función dada a Ú son en ella uniformemente continuas, 
razón por la cual (véase la fórmula (39.13) para el caso de n = 2; en el caso general 
es válida la fórmula análoga), a CO tenemos 


Ves, .m, 06, AX) <o(s, ON (39.27) 


a? 


Aqui el segundo miembro (módulo de continuidad de la derivada correspondiente) 
no depende del punto del conjunto G y tiende a cero cuando $ — 0. Por ello, de 
(39.27) se desprende que £m, m, tiende a cero en G de modo uniforme. 

Ahora podemos estimar el tafinitésimo (Ax, Ay) en la fórmula (39.22), Para n 
natural arbitrario podemos representarla, por analogía con el caso en que n = 2 
(Véase 39,16), en la forma 


e > tm (2)... (E) 


De aquí tenemos: 


lex, a)l < lemy.. m, 0 A). (39.28) 


En el segundo miembro de la desigualdad (39.28) figura cierto número fijo de su- 
mandos; designémoslo con N. En virtud de que la función £m,,. m, (X, Ax) tiende a 
cero en G uniformemente (lo que ya se ha demostrado), para Te > Opre! 
jado existe tal 3 = 5(£) > 0, que, cumplida la condición p(x, x + Ax) < 8, tenemos 


E 
SS mt 


De aquí y también de la desigualdad (39.28) se deduce que 
leGe, Axl < e. O 
Demos, a conocer una estimación más en total del término residual de la fórmula 
de Tayior que se obtiene de la inscripción de éste en la forma de Lagrange (39.19). 
Si la función f está definida en un conjunto abierto G y tiene en dicho conjunto 
derivadas parciales acotadas de orden m, es decir, si existe una constante M > O tal 
que 


+m,=m, xeG, (39.29) 


entonces, cumplida la condición p(x, x + Ax) < 8, para todo x € G se verifica la de- 
sigualdad 


39.4. Convergencia uniforme según el parómeiro de una familia z 


Mnom 
Irai 201 MM 
m 


Esto proviene directamente de la fórmula (39.19), si los valores absolutos de cadw 
sumando de su segundo miembro se estiman por medio de la desigualdad (39.29) y 
Otra desigualdad evidente láx,| < 8. 


39.4. CONVERGENCIA UNIFORME SEGÚN EL PARÁMETRO 
DE UNA FAMILIA DE FUNCIONES 


En el punto anterior hemos tropezado con la noción de convergencia uniforme 
en el conjunto dado de una familia de funciones dependientes de cierto parámetro 
cuando este último tiende hacia los valores determinados. En calidad de tales fun- 
ciones en nuestro caso intervenían €m, m, (X, Ax) y £(x, Ax), donde el papel del pa- 
rámetro lo desempeñaba Ar. Con este caso, en su forma mås sencilla, ya chocamos 
antes, cn el p. 20.2, 

Enunciemos la definición de la convergencia uniforme de una familia de fun- 
ciones en e) caso general. 

Definición 3. Supongamos que X es un conjunto arbitrario, Y C R", y% es un 
punto del espacta R™ o uno de los infinitos"! œ, +œ, =œ (los dos últimos infinitos 
merecen ser considerados sólo en el cuso cuundo m = 1), con la particularidad de 
que la intersección de cualquier entorno reducido yọ con el conjunto Y es no vacía. 
Supongamos luego que la función p(x) está definida para todo x & X y la función 
40%, y). para cualesquiera x € X e y € Y. 

Suele decirse que f(x, y) tiende uniformemente en el conjunto X hacia la función 
wt) para y — y"? y se escribe en este caso 


INIA, y 


si para cualquier e > O existe tal entorno reducido UY) del punto y que se veri- 
Sica la desigualdad 
UG pl < e, 99.30) 


cualesquiera que sean x € X € y € Y N UG), 

En este caso la variable y se llama con frecuencia parámetro y la función f(x, Y), 
y € Y, “familia de las funciones de x” (en el sentido de que esta función prefiju las 
funciones de ta variable x para diferentes valores fijos de y € Y). 

Por analogla con el caso de la convergencia uniforme de una sucesión de fun- 
ciones (véase el p. 36.1), la condición de convergencia uniforme de las funciones se- 
gún un parámetro puede enunciasse, empleando la noción habitual de limite de una 
función, de la manera siguiente. 

La función f(x, y) tiende uniformemente en el conjunto X hacia la función (x) 
para y — y®™ cuando, y sólo cuando, 


En lo sucesivo los infinitos o», + 0», — œ se llamarán también, para simplificar, puntos 
infinitamente alejados”). 
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lim, sup ifix, y) — pO) = 0. (39.31) 
ner 


Asi pues, la condicion f(x, y) z e) y — y, es equivalente a que la función 
FO) E SUD Ly, y) — PO] tiende a cero cuando y — y!D, La demostración 
de esta afirmación no es del todo dificil y es análoga al caso de la convergencia uni- 
forme de una sucesión de funciones. Esta demostración queda al cargo del lector. 

En el caso que se considera es justo también el análogo del criterio de Cauchy 
para la convergencia uniforme de las sucesiones. 

Teorema 4 (criterio de Cauchy). Para que la función f(x, y), para y — y®, tien- 
da uniformemente en el conjunto X hacia cierta función, es necesario y suficiente 
que para cualquier e > Oexista tal entorno reducido DO del punto JO quese ve- 
rifique la desigualdad 

YA -Say MEE (39.32) 
cualesquiera que sean 
rela Y, e y e UNN Y y xex. 

En efecto, la necesidad en la condición (39.32) proviene fácilmente, como 
siempre en las situaciones semejantes, de la condición (39.30). Con el fin de de- 
mostrar la suficiencia, se debe probar que de la condición (39.32) se infiere que para 
cualquier xe X fijo existe lim, f(x, y) y que la función f(x, y) tiende hacia este 
limite, para y — xD, uniformemente, 

Se recomienda que el lector mismo compruebe todas estas afirmaciones. 

Ejercicio $. Demuéstrese: para que la función f(x, y), x € X, y € X, tienda uniformemente 
en el conjunto X, cuando y — y", hacia la función p(x), x e X, es necesario y suficiente que 
para toda sucesión y“ e Y, y” + y®, n = 1,2, ...... que tiende a y(%, la sucesión f(x, y”), 
n= 1,2, . . .. converja uniformemente sóbre el conjunto X hacia la función p(x). 

Ejemplos. 1. Examinemos una familia de funciones f(x, y) = e”, donde 0 < 
£x< 1,0< y < +00, Es evidente que 


im Je») p six>0, 


losix=0 


(de este modo, la variable y es un parámetro, si se usa la terminología indicada ante- 
rlormente). Designaremos la función límite mediante p(x), 


wfo ida 09.33) 
” 1, si x=0. 


Demostremos que la función f(x, y) tiende hacia p (x), cuando y — +œ, de manera 
no uniforme. Para esto es suficiente probar que existe tal £g > Ô que, cualquiera que 
sea el entorno Ú (+ œ), se encontrarán x e (0, 1] e y € Ù (+ œ) tales que se verifique 
la desigualdad le 9 — pl)! > éo Elijamos ey tal que sea 0 < £g < 1, y un entor- 
no arbitrario Ü (+œ). Entonces, cualquiera que sea y e Ù (+ œ); para él se verifica 
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ime? = 1, y, por ende, existe tal x e (0, 1] que 

di le? — pk) = 1079 — 01 > eq. 

De este modo, en el caso dado las condiciones del criterio de Cauchy no se cumplen 
(véase el teorema 4). 

Sin embargo, para todo a, 0 < a < 1, la familia de funciones f(x, y) = e 
tiende uniformemente, cuando y — +0», hacia cero en el segmento ja, 1]. Compro- 
bemos el cumplimiento de las condiciones del criterio de Cauchy en este caso (véase 
el teorema 4). Para cualquier £ > O existe un número y, > Otal quee" < e (basta 
tomar cualquier y > —); por esto para cualesquiera y > 7, y todo los x € (a, 1] 

a 
tendremos 


le? o= eT eme 
Por supuesto, la investigación de la convergencia uniforme de la familia de fun- 
ciones en consideración podría ser ejecutada también aplicando el criterio (39.31). 
Efectivamente, al emplear la fórmula (39.33), obtendremos 
C asila a 


por lo cual la condición (39.31) no se cumple a ciencia cierta. En cambio, si 0 <a < 1, 
entonces 


lim gup, LEO — p00l = lim sup e Om lim e7% = 0. 
R: ATER 


AM E a 
De este modo, a 
La -v a -+a 
REO, OP y + 0<a< i 


2. En el caso cuando Y es un conjunto de los números naturales, Y = (1, 2, 
3... Jey = +œ, la definición aducida de la convergencia uniforme según un 
parámetro se convierte en la definición de convergencia uniforme de una sucesión 
de funciones p(x) = f(x, n), n = 1,2, ...... en el conjunto X. 

3. Sea la función f(x, y) continua en el rectángulo Q = ((r, y): 
< +œ, ~œ < € < y < d< +0) y sea yg e le, dl. 

Designemos mediante w (6, /) el módulo de continuidad de la función f'en el rec- 
tángulo Q; entonces 


f&s) -= fæyol < aly oli wyje. (39.34) 


El segundo miembro de esta desigualdad no depende de x, y, siendo uniforme la 
continuidad de la función en el rectángulo Q, lim (8; /) = 0. Por esta razón, de 


la desigualdad (39.34) se desprende que en el segmento [a, b] la función f(x, y) tien- 
de uniformemente hacia la función f(X, yg) cuando y — yọ. 


Ejercicio 6. Demuéstrese que si la familia de funciones f(x, y), x € X C R”, yc YCR", es 
tal que para todo y e Y fijo las funciones f(x, y) son continuas respecto de x sobre el conjunto 
X y tienden uniformemente sobre dicho conjunto hacia $ (x) para y — y%, entonces p(x) es 
también continua sobre el conjunto X. 


œ<agx<b< 
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39.5. OBSERVACIONES ACERCA DE LAS SERIES DE TAYLOR PARA 
LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


Si la función f(x) está definida y es derivable un número infinito de veces en 
cierto 3-entorno del punto x® = e, „x0 e R", entonces, para dicha función 
la fórmula de Taylor (39.20) será, evidentemente, válida para cualquier n natural, 


m=1,2,..,y además, Y) ax < 8% Si, en este caso, la serie 
m 


w=- E al -. + as) 100, 


dondex = (y. Xa) y x= xf = Axp í=1,2,....n. Deaquí, trasladando 
SW al segundo miembro, obtenemos el desarrollo de la función en serte de po- 
tencias llamada serie de Taylor de la función f: 


SY a 
m- E 5) 
suo 
o, abriendo los corchetes, s 
fo= y E DIE 19), 


m 
donde k = (Ky +» -» ką) es un multiindice, 


Ejercicio 7. Desarróllese en serle de Taylor la función f(x, y) = e**”. 


$ 40, EXTREMOS DE LAS FUNCIONES 
DE VARIAS VARIABLES 


40.1. CONDICIONES NECESARIAS DE UN EXTREMO 


Los problemas que se estudian en este párrafo y en algunos otros que siguen Ile- 
van un carácter analítico y sus demostraciones no se hacen más difíciles al aumentar 
el número de las variables. Es por eso que nuestra intención es considerar dichos 
problemas en el caso general n-dimensional, subrayando, si es necesario, sus pe- 
cualiaridades específicas para los casos de n = 2y n = 3. 

Definición 1. Supongamos que la función f(x) está definida en el conjunto X € 
C R". El punto x0 e X se llama punto de máximo estricto (de mínimo estricto), si 


existe tal entorno UQ) del punto x® que para todo x € UG) N X, x + 0, se 
Er la desigualdad f(x) < f&a desigualdad f(x) > fW) respectivas 

De este modo, el punto de máximo estricto (de minimo estricto) se caracteriza 
por que Af = f(x) — 9) < 0 (Af > 0), cualquiera que sea x e UK) N X, x e 
# xO) (fig. 157). 

En cambio, si para el punto x® existe un entorno U(x® tal que para todo x € 
€ UW) N X se verifica la condición O) < SAD) f) > SWO), entonces x® se 
denomina simplemente punto de máximo (punto de minimo). 

Definición 2. Los puntos de máximo y mínimo (estrictos) de una función llevan 
el nombre de puntos de extremo (estricto). ` 

Teorema 1. Supongamos que la función f(x), x = (Xy) Xz + -+ Xy) está definida 
en cierto entorno del punto xÙ; si dicho punto es un punto de extremo de la función 


a 
SGY si en él existe cualquiera de las derivadas ¿> (j puede asumir uno de los valo- 


7 
res 1,2,» « m), esta última es nula, LE = 0, 
Corolario. Sila función f(x) es derivable en el punto de extremo x', su diferen- 


cial en este punto es a cero, df) = 0. 

DEMOSTRACIÓN (del teorema y del corolario). Sea, para concretar, j= 1, Si x9 = 
= of, sA a punto de soia para funca. fu0 = e Xp), en- 
tonces xf? es el punto de extremo para la función f(x}, x9, Pl de una sola va- 


riable x, (fig. 158), por lo cual si en este punto existe derivada 


entonces, de 


acuerdo con el teorema de Fermat (véase el p. 11.1), ésta es igual a cero, es decir, 
A Ae, 
EA dx, PA 


Lo mismo ocurre en el caso de cualquier variable x, (j = 2, . . ., n). 
Sila función (x) es derivable en el punto de extremo x°, en este punto existen 


todas las derivadas Z=, i = 1, 2, . . ., m, y, de conformidad con lo demostrado, to- 
A 
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Pig. 158 
das ellas son nulas, por lo cual también 


apt 
h= Y == 0.0 
m 
emy Hallemos los puntos de extremo de la función = x? + y?, En vir- 
tud de lo rado los puntos de extremo se disponen entre aquellos, para los 
cuales dz = 0. Puesto que dz = 2xdx + 2ydy, la condición dz = 0 se cumple en un 
único punto (0, 0). En dicho punto z = 0, en todos los demás z = x? + y? > 0, Por 
A a (0, 0) és el punto de mínimo estricto para la función z = x? + y? 
ig. e 

2. Investiguemos los puntos de extremo de la función z = x? — y?. Procediendo 
igual que en el caso anterior, encontramos que esta vez también la condición dz = 0 
se cumple en el punto (0, 0) y en dicho punto z = 0. No obstante, aquí tenemos z > 
>0 para y = 0y todox + 0, mientras que para x = 0 y cualquier y + Ose tienez < 0. 
Por esto, el punto (0, 0) no es un punto de extremo y, consecuentemente, la función 

z = x? — y*no tiene en general puntos extremos (fig. 160). 


Fig. 160 
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40.2. CONDICIONES SUFICIENTES DE UN EXTREMO ESTRICTO 
Recordemos algunas definiciones referentes al Curso del álgebra. 
.)= Y ey Xp ay > 


Definición 3. Una forma cuadrática A (x) = A(xy. ~ 
ds 


= ay i,j = 1,2, ..... n, se denomina definida positiva (définida negativa), si A)> 
> O(A) < O, respectivamente) para cualquier punto x e R”, x + 0. 

Una forma cuadrática, que es definida positiva o definida negativa, lleva, ade- 
más, el nombre de forma cuadrática de signo definido. 

Definición 4. Una forma cuadrática que asume tanto valores positivos como ne- 
gativos se llama -de signo indefinido. 

Lema 1. Sea S una esfera unidad en R”: 

Sept... te 
y supongamos que A(x) es una forma cuadrática de signo definido; entonces 
inf IAQ) =4>0. 


DEMOSTRACIÓN. La función A (x) es un polinomio de segundo grado respecto de 
Xy, Por lo cual A (x) y, consecuentemente, también 14 (+)! son 
espacio R”. De aquí se desprende que la función 14 (x)! es con- 
tinua en el compacto S. Conforme al teorema de Weierstrass, la función LA (x)| al- 
canza en S su cota inferior, es decir, existe tal punto x € $ que 


a inf IAQ = IAKO. 


Por definición de la forma cuadrática de signo definido, 14 (x)! > 0 para todo 
punto x € S, quiere decir, en particular, a = 140)! > 0, O 

Definición $. Sea f una función derivable en el punto x° e R", Si df) = 0, 
entonces x® se llama punto estacionario de la función f. 

Es evidente que el punto x en el que la función f es derivable será estacionario, 
si, y sólo sl, 


S y ld, de (40.1) 


Según el corolario del teorema 1, el punto de extremo, donde la función f es de- 
rivable, es estacionario; lo recíproco, por supuesto, no es cierto en el caso general: 
no todo punto estacionario, en el que la función es derivable, es un punto de extre- 
mo (véase el ejemplo 2 al final del p. 40.1). 

Teorema 2 (condiciones suficientes de un extremo estricto). Supongamos que la 
Sunción f está y tiene derivadas continuas de segundo orden en cierto entor- 
no del punto x°. Sea x® un punto estacionario de la función f; en este caso, si la 
Jorma cuadrática 


(40.2) 
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(es decir, la segunda diferencial de la función f en el punto Xx") es definida positiva 
(definida negativa), entonces x'% es el punto de mínimo estricto (de máximo estric- 
to, respectivamente); en cambio, si la forma cuadrática (40.2) es indefinida, en el 
punto x® no hay extremo. 

"DEMOSTRACIÓN, Sea U(x, 3) un 8y:entorno del punto x®, estacionario para la 
función f, en el cual la función / tiene segundas derivadas continuas. Supongamos 
que el punto 

EIA PA A + dep) 


pertenece a dicho entorno. 
Rigiéndose por la fórmula de Taylor (véase (39.23)) y tomando en consideración 
las condiciones (40.1) referentes al carácter estacionario de un punto, obtenemos 


+ ao 


MO 
Aafaa- YE 


donde dx = (dx y...) P? di. + dy 


dx dx, + cldoo?, 


lim e (dx) =0, (40,3) 
o bien 
PTA PMA) de as 
=% Ps cts E 1 + 2e 
len] 
e dy dx 
==la(—,...-2) + waw]. (40.4) 
2 e p 
dx di 
El punto F: . 2) se dispone en la esfera unidad S (es desir, en la 
» 


esfera con centro en el origen de coordenadas y radio igual a`1), pues 


CAN CAN 
N. (a 
P > 
Supongamos que la forma cuadrática (40.2) es de signo definido. En este caso, 
de acuerdo con el lema, inf 141 = y > 0. Elijamos 5, 0 < 3 < Sy, de un modo tal 
que sea 2 1e(dx)l < y cuándo p < 5. Entonces, para p < 8, es decir, para? + dxe 


€ U(x, 5) y dx + 0, toda la expresión entre corchetes en el segundo miembro de la 
fórmula (40.4) será del mismo signo que tiene el primer sumando 


A dr, A 
sign af = sign A (—, ~ . 
P P 
Por eso, si la forma cuadrática (40.2) es definida positiva, tenenos Af > O, y si defi- 
nida negativa, entonces Af < O, cuando x® + dx e U (9, 6). Quiere decir, en el 
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Tn s 
p 
on = 
e T 
Pa i61 


primer caso x es un punto de mínimo estricto y en el caso segundo, un punto de 


máximo estricto. 
Supongamos ahora que la forma cuadrática (40.2) es indefinida. Esto significa 


que existen dos puntos dx” = dx) y dx" = (dej', .  ., dy) tales que 
A(dxj» - - dx) > Oy A (dx; dx; ') < 0. Basándonos sobre este hecho no 
podemos decir de inmediato que el incremento de la función Af cambia de signo en 
cualquier entorno del punto x(%, puesto que los puntos xP + dx" = («0 + dxi, 
san 4 de) y xO + de? = (O 4d", . . .. Oax”) pueden, en general, 
incluso no pertenécer al dominio de definición de la función f- No obstante, el resul- 
tado deseado se deducirá de que la forma cuñdrática A (dx) conserva invariable un 
mismo signo o igualdad a cero en toda recta que pasa por el punto x( de la que está 
extraído este mismo punto, mientras que el valor A (E) de 0 no depende, en 
generad, de la elección del punto en dicha recta, `° 
Examinemos el punto dx” = (dx;, . . ., dx). Tracemos una semirrecta que 
tiene su origen en el punto x y pasa por el punto x® + dx”, Para cualquier punto 
X= (Xp, » » «+ Xy) de esta semirrecta pongamos dx =x, = xf”, i= 1, 2, . . n, y p= 


= | Y dx? En este caso (fig. 161) 
m 


dx, 
— = cosan 
p 


A (40.5) 


donde cos a; son cosenos directores de la semirrecta en consideración. Por esta ra- 
zón el punto 
'dxı 


» ++ COSA), (40.6) 
e 
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dispuesto, evidentemente, en la esfera unidad* $ con centro x, será el mismo para 
todos los puntos x de esta semirrecta, es decir, el punto (40.6) no depende de la dis- 
tancia p entre x y x°. 

Por consiguiente, el valor de la forma cuadrática (40.2) en el punto (40.6), es de- 


di, 
A E) tampoco depende dep. De aqui, para todo pumo (40.6) te- 
> » 
nemos 
€ 2a) (Es 
PT d E mah 
» » 7 
CCA E . 
sea a (Zt. Š") = w° > 0. Elijamos po > O de modo tal que para p < pp 
P > 


tenga lugar la desigualdad 21e(dx)! < p`, lo que es posible en vista de (40.3). En- 
tonces, para cualquier punto x + dx, que se dispone en la semirrecta (40,5) y es tal 


queo<p=_] E d? < po la expresión entre corchetes en la fórmula (40.4) 


tendrá el signo del primer término y, por ende, Af > O. Así pues, en cualquier entor- 
no del punto x(% hay puntos para los cuales Af > 0. 

Análogamente, partiendo del valor negativo de la forma cuadrática (40.2) en el 
punto (dx; °), se demuestra-que en todo entorno del punto x° existen puntos, para 
los cuales Af < 0. Esto es precisamente el indicio de que en el caso que se considera 
x no es un punto de extremo. O) 

Cuando el teorema citado se aplica en la práctica, surge una pregunta: ¿cómo se 
establece, si es definida positiva o definida negativa la forma cuadrática (40.2)? Con 
este fin puede aprovecharse, por ejemplo, el así lamado criterio de Sylvester de la 
definición positiva de una forma cuadrática el cual se demuestra en el curso de âl- 
Bebra. Este criterio consiste en lo siguiente. 

Para que una forma cuadrática 


AQ = Ap. dE D 25% %p (40.7) 
jas 
en la que ay = ap inj = 1,2,. . ..m,sea definido positiva, es necesario y suficiente 
que se verifiquen las desigualdades 
an an an 
m an ay |>0.. 


an an 


an an 


ay a 
aii ami an + 


«) Rordemos que para los cosenos directores se verifica la igualdad cosa, ..ot 
+ cota = 1 
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Al observar que la forma cuadrática A (x) es definida negativa cuando, y sólo 
cuando, la forma cuadrática -4()= Y (—2)x,x,es definida positiva, obte- 
da 
emos, haciendo uso de las propiedades conocidas del determinante, el siguiente 
criterio para distinguir la definición negati 
Para que la forma cuadrática (40.7) sea definida negativa, es necesario y suficien- 
te que se verifiquen las desigualdades 


Lay Onz © + > Ann 


Enunciemos ahora el teorema 2 para el caso de dos variables, expresando las condi- 
ciones que se imponen en la forma cuadrática (40.2) de una manera explícita, en tér- 
minos de las segundas derivadas parciales. 

Teorema 3. Supongamos que la función f(x, y) está definida y tiene derivadas 
parciales continuas de segundo orden en cierto entorno del punto (Kg. Yo), que es un 
punto estacionario para fix, y), es decir, en este punto 


ho) = (40.8) 
Entonces, si en (xo, Y) deso isi 
es un punto de extremo estricto, a saber, de máximo estricto, si en este punto 
La < 0% 
y de mínimo estricto, si 
La>0. 
Si en el punto (xo, Yo) 
7 Saly- SF <0, (40.10) 
el extremo en él está ausente. 
En fin, cuando 
Saln Fi =0 (40.11) 


en el punto (xo, yo), puede ocurrir que haya un extremo en él y puede ocurrir que no 
lo haya. 

Efectivamente, si fa + 0 en el punto (xp, yy), la forma cuadrática (40.2) en 
nuestro caso puede escribirse así: 


Aldx, dy) = fadx? + Y, dx dy + fy dy = 


* De la condición (40.9) proviene, cvidentemente, que /,, + Oen el punto (xy y.) 
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= E [Vue + 5907 + Uat = Aar) (00.12) 


“Todas las derivadas parciales aquí y en adelante se refieren al punto (xo, Y). 

'Vemos inmediatamente que si se cumplen las condiciones (40.9), la expresión 
entre corchetes en la fórmula (40.12) es positiva para dx? + dy? > 0, es decir, A (dx, 
dy) es una forma cuadrática definida, a saber, definida positiva cuando /,,> 0 y defi- 
nida negativa, cuando /,, < 0. Por supuesto, dicha deducción proviene también del 
criterio de Sylvester. En el primer caso, según el teorema 2, (xo, yy) es el punto de 
mínimo estricto y en el segundo, de máximo estricto. Si, además, queda cumplida la 
condición (40.10), entonces para dy=0, dx + O tenemos de (40.12): sign A (dx, 0)= 
= sign y y para dx = foy. dy = — Sry se obtiene sign A Uy» ~Ji) = — sign fior de 
donde se deduce que la forma cuadrática A(dx, dy), es, cumplida la condición 
(40.10), indefinida. 

“Así pues, hemos investigado por completo el caso 


La*0 Y faly=fy*0. 


El caso en que 
La=0 Lyt0 Y Safn- fato 


se investiga de modo análogo. 

Si, en cambio, fey = fyy = O, pero, como hasta ahora, /..,y — Si + 0, emon- 
ces, evidentemente, xy + Ó, por lo tanto en este caso se cumple la condición (40.10) 
YA (dx, dy) = Y d dy. Vemos de inmediato que la forma cuadrática A (dx, dy) es 
indefinida bajo Í3s suposiciones adoptadas, pues sign A (dx, dy) = ~ sign A (dx, 
— dy). Por eso, con el objeto de obtener los valores de la forma cuadrática de signos 
contrarios, basta tomar, al principio, dx y dy de un mismo signo y después, de sig- 
nos opuestos. Según el teorema 2, (xy, yo) no es en el caso dado un punto de extre- 
mo. 

Finalmente, el caso fa = Zy = Jy = Ono es compatible con la suposición de 
Ue fex fyy — Jay + 0. De esie modo, hemos examinado todos los casos posibles, 
cuando se cumple la desigualdad fer fry — fà, + 0. 

Para acabar con la demostración del teorema nos basta mostrar con unos 
«ejemplos que, cuando tiene lugar la correlación (40.11), puede existir un extremo y 
puede no existir. 

El punto (0, 0) para la función z = x° + 2xy + y? es estacionario y en él zex 
22yy = 2y = 2, Y. POr tanto, se cumple la condición (40.11). Al advertir que z 
= (X + y), vemos que siempre z > 0, con la particularidad de que z = Oen la recta 
x + y = 0; por ello el punto (0, 0) es un punto de extremo, aunque sea no estricto. 

Para la función z = el punto (0, 0) es también estacionario y en este punto 
Za = y= ly 0, por lo cual la condición (40.11) queda asimismo cumplida. Sin 
embargo, debido a que la fórmula, que representa dicha función, contiene poten- 
cias impares de las variables x e y, la función cambia de signo en cualquier entorno 
de cero, a consecuencia de lo cual, (0, 0) no es un punto de extremo. 
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40.3. OBSERVACIONES SOBRE LOS EXTREMOS. 
EN LOS CONJUNTOS 


Sea f una función derivable en un conjunto acotado abierto G y continua en la 
clausura de dicho conjunto. Se pide hallar los valores máximo y mínimo de la fun- 
ción f en el conjunto (de acuerdo con el teorema 3, p. 19.5, estos valores existen). 
Con este objeto podemos, por ejemplo, hallar todos los puntos estacionarios de la 
función f en G, calcular en éstos los valores de la función y escoger, siempre que sea 
posible (desde el punto de vista teórico, esto es posible, por ejemplo, cuando el nú- 
mero de los puntos estacionarios sea finito), aquellos en los que la función asume 
los valores máximo y minimo entre todos los valores en los puntos estacionarios, A 
continuación, conviene comparar estos valores con los que toma la fonción en la 
frontera del conjunto abierto G, hallando, por ejemplo (en el caso de poder 
hacerlo), los valores máximo y minimo de la función f en la frontera de la región G. 
Al comparar los valores máximo y minimo en los puntos estacionarios con los valo- 
res correspondientes máximo y mínimo en la frontera del conjunto G, podemos, 
evidentemente, hallar el máximo y el minimo buscados de f en Ĝ. 

Cuando G es una región plana y su frontera está constituida por una curva defi- 
nida por cierta representación x = x(0, y = J(1), a < 1 < A, la cuestión sobre la 
búsqueda de los valores extremos de la función f(x, y) en la frontera de G se reduce 
ala investigación del extremo de la función de una varinble /Gx(1), »(0), que se rea- 
liza con ayuda de los métodos ya conocidos. 

Los métodos que pueden emplearse en el caso multidimensional para buscar 
Puntos extremos en la frontera de una región serán considerados en el $ 43 


Ejercicios. 1. Hállense los extremos de la función 2 = x? + 12? = 14x — 24y, 

2. ¿Tendrá un extremo la función z = xy? — 3x?y + 2x + y enel punto (1, 1)? 

3, Hállense los valores máximo y mínimo de la función z m x? + J? — 4x ~ 2y + 4 en una 
región cerrada limitada por las lineas x = 4,7 = = 1, x = y =3, 

4. Sea a = const > 0, X= ((x,y): Ixl < a, y € R). Hállense todos los extremos de la fun- 


ción mala VETO y en X y todos los valores máximos y 


minimos de ella en X. 
5. La superficie total de un paralelepipedo rectangular es igual a 677. ¿Para qué valores de 
la longitud de sus aristas el volumen del paralelepipedo será máximo? 
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41.1. FUNCIONES IMPLÍCITAS DEFINIDAS POR UNA ECUACIÓN 

Aclaremos las condiciones bajo las cuales una ecuación de varias variables defi- 

ne una función univoca, es decir, define una de dichas variables como función de las 

demás. Empezaremos m estras consideraciones por el estádio de una ecuación que 
contiene dos incógnitas 


FG, y) = 0. 
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Si la función de dos variables F(x. y) está definida en cierto subconjunto A del 
plano RD, A C Rẹ, y si existe tal función de una variable y = f(x), definida en el 
conjunto 8 C R, Contenido en la proyección del conjunto A sobre el eje Ox, que 
para todo x € B tenga lugar (x, f(x) € A y sea válida la identidad Fix, 160) = 0, en- 
tonces f se denomina función implícita definida por la ecuación F(x, y) > 0. 
Lema. Sea F(x; y) una función continua en cierto entorno rectangular 
SS E ly = o< 


del punto (xo, Yo) y Supongamos que dicha función es, para todo x € (Xy — $, Xo + 
+ È) jo, estrictamente monótona respecto de y en ei intervalo (Y — 1. Xo + 1), En 


este caso, si 
Flo y) = 0. 


existen tales entornos UE) = (Xy — ò, Xp + 6), del punto xp y UV) = O - 
= £ yy + 6) del punto yo, que para todo x € U (xo) se tiene una solución, y sólo una, 
y € Uyo) de la ecuación F(x, y) = 0. Esta solución, que es una función de x y se de- 
signa por y = fix), es continua en el punto Xy Y 


Sod = Yo 
De este modo, el lema afirma, en particular, que para las suposiciones asumidas, 


la función implicita y = f(x), definida por la ecuación F(x, y) = 0, existe y posee la 
propiedad de que las igualdades 


Fly) =0 e y =/f) 


son equivalentes a condición de que x e Uy), y € UY). 

DEMOSTRACIÓN. Por hipótesis del lema, la función F(x, y) es, para todo x € (o= 
— E, xy + £) fijo, estrictamente monótona respecto de la variable y en el intervalo 
(Wo = m, Yo + n), en particulas, en éste es estrictamente monótona la función F(xg, 
+). Supongamos, para concretar, que es estrictamente creciente. Elijamos arbitr 
riamente £ > 0, subordinado sólo a la condición 0 < £ < 7. Como la función F (xg, 
y) de la variable y es, en el segmento [yy — £, yy + el, estrictamente creciente y, por 
hipótesis, FOxp, yo) = 0, entonces 


Fayo- 2) <0, Ft yo + 29> 0 


Mas la función de dos variables F(x, y) es, conforme a la suposición, continua 
en el conjunto abierto U (xp Y) Y bt Yo — 0) € Ulty o), p Yo + £) € Ulty Y. 
o ca a AE Lac e ei punto (xo yo ass 
verifica la desigualdad F(x, y) < O, y en ¿entorno del punto (xp Yp + A), la desi- 
¡unidad F(x, y) > O (vèase ci lema 1 cn e! p. 19.3). En particular, para todo x € (yy 
— 8, xo + Ò) (fig. 162) quedan válidas las desigualdades 


Fry) 0)<0, Fyt e) >O “n 


*) En concordancia con las designaciones aceptadas en este libro, sería más correcto de 
notar cl entorno de punto (xy y ) mediame U (Cry en ugar de UG, y 9. Para simplificar 
las designaciones, convendremos en omitir el segundo paréntesis. 
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PESA 7 
Fig. 162 


Pongamos 
VU) É- dx + 0, UOY TO) t Yo + 0) 

Dado que, siendo fijado x e U(x), la función F(x, y) de la variable y es continua 
en el segmento [yọ — £, Yo + el, entonces, de la condición (41.1) se deduce (de 
acuerdo con el teorema de Cauchy sobre los valores intermedios de una función con- 
tinua, véase el teorema 2 en el p. 6.2) que existe tal y* e U(yy) (véase la fig. 162) 
que Fx, y*) = O. Por ser F(x, y) estrictamente monótona en el segmento . [yy — 
Yo + €] respecto de la variable y, el valor indicado de y* es único. 

De este modo, se ha obtenido una correspondencia unívoca (función univoca) 
x= y*,x € Uo), y* € Uo) que se designará mediante f: y* = f(x). 

Por definición de esta correspondencia, para cualquier x € U(x) e y* = (x) te- 
nemos 

Fay) =0, y eU0) 
con la particularidad de que el punto y*, que posee dicha propiedad, es único. He- 
mos demostrado, pues, la existencia y unicidad de la función buscada f. 

Luego, O O yy € UN), en- 

tonces, debido a la unicidad de la función f, tenemos yy = 


Al final notemos que £ > 00 ha Mud artisticas e indicó de que < 
ja encontrado para él tal 3 > O, que de lx — xol a dela 


q a e, »- do Esa pio o pur 
, las proporciona el siguiente teorema. 
din Hines Supongamos que la función F(x, y) es continua en cierto entorno del 
A MS o O Ente e Ad parcial Fx, y) que es continua 
en el punto (xo Yo). En este caso, si 


IS 
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existen tales entornos Um) y Uy) delos puntos respectivos xo. Yy que para rodo 
xE U(x} se tiene una y sólo una, solución y = f(x) e U (yọ) de la ecuación F(x, y) = 
=0%. Esta solución es continua en todo punto de U(xo) € y = f(x) 

Si suponemos que la función F tlene en cierto entorno del 
punto (xp yo) una derivada parcial F(x, y), continua en el punto (xy yy), entonces 
la función f(x) tendrá también en el punto xy una derivada y para ésta queda válida 
la fórmula 


Fo y) 
Py 
DEMOSTRACIÓN. Debido a que la función Fx, y) es continua en cierto entorno 
del punto (xp, Yo) y es también continua en el mismo punto la derivada parcial F(x, 
>), existe un entorno rectangular 
Uo Y) = l y): lx = xol < E. ly yol <m 


del punto (xy y), donde la propia función F(x, y) es continua y los valores de la de- 
rivada parcial £, (x, y) son del mismo signo que tiene su valor, en el punto (Xy, Yo). 
Por esto, para todo x € (xg — £, xy + £) fijo la función pQ) F(x, y) es derivable 
en elintervalo (Wo — y, Yo + n). mientras que su derivada o” (9) = F (x, y) conserva 
constante el signo, Por consiguiente, la función p() es estrictamente monótona en 
el intervalo indicado. 

Así pues, todas las condiciones del lema para la función F(x, y) vienen cumpli- 
das en el entorno rectangular construido U(xy, yg). Por lo tanto, existen los entor- 
nos Uli) = (xy — ò, xp + ò) UOY = Vo — E, Yo + £) y la única función 
y = fa), definida en U(x), tales que para todo x e Ult tienen lugar la inclusión 
F00 € UL) y la igualdad F(x, f0) = 0, con la particularidad de que la función fes 
contínua en el punto xg- 

Dado que para todo punto (x, y) para el cual x € U(xp), y € UO), existe su en- 
torno rectangular U(x, y) contenido en otro entorno rectangular 


Fu) 


Ugy yO = ly): lx xl < 5 dy yol < a 
(fig. 163), entonces para U(x, y) también se cumplen todas las condiciones del lema. 
Por consiguiente, siendo única la solución f(x) de la ecuación F(x, y) = © en el en- 
torno Ugo» Yo), la función y = f(x) es continua en todo punto x € U(x), de con- 
Tormidad con el mismo lema. 

Demostremos ahora la última afirmación del teorema. En vista de la conti- 
nuidad ae las derivadas parciales F, y F, en el punto (Xp. yo), la función Fes deri- 
vable cn este punto: 

Flag + Ax, y) + Ay) — Fy y) = 
=F yy) Ax + F yy) Ay + Ax + 220), (41.2) 


* En este caso suele decirse iambién que la ecuación Fx, y) = 0 es resoluble univoca- 
mente en el entorno Uy, Po) = flx, y) :x € Ulko), y € UV! del punto (xy, Yo). 
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ige = geo, o= VFA 


Tomemos en la fórmula (41.2) 
Xo + Axe Uw), Ay = f(x, + Ax) = f. o 
Entonces, en vista de la condición F(x, /(x)) = 0, obtenemos 
Fixo + AX, yy + Ay) = Fixo + 6x,(%p + Ax) =0, 
y, como Fly, Yo) = 0, de (41.2) tenemos 
Fog Yo) Ax + Fab YO) Ay + ex + ezây =0. 
De aquí 
ESAS DN 
ES ma 
Sea ahora Ax — 0; entonces, siendo la función f continua, Ay — O, y esto significa 


que cuando âx — 0, se tiene p = Vax? + Ay? — 0, de donde se desprende que en la 
formula (41.3) lim, e= lim ez = O. Es por esto que cuando Ax — 0, el 
límite del segundo miembro de la igualdad (41.3) existe y es igual a — Es Qe 
cordemos que F, (xy Y) * 0), por consiguiente, cuando Ax — O, existe también el 
límite del prime? miembro, es decir, exite la derivada 


rop= OS a 


OBSERVACIÓN. Si las funciones F, y F, son continuas en el entorno U(%y, Yo) del 
punto (xy yọ, la derivada f” es continua en el intervalo U(x,). Efectivamente, al 


(41.9 


Fig. 164 
aplicar la fórmula (41.4) a un punto arbitrario x e U(xp), obtenemos 


ES) 
To- -ET 
de donde proviene, según el teorema sobre la composición de funciones continuas, 
la continuidad de la función f(x) en U(xp). 
Análogamente se introduce la noción de función implicita definida por la 


puc Fipo > aX 29) = 0, (41.5) 


como también se enuncia y se demuestra el teorema análogo al teorema 1. Para po- 
der enunciarlo, es sólo suficiente que en el enunciado del teorema 1 por x se entien- 
da un punto de un espacio n-dimensional, x = (X;, .....x,) € R", en particular, x= 
=... «0, 

Teorema 1, Supongamos que la función F(x, y) m FíX;, . . ., Xp, y) es continua 
en clerto entorno del punto W, y) y tiene en este entorno la derivada parcial F,, 
continua en el punto (4, yO}. 

SLF, AD) = Oy Fy, YD) + O, existen tales entornos U, y U, de los pun- 
tos respectivas xX® e JÙ, que para todo x e U(x) existe una solución, y sólo una, 
ILÀ =p 0...) € Uy 
de la ecuación F(x, y) = 0*), con Ja particularidad de que esta solución es continua 

en U,y, además, yO = foh, 


Sí, en adición, en cierto entorno del punto (x, y"), existen todas las derivadas 
parciales F ,, continuas en el punto (49, Y), entonces en el punto X? existen tam- 


% En la fig. 164 se expone el caso en que n = 2 y el entorno U, es rectangular. 


41.2. Productos de los conjuntos “ 


prat pe iah Aei -, A, con la particularidad de que si las 
i= 1 2, . . .. R, Y F, son continuas en el entorno del punto 
a ave ca parciales f, existen y son continuas en cierto entorno del 


En este caso las fórmulas para las derivadas parciales de la función implicita, de- 
finida por la ecuación (41.5), tienen por expresión 


z 

dy dx, 

ro ¿dd a 
dy 


1. Enúnciense las condiciones, bajo las cuales la función /Q0, definida por la 
A a 
Hállense las 


que tenga en el punto y, derivadas continuas de orden hasta n inclusive. Demuéstrese que 


Pe LO de ATAN 


CI vor 


3.1 y Ly en una función defi por a ecuación cor? toer 


41.2. PRODUCTOS DE LOS CONJUNTOS 
Antes de considerar la cuestión referente a la resolubilidad de los sistemas de 
nociones adicionales. 


Sea R7 'un espacio euclideo n-dimensional cuyos puntos se designarán mediante 


E m tpo o e ma X Dyo e Yad- 


Definición 1. e Spot e AC REJ BE RT B coiro de ses putos 
(x, y) del espacio R,"*™ que x€ A e y € B se llama producto” de los conjuntos A y 
B y se denota por Á x B (véase el p.1.2°). De este modo, 


AxB = (œ, y):x€A, ye B). 
Ejemplos. 1. Si A = R3, B = R” entonces 
AxB=R x RI= RM, 


2. Supongamos que n = 2y A es un círculo; m = 1 y B es un segmento. En este 
caso A x B es un cilindro circular recto (fig. 165). 


% Se emplea también el término “producto cartesiano”. 


3. Supongamos quex = (XP, . . „MER yA = PW; .. 


35m) 
le un Snoro rectangular del ponto 0; 


=i lx = x < dj 

¡pongamos también que y = (A, . . ye RUY B = POO; q, 9.) = 
DS IAS un entorno rectangular del punto y, En 
este caso 
AxB= (y): lx, 491 <8) 1=1,2...m 


JA <a 11,2... m= 
PO, O) br Bs o 0) (41.0) 
es un entorno rectangular del punto (0, 49), 

Lo reciproco es también obvio: puesto que todo entorno rectangular del punto 
(40, JD) se escribe mediante la fórmula que está en medio de la igualdad (41.6), 
siempre puede ser representado como un producto de los entornos rectangulares de 
los puntos x e y0, 

Ejercicio 4. Demuéstrese que si los conjuntos A CR? y B C Ry'son abiertos en los es- 
pacios respectivos Rè y RS, su producto A x B será también un conjunto abierto en el espacio 


Rat”, 


41.3. FUNCIONES IMPLÍCITAS DEFINIDAS POR UN SISTEMA DE ECUACIONES 
Consideraremos las condiciones bajo las cuales el sistema de ecuaciones 
FA) =0, 1=1,2,....Mm, xeR", yeR”, (41.7) 
© bien, en la forma desarrollada 
Fiy 
Fip 


(41.8) 


a te 
es univocamente resoluble respecto de. 
A) en el que FO, YO) = 0,1 = 1, 
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Definición 2. Sea dado un sistema de funciones u, = u(t}, ...., t,), i = 1,2, 
> - «ım, que en cierto punto 1% tienen todas las derivadas parciales de primer orden. 
En este caso una matriz, compuesta de las derivadas parciales de dichas funciones 
en el punto 


o, en la forma más breve, 
de; 
d 


se denomina matriz de Jacobi"! del sistema de funciones dado, 

Sim = n, el determinante de la matriz de Jacobi se llama determinante de Jacobi o 
Jacobiano del sistema de funciones u, . . . u, según las variables f4, ..., £, y se de- 
signa osito): 


[i= izn 1,2... m 


Veremos en adelante que el jacobiano de un sistema de funciones surge de un modo 
natural en las más diversas cuestiones de la teoría de la función de varias variables. 
Antes de pasar a la exposición del teorema fundamental, mostremos con un 
ejemplo sencillo (sin profundizarnos en las detalles) la iden de su demostración y se- 
falemos de qué modo surge en sus condiciones el jacobiano del sistema que se consi- 
dera. Supongamos que en un entorno del punto (xy, Yo zp) se han dado las fun- 
ciones continuamente derivables F y 4, con la particularidad de que 
Fo Yo 20) = 0. 
Po Yy z9 = 0. 
Supongamos también que es preciso resolver el sistema de ecuaciones 
Fay. 2) =0, 
emna =o 


9 K, Jacobi (1804 — 1851), matemático alemán. 


+" Se emplea también la dee net 
D 


a) 
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en cierto emomo del punto indicado, hallando, a partir del sistema, las variables y = 
= pb) y z = Yh) como funciones continuas y y y de la variable x tales que sea 
Plx) = Yy VEZ) = zy Al resolver con este fin, por ejemplo, la primera ecuación 
respecto dez, obtendremos z = fix, y). Al sustituir esta expresión en la segunda y al 
resolveria respecto de y, tendremos y = eQ). Poniendo Y0) = fix, pU0), ob- 
tendremos la solución buscada pe 

»=. 


z= Y. 


Surge, naturalmente, una pregunta sobre las condiciones que han de cumplirse 
para que se puedan ejecutar las operaciones indicadas, o, con más precisión, cuándo 
existen y están univocamente definidas todas las funciones mencionadas. (Se debe 
aclarar, por supuesto, ¿dónde, es decir, para qué valores de las variables x e y, están 
definidas estas funciones? Esta cuestión no será el objeto del análisis detallado in- 
mediato, pues no queremos apartarnos de la idea principal. Volveremos a conside- 
rarla en la demostración del teorema 2 de este punto.) 

Para que una de las ecuaciones dadas, la primera, por ejemplo, sea resoluble en 
cierto entorno del punto (Xy, Yo 3) respecto de la variable z, es suficiente que (véase 


clicorema 1 en elp. 41.1) CO2 a 0, Siz = fix, y)es la solución corres- 


pondiente, entonces, para que la ecuación € [x, y, f(x, Y)] = 0, que se obtiene como 
resultado de sustituir dicha solución en la segunda ecuación, sea resoluble respecto 
de la variable y, resulta suficiente que la derivada parcial total respecto de y en el pri- 
mer miembro de la igualdad obtenida no se anule en el punto (Xy Y), es dedir, que 
en dicho punto se verifique 


por consiguiente, al sustituir esta expresión en la desigualdad antecedente, llegamos 
a que la condición de resolubilidad puede escribirse en la forma 


UEG) _ aF $ _ aF ət 


o RA T ae ay ITA 


aF 

De esta condición se deduce, obviamente, que en el punto (x, o» zg) O bien z> 

+ O, o bien Z * 0, es decir, una delas ecuaciones dadas es resoluble respecto de z. 
Deeste modo, el hecho de que el jacobiano- es distinto de cero en el pun- 


30, 
to (ty Ny 2) segura, para el sistema dado de ls ¿uaciones, la existencia en cierto 
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entorno del punto (xy, Yo 2) de una solución en la forma 


y= 
2=v0. 
Enunciemos'abora el teorema fundamental de este párrafo. 
Teorema 2. Supongamos que las funciones FX, Y) = F/y, << 1 Xm Yy +- 
gal E 1, 2, , qp, son continuamente derivabies en cierto entorno del punto 
donde XÙ = GA, . ga OP, Y. En ese caso, 


a O m, y en el punto (O, yO) el jacobi- 
no es igual a cero, entonces existen tales entornos U, y U, de 


KIA 
EA 


> 
las puntos x0 e JO de los espacios respectivos R3 y RT, que para todo x e U, existe 
una única solución 


y=008, 


del sistema de ecuaciones (41.7); 
y=10 02 Y = Ss kan. 


con la particularidad de que las funciones /,(00,k = 1,2, .... m, que forman dicha 
solución son continuamente derivobles en U, y, además, LO) = yo. 
“Así pues, si se cumplen las suposiciones del teorema, la condición 
F&D 1=1,2,....m yE Ux U, 
es equivalente a la siguiente 
y=) xeU,. yeU, 


DEMOSTRACIÓN. Indiquemos ante todo que la afirmación: la solución y = f(x) 
del sistema de ecuaciones (41.7) satisface la condición f(x) = y proviene, evi- 
dentemente y de Inmediato, de la afirmación sobre Ja unicidad de la solución y = 

OS U, para x € U, y de las condiciones FW, y) = 0,/= 1,2... m, 
ESTA 

Para demostrar el teorema aplíquemos el método de la inducción matemática, 
Para el caso de una ecuación, es decir, cuando m = 1, es teorema se ha enunciado 
en el p. 41.1. Supongamos ahora que es también lícito para m — 1 ecuaciones 
(m > 1). Demostremos que en tal caso tendrá lugar tambiém para m ecuaciones. 

Mostremos primero que cada una de las ecuaciones (41.8), la última, por 


mo, 


ejemplo, 
Ftp > 
El sistema de funciones f, (x, 1,2,. - -, m, viene designado con un 
simbolo f(x) puesto que define una corr delerminada: a ios puntos de cierto con- 


junto del espacio R” el sistema indicado les pone en correspondencia los puntos determinados 
del espacio RJ; o, cómo suele decirse. aplica el conjunto mencionado del espacio Ren el espa- 
do RA. 


46 $ 41, Funciones implícitas 


puede ser resuelta en el entorno del punto (X'9, 40) por lo menos respecto de una 
variable, En efecto, por hipótesis del teorema, en el punto (x0, y0) 


a a, 


UF, Fm) 

ETA 
dE A 
CIA 


y, Por ende, en dicho punto por lo menos un elemento en la última fila del jaco- 
biano es distinto de cero. Supongamos, para concretar, que este elemento será el úl- 


timo: 
A aa 
Ym 


KO, JA = 6, a OVO, 


y un entorno U* del punto yO tales que U"**=1x U! C U, y se tiene la única 
función 


AS) (41.9) 


Im EPK Io po > > Imah (41.10) 
que está definida en L/*"=! y que satisface las siguientes condiciones: si 
A o Ima D E UHAI, 


entonces 

Yi e Ym EU, CANI 

soap + Pax) =0. (41.12) 

Además, de acuerdo con el mismo teorema 1*, la función p(x, J) es continuamente 
derivable en UM+A=1 y - 

eK, yA = y. (41.13) 


En este caso, si (x, J)e U"+N=1e y,, € Ul, entonces el sistema (41.8) es equivalente 
al sistema. 


Fjæs) =0, j=l, 


m-i, Ym= pty). (41.14) 


Sustituyamos en las primeras m — 1 ecuaciones del sistema (41.14) la expresión 
(41.10). Al introducir las designaciones 


Es] 


(41.15) 


obtendremos, en este caso, el siguiente sistema dem — 1 ecuaciones con m + n — 1 
incógnitas: 


(41.16) 


Además, para (x, y) e U”+"=!, y, € U' el sistema de ecuaciones 
e=, j=l, m-l, 
Im = 907) 

es equivalente al sistema (41.14). 

Mostremos que el sistema (41.16) satisface las condiciones que se diferencian de 
as que son satisfechas por el sistema (41.8), sólo en que m — 1 se ha sustituido por 
m. En efecto, las funciones 9, k = 1,2, . . .. m — 1, son continuamente derivables 
en el entomo U”**=1 como com de las funciones continuamente deri- 
vables. De las condiciones F;&®, yO) = 0, i = 1,2, . „m, y (41.15), (41.13) pro- 
viene que $O, O) = 0, k = 1, am- i 
Demostremos que en el punto (+9, y(0) (véase (41.9) 


Ap 
O 


(41.17) 


like did mo da (41.18) 
k=1,2,..m-1. (41.19) 
Fm) 


7 agreguemos a la k-ésima columna la 
Oyy Im 


última columna multiplicada por, k= = 1, de lo cual, como se sabe, 
y 

el valor del determinante no cambiárá. Por eso, utilizando (41.18) y (41.19) y de- 
sarrollando el determinante obtenido por los elementos de la última fila, obtenemos 


a, 


IF, aF, oe aP, 
E E A 
Y 


10,70 
EOI) 


a PE 


3 


y como el primer miembro de la igualdad es distinto de cero, será no nulo también el 
segundo miembro, de donde 


IAS A] 
— 0 
dOr 10,7 


Fed 

En vista de que las condiciones, analogas a las condiciones para las funciones F;, 
i= 1,2,..., m, se cumplen para las funciones B, ¿=1,2,....m-= 1, y, de 
acuerdo con la suposición sobre la inducción, el sistema de ecuaciones (41.16) es 
univocamente resoluble respecto de las variables y, . . . Y. en cierto entorno del 
punto (xt, JO), Con más precisión, sea U”*"="'un entorno rectangular del punto 
(x, yO) obtenido como resultado de la resolución de la ecuación Fp, = O respecto 
de la variable y. Desarrollémoslo en un producto de los entornos rectangulares U; 
y Us delos puntos xD = G.. xey = O, .. yO _,) en los espacios 
respectivos Rr y RP! (aqul) = (Yj. - Ym 1): U" tn> = U; x 67, Enton- 
ces, existen un entorno U, C U; del punto xO, un entorno Up C U”; del punto JO 
y el único sistema de funciones 


NENO = Sip + + Ade 


(41.20) 


100 = Smii 


Que están definidas en el conjunto U, y que satisfacen las siguientes condiciones: si 
x€ U,, se tiene 
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H. -SmE U (412) 
y en U, las funciones (41.20) son continuamente derivables y satisfacen el sistema de 
ecuaciones (41.16): 
AS = 0, i=1. 2. um- 412) 


Es importante notar que en virtud de la unicidad de læ solución (41.20) del siste- 
ma (41,16) para x € U,, J € UF € y, € Ul, el sistema de ecuaciones 


ALO, k=l.. M1, ar: 
Ym = 90,7) man 
es equivalente al sistema (41.17). 
las expresiones (41.20) en (41.10), obtendremos.una función dèx, 
definida en U,; designémosla con f: 
A A EA A 41.20) 


Señalemos que el sistema de funciones 
ASÍ th 21,2 00M, (4129 


(stars (41.2) y (1.20) precisamente el sistema buscado de funciones que satis- 
face las exigencias enunciadas en el teorema. En efecto, sea U, = Up x UN; 
cessixe U,, de conformidad con (41.21) y (41.11),00 = 4160 
Pe A1.19, 4-2 C41 BO (1.1 dodne qu Fix, SO) 

T x € U,. Debido al teorema 1° y "la suposición de inducción, las fu 
Clones (41,10) y (41.20) y, por lo tanto, la función (41.24), son continuamente deri- 
vables. 

Hemos demostrado de este modo que la aplicación f(x), definida por las fun- 
ciones (41.25), es una solución continuamente derivable del sistema de ecuaciones. 
(41.8) en el conjunto Uy, y si, en este caso, x € U,, entonces y = f(x) € Uy, Observe- 
mos, además, que si x € U,, el sistema (41.25) es equivalente al sistema (41.23). 

Resta demostrar la unicidad de la solución del sistema de ecuaciones (41.8). Con 
este fin representemos en forma del esquema'que sigue los pasos (realizados en el 
transcurso de la demostración) de unos sistemas de ecuaciones a los otros, equiva- 
lentes a los primeros, es decir, a aquellos que tienen exactamente las mismas solu- 


ciones: 
File, y) = 0, tehh.. am 
Ey) =0, j=1,2,.-..m 
Im = 0y). 

e 8,7) 2 FF ¿e J=1,2, 
3,/,))=0, j=l. 


Im = 90 y). 


=/0 j=1 


46429 
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qe Im Ot 


L2-m 


= 4/00 


Las flechas dobles significan la equivalencia de los sistemas de ecuaciones en 
consideración, la cual en todo caso tiene lugar para x € U,, y € U,. De esta equiva- 
lencia deriva precisamente la unicidad de la solución (41.23) del sistema (41.8) en los 
entornos que se consideran, de lo cual, según se ha observado anteriormente, en vir- 
tud de la condición FO, y) = 0,i= 1, 2, . . .. m, se deduce que fW) = y”. 

El teorema demostrado sobre las funciones implicitas es uno de los mås impor- 
tantes teoremas del análisis matemático y tiene toda una serie de aplicaciones en di- 
ferentes apartados de éste. Con algunas de ellas nos encontraremos en los capítulos 
ulteriores de nuestro curso. El teorema citado es un “teorema puro de existencia 
tanto su enunciado, como la demostración aducida no dan origen, en el caso gene- 
ral, a un método concreto de resolución del sistema (41.8). Por ejemplo, si todas las 
Fyk = 1,2, . .... m, enel sistema citado de ecuaciones son funciones elementales, 
entonces, siguiendo el esquema de la demostración del teorema, no tendremos éxito 
en “hallar (se trata de un caso general) en la forma explicita” todas aquellas fun- 
ciones cuya existencia se ha utilizado en la demostración mencionada, y obtener una 
solución del sistema que tenga también la forma de las funciones elementales, Real- 
mente, en este caso la solución del sistema de ecuaciones (41.8), la que existe en vir- 
tud del teorema citado, no es, en el caso general, una lista. delas funciones elemen- 
tales (si incluso dicho sistema consta de una sola ecuación). 

Naturalmente, s las funciones F son elementales y, por consiguiente, vienen de- 
finidas mediante ciertas fórmulas, la solución del sistema (41.8) puede hallarse con 
cualquier grado de exactitud, es decir, en principio, las tablas de los valores de estas 
soluciones pueden ser compuestas con cualquier grado de exactitud. En realidad, 
sin embargo, la exactitud, con la que se calculan las soluciones, se determina, desde 
luego, por el objetivo concreto, en aras del cual se resuelve el sistema en considera- 
ción. El propio teorema 2 en este caso nos da una certeza objetiva de que, al realizar 
correctamente los cálculos correspondientes, calculamos, de hecho, la solución bus- 
cada del sistema. No nos detendremos en los métodos numéricos que se emplean pa- 
a solucionar los sistemas de ecuaciones; sólo algunas de las cuestiones de la resolu- 
cion numerica de las ecuaciones se consideran en “Complemento” al final de este 
tomo. 

Indiquemos como una circunstancia esencial que el teorema 2, al igual que todos 
los teoremas de este tipo, proporciona métodos cualitativos, en el caso dado, para 
estudiar las propiedades de las soluciones del sistema de ecuaciones, 

Resulta interesante notar que las derivadas parciales de la solución del sistema 
(41.8) se expresan con facilidad, si se cumplen les condiciones del teorema 2, en for- 
mma explicita através de las derivadas parciales delas funciones Fy, k = 1 2, + 


m. Efectivamente, con el fin de hallar la derivada parci a Z, se deben derivar las 


igualdades (41.8) respecto de x,, considerándolas identidades segón xj» + 
decir, sustituyendo en ellas sus soluciones y; = Y/Gtp - - -+ Xd 
este caso obtendremos 


Xm ES 
«m. En 
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a E aP 
—4 =t s0, kel, 
a, 2 ya” As 


Ente sistema de ecuaciones, inele respecto de 2, en virtud de que su determinan- 
te en el punto considerado es distinto de cero: ' 


UF. Fa) 
A 


tiene una solución, y sólo una, la cual puede hallarse, por ejemplo, seg laegla de 
Cramer”), 
Si es preciso hallar todas las derivadas 


z l=1,2)...n j=1,2.. 


conviene calcular las diferenciales de ambos miembros de las identidades menciona- 
al 8). Haciendo uso de la invariación de la forma de la primera diferen- 
cial respecto de la elección de las variables, obtendremos 


a ai ae i 
— == =0, k=1,2. 
) + Y y Ba 


al m 


En vista de la misma condición SL Em) 4 O, este sistema de las ecuaciones, 


lineales respecto de dy,» . aie a rico 
el coeficiente de dx, en la expresión para dy, será precisamente la derivada parcial 


> 

de 

Los dos métodos son aplicables también para el cálculo de las derivadas de órde- 
nes superiores de las on « »:» Xy) que son soluciones del sistema de las 
esuecinoss ULO (pos deco! d 


das patea de que todas ius tncone P, = 
a 


(Véase d p. 21.2). 
Las derivadas de órdenes superiores de las funcions yy «+ X,) pueden ob- 
tenerse también, por derivación sucesiva, a partir de las expresiones para las prime- 


%) G. Cramer (1704 — 1752), matemático suizo. 
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a 
ras derivadas 2, determinadas según ls fórmulas de Cramer a base del sistema de 
ecuaciones citado anteriormente 


aF, Zara 
+ y To, kelh.. 


en forma de una razón entre dos determinantes. Dicha razón puede derivarse tantas 
veces cuantas veces son derivables las funciones Fp, k = 1, . . ., m. En este caso, si 
todas las derivadas de las funciones F,, k = +. m, de orden hasta 7 inclusive 
son continuas, lo serán también todas las derivadas parciales de las funciones 
só +- xdd = 1 + am. de orden hasta el mismo r- 

Un conjunto (lamado también a menudo una clase) de todas las funciones que 
son r veces continuamente desivables en la región G se denota con C"(G). De este 
modo: si, adicionalmente a las condiciones del teorema 2, F, € C (U), k = 1, . 

m, donde U es un cierto entorno del punto (Xè, y, las soluciones y, = y,» 
Y.) del sistema de ecuaciones (41.7 pertenece también ala clase C" (U) en cierto en- 
torno U, del punto x®. 


Ejercicios. 3. ¿Bajo qué condiciones impuestas sobre / y £, la ecuación y = x/(2) + £(2) 
define, en cierto entorno U del punto (xy, Yọ), la función z(x, y) € C (U)? Dembestrese que, 
cumplidas estas condiciones, para. awe U 

La — Bta + dy = 0- 
6. Sea dado un sistema de ecuaciones 
wO =b- 
atO 0. 
Hállense las condiciones, impuestas sobre la función /, para las cuales este sistema define en 


cierto entorno U del punto (xy. Yg) las funciones u = u(x, y), y = v(x, y) de la clase C' (U). 
Dembestrese que en este caso u,u, = u en todo punto de U. 


41.4. APLICACIONES 
Eo este punto se estudiarán las aplicaciones f: X — R, X C R”, es decir, aplic- 
ciones de tal indole que a todo punto x = (xy, . . -» x,) del conjunto X, dispuesto en 
€ espacio puntual aritmético n-dimensional X" (véase el p. 18.1), le ponen en corres- 
pundencia el punto y = O'y» - - ++ Yp) del espacio puntual aritmético m-dimensional 
R". De este modo, J: (p -= 2) = Oye» > -Ymi ps «+ +1 Xy) EX: Obviamente, 
la definición de tal aplicación 7 es equivalente a la definición de m funciones f: X — 
— R tales que sea fj: x = yp J = 1,- .. M, x € X, y € R. Estas funciones 
LOES ah E212. nam, xeX, (41.26) 
4 denominan funciones coordenadas de la aplicación f y se escribe 
F= Uno Lab: 
A las aplicaciones que se consideran se generaliza el concepto de continuidad. 
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Definición 3. Una aplicación f: X — R", XC R”, se denomina continua en el 
punto x® e X, si para cualquier entorno V(y™) del punto yO = f°) existe tal en- 
torno U) del punto x® que 

SUAN xC vo, 


Por cuanto en todo entorno de un punto”) se contiene su entorno esférico, 
dicha definición es equivalente a la siguiente. 

Una aplicación f: X — R”, X C R”, se denomina continua en el punto X°% e X, 
si para cualquier e-entorno del punto y 9 = f) existe tal -entorno del punto x® 


qee SUN, YN X CUYO, a). 


Esto, a su vez, puede ser parafrascado, con ayuda de las desigualdades, de la ma- 
nera siguiente. 

Una aplicación f: X — RT, X C R", se denomina continua en el punto x° e X, 
si para cualquier e > O existe tal $ > O que para todos los puntos x € X, que satisfa- 
cen la condición p(x, xX®) < 5, se cumple la desigualdad 

AU, SEM) < e. 


La definición de continuidad puede enunciarse también en términos de las suce- 
siones. 

Definición 3”. Una aplicación f: X — R", X C R", se denomina continua en el 
punto X0 € X si para cualquier sucesión XV € X,k = 1,2, . . ..talque [im 0 = 


= xO, riene lugar 
Jn 040) = 000). 


La equivalencia de estas dos definiciones se demuestra por analogía con la de- 
mostración de la equivalencia de las definiciones del límite de funciones según 
Cauchy y según Heine. Demos a conocer esta demostración. 

Supongamos que la aplicación f es contínua en el punto x% en el sentido de la 
definición 3, e X,k =1,2,.... y 


Jia x= 0, azn 


Prefijemos e > 0. Para e existe un $ > Otal que si x € X, p(x, x10) < å, se verifica la 
desigualdad o(f(x), SO) < e. 

En virtud de la condición (41.27), existe tal número ko que para cualesquiera k > 
> kgtenemos x e UW, 3) y, por consiguiente, p (fÙ), foi) < £. Esto preci- 
ment significa que in Je) = 100, 

Supongamos ahora que la aplicación f es continua en el punto x en el sentido 
de la definición 3" y que las condiciones de la definición 3 no están cumplidas, es de- 
cir, existe tal ey > 0, que para cualquier 3 > O existe un x; € U(9, ô) N X, para el 


+) Recordemos que se llama entorno de un punto cualquier conjunto abierto que contiene 
dicho punto (véase la definición 14 en el p. 18.2). 
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cual PU), SOE) > ty Tomando sucesivamente == , k = 1,2,- . „y ponien- 
do, para abreviar, x = xy, obtenemos xt} € U (40,2) N X, es decir, p 0, 


XO) < È, Por consiguiente, lim x% = x y x00 e X; sin embargo, o (FW), foha 


> €, y, de este modo, la sucesión (£(%)] no tiene el punto f(x) en calidad de su 
límite. La contradicción obtenida demuestra la afirmación enunciada. O 

Lema 1, La aplicación f = (fy, . . - fn): X — R”, X C R", es continua en el 
punto x cuando, y sólo cuando, en dicho punto son continuas todas las funciones 
coordenadas fy,» -> Sy 

DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD. Supongamos que la aplicación / es continua 
enel punto x e X, yO = Qf, , . .. 19) EWO. De acuerdo con la definición 3, 
para todo entorno V?) del punto y, en particular, para cada unó de sus entor- 
nos cúbicos (véase el p. 18.1) 

POO, 0) = by: dy, AM < e) 
existe tal entorno U(x) del punto x® que 
SU) A X C POO, e). 
Por consiguiente, para todo x € U(x) N X se verifican las desigualdades 
YW -Ple j=1,2...m 

Esto es testimonio de que todas las funciones coordenadas /;, . . . f, son conti- 
nuas en el punto x(%, 

DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA. Supongamos que todas las funciones coorde- 
nadas f,» + .» f sOn continuas en el punto e X,y0 = (4)... 0) = fU 
y está dado un entorno V (40) del punto y. En este caso exist >0 quel en- 
torno e-cúbico PGA, e) del punto y® está contenido en VO), 

POO, e) C VO. 

Por ser continua cada una de las funciones f, j = 1,2, . . ., m, en el punto x% 

existen tales entornos U; = U(t) que para x € U; N X se verifica la desigualdad 


Y -AM < e. (41.28) 
Pongamos U= ( U, Entonces, U, siendo una intersección de un número finito 


las 
de los conjuntos abiertos U,, será conjunto abierto, con la particularidad de que co- 
mo todos los U contenían el punto xi, lo contiene también U. De este modo, el 
vonjunto U es un entorno del punto 49. Además, si x € U N X, entonces para todo 
j= 1,2, . - .. m, se verifican las desigualdades (41.28). Esto quiere decir que 


JO) E PQ, e), 


y, por lo tanto, fix) e V). Asi pues, para un entorno arbitrario V(/%) se ha en- 
contrado tal entorno U del punto x® que 
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JUANN. 


El lema 1 muestra, en particular, que las definiciones de las aplicaciones conti- 
nuas de un segiento introducidas al considerar el concepto de curva en el p. 16.1 
(cuando el segmento se aplica en un espacio tridimensional) y en el p. 18.2 (cuando 
el segmento se aplica en un espacio cuclideo arbitrario n dimensional) como aplica- 
ciones cuyas funciones coordenadas són continuas, son equivalentes a la definición 
de las aplicaciones continuas de un segmento como aplicaciones de tal género que en 
todo punto del segmento satisfacen las condiciones de la definición 3 de este párra- 
fo. 

La aplicación: f: X — REXC Rī se llama continua en el conjunto X; si es con- 
tinua en todo punto del cofjunto X. 

Lema 2. La aplicación f de un conjunto abierto del espacio Rf emel espacio Res 
continua en dicho conjunto cuando, y sólo cuando, la prelmagen de cada conjunto 
abierto del espocio RY, realizándose la aplicación f, será un conjunto abierto del es- 
pacio Re. 

DEMOSTRACION DF I.A NECESIDAD. Supongamos que / aplica continuamente el 
conjunto abierto G C RE en el espacio Ry y sea U un conjunto abierto del espacio 
R” U C R? Mostremos que la preimagen /” ' (U) de este conjunto es un conjunto 
abierto en el espacio R3. Siel conjunto f~ ' (U) es vacio, la afirmación queda obvia, 
puesto que todo conjunto vacio es abierto. 

Supongamos que el conjunto /”(U) no es vacio, es decir, existe un punto x € 
E f~} {U y, por lo tanto, f(x e U. Como U es un conjunto abierto, será un entor- 
no del punto y/0 = (x0), Por ello, porser la aplicación f continua en el punto x? 
(véase la definición 3°), existe tal entorno U, de este punto que X(U, N G) C U, por 
consiguiente, Uy N G C f~ (U). Como el conjunto U, N G, representando una in- 
tersección de dos conjuntos abiertos U, y G, es abierto y puesto quex e U, N G, 
entonces x® es un punto interior del conjunto f~ ' (U). 

De este modo, todo punto de la preimagen del conjunto abierto U es un punto 
interior de esta preímagen, quiere decir, la preimagen es un conjunto abierto. 

DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA. Sea f una aplicación del conjunto abierto G 
del espacio Ry en R”y supongamos que, al realizarse esta aplicación, la preimagen 
de cada conjunto ablerto en el espacio Res un conjunto abierto en Rẹ. Sea x € G. 
Mostremos que la aplicación f es continua en el punto x, 

Sea U, cierto entorno del punto y® = fo), Como la preimagen f~ ' (U,) 
del conjunto abierto U, es, por hipótesis, un conjunto abierto, y, evidentemente, 
xef! (U CG, entoñors el conjunto U, = f~! (U,) es un entomo del punto x 
y, además, /(U,) = U, De aquí se deduce de inmediato la continuidad de la aplica- 
ción f en el punto x0 (véase la definición 3). D 

Ejemplo. Examinemos la aplicación f: R? — R, definida por la fórmula f(x, y)= 

E de 


— 1. De acuerdo con el lema 2, la preimagen del conjunto abierto (— 08, 
0), es decir, un conjunto de puntos (x, y) que satisfacen la desigualdad 7z + E < 
< 1 (y, por consiguiente, forman el interior de una elipse), como también la preima- 
¡ru del conjunto abierto (0, +o), o sea, un conjunto de tales puntos (x, y) que 77 Ka > 
> 1 (estos puntos forman el exterior de una elipse), son conjuntos abiertos. 
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En general, si f: R"— R es una función continua en R”, para cualquier número a € 
€ R los conjuntos (x:/G1) < a, x € R") y (6) > a, x € R°) son conjuntos 
abiertos, siendo preimágenes de los conjuntos abiertos {—œ, a) y (a, +09). 

El teorema de Weierstrass en el cual se demuestra que las funciones continuas en 
un compacto son acotadas y pueden alcanzar sus cotas inferior y exterior se extiende 
también al caso de las aplicaciones continuas. Con más precisión, resulta válida la 
siguiente afirmación. 

Lema 3. Sea f: A — R", A C R” una aplicación continua de un compacto A en 
el espacio R”. El conjunto f(A) es también un compacto en este caso. 

En la forma más breve: la preimagen continua de un compacto es un compacto. 

DEMOSTRACIÓN. Sea VÜ) e f(A) una sucesión arbitraria de los puntos pertene- 
cientes a f(A). Por definición de la pasiagen deus cojo para la aplicación da- 
da, existe tal punto x% € A, que fé%) = y/0, cualquiera que sea k = 1,2, . 
Como A es un compacto, dela sucesión (+4 se puede separar una subsicesión con- 
vergente t?) cuyo límite x pertenece al compacto A: lim x*? = x0 6 A. 

Por ser la función f continua en el punto x, tenemos 


tm 10%) = f0, es decir, lim 449 = SO) ESA). 


De este modo, de toda sucesión de puntos, pertenecientes al conjunto f(A), se 
puede separar una sucesión convergente cuyo limite pertenece a dicho conjunto. Es- 
to precisamente significa que /(4) es un compacto. O 

OBSERVACIÓN. Del lema 3 se infiere el teorema demostrado anteriormente de que 
una función real continua en un compacto alcanza sus cotas inferior y exterior (véa- 
se el p. 19.5). En efecto, de conformidad con el lema 3, el conjunto de valores de 
al función es un compacto en una recta numérica, mientras que todo compacto 
tiene en una recta númerica los puntos finitos maximal y minimal. Esto proviene de 
que un compacto es un conjunto acotado y, por ende, tiene la cota superior (infe- 
rior) finita la cual, en virtud de su definición, es un punto adherente del conjunto. 
Ya que el compacto está cerrado, el punto pertenece a él y es, evidentemente, su 
punto maxima) (minimal). 

La noción de continuidad uniforme se generaliza también para el caso de las 
aplicaciones. 

Definición 4. La aplicación f del conjunto X C R7 en el espacio Ry'se llama uni- 
Jormemente continua, si para cualquier e > O existe tal 3 = 5(c) > 0, que para 
cualesquiera puntos x` € X y x” € X, que satisfacen la condición p(x" ,x") < b, 
se verifica la desigualdad pfw), Su "Y < 2- 

Para las aplicaciones es lícita también una afirmación análoga al teorema de 
Cantor (véase el p. 19.6) para las funciones continuas. 

Lema 4, Una aplicación continua de un compacto es uniformemente continua. 

DEMOSTRACIÓN, Hagamos uso del mismo método que se aplicó al demostrar el 
teorema de Cantor sobre la continuidad uniforme de las funciones reales continuas 
en un compacto (véase el teorema 5 en el p. 19.6). 

Adinitamos que existe una aplicación f: A — R", A C R", continua en el com- 
pacto A, pero de manera no uniforme. En este caso existe tal zo > O que para cual- 
quier å > O existen unos puntos x; e A y x;" e A, para los cuales tienen lugar las de- 
sigualdades 


41.4. Aplicaciones s 


PDS y PUE) SADA to 


Sadeg OE OE kip, k= 1,2, . Como A cs uncom- 
pacto, de la sucesión fx”) se puede separar una subsucesión convergente fx %9) 
cuyo limite x% está contenido en el conjunto A: lim x"4? = xD e A, En es 


te caso de 1 - 

PEO, LO) € apa, EA par, < p, 10) — O, 
cuando s — o, se deduce que la subrucesión fx“) de la segunda sucesión fx""4 
también converge hacia el punto x. 

Cabe señalar ahora que de la continuidad de la aplicación f en el pumo x% se 


desprende que 
lim Joc) = lim 9009) = $00, 
y puesto que 
PU ED, UU) SAI, JD) + pa), JP) — O, paras ~ 


PU UD, fa» = 0. Esto contradice la condición 


P ED, J D) > ey O 

Con ayuda de las propiedades demostradas de las aplicaciones continuas se 
puede obtener una propiedad de las regiones (es decir, de los conjuntos abiertos li- 
nealmente conexos, véase el p. 18.2) que será útil en lo que sigue. Enunciemos dicha 
propiedad también en forma de un lema. 

Lema 5. Un conjunto abierto constituye una región cuando, y sólo cuando, sus 
dos puntos cualesquiera pueden ser unidos mediante una línea quebrada 
integramente dispuesta en el conjunto. 

DEMOSTRACIÓN. La suficiencia de la condición enunciada no requiere demostra- 
ción. En efecto, si en cierto conjunto abierto G C A" cualesquiera dos puntos 
pueden unirse mediante cierta quebrada, integramente dispuesta en el conjunto, en- 
tonces, puesto que toda quebrada es una curva (véase el p. 16.5), cualesquiera dos 
puntos del conjunto O resultan unidos en él por una curva lo que testimonia, según 
la definición (véase la definición 25 en el p. 182). que el conjunto abierto G es lineal- 
mente conexo, es decir, es una región (véase la definición 26 en el mismo punto). 

Demostremos la necesidad de las condiciones del lema. Sea G una región del es- 
pacio R". Examinemos los puntos x e G e y € G. Por definición de la región, existe 
una curva y = (r((), a < £ $ b}, que une en G los puntos x e y, es decir, r(a) = x, 
r(b) = yy r() e G, a < t < b. La curva y representa en si la imagen continua del 
segmento la, b] que es un compacto y, por lo tanto (véase el lema 3), la curva tam- 
bién es un compacto. Por cuanto el compacto y y el conjunto cerrado RN G no se 
intersecan, la distancia entre ellos es superior a cero (véase el lema 7 en el p. 18,2). 
Por consiguiente, existe un número y > Otal que p(y, RNG) > y. 
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La aplicación r(f), a < £ < b, del segmento (0, b], siendo continua, es también 
uniformemente continua (véase el lema 4). Por esto existe tal ô > 
quiera dos puntos £” e la, b) y £” € la, b}, que satisfacen la condi 
< ó, se verifica la desigualdad 

Aru), ED <a 


De aquí se deduce que para cualquier partición z = (£J'3%, del segmento [a, b] de 
finura ô, < ¿todos los puntos de la quebrada A, cos vértices r((), Í = 0,2, >. .,k 
estarán Contenidos en G (¿por qué?). Por consiguiente, A, C G 

Puesto que el origen y el extremo de la quebrada A, los consituyen el origen y el 
extremo, respectivamente, de la curva y, es decir, los puntos prefijados arbitra- 
riamente x e y de G, hemos demostrado, pues, que cualesquiera dos puntos de una 
región pueden unirse mediante una quebrada. O 

Supongamos ahora que X C R’, D C R% y = f(x) es la aplicación del conjunto 
X en R” con la particularidad de que f(X) E Dyz = g0) es la aplicación de Den 
Rp, es decir, f: X — D, g: D— RÅ. Én este caso tiene sentido la composición £f: 
A- RE que aplica el conjunto X C Ri en el espacio p-dimensional R: gep) E 

E gG), xe X. 

Hemos de notar que si la aplicación f(x) del conjunto X es continua en el punto 
x0 e X, y 80) está definida en cierto entorno del punto yO = (40), siempre existe 
tal entorno U, del punto x% que en el conjunto X N Ü, tiene sentido la composi- 
ción gof. En efecto, sea U, un entorno del punto JD en. ei que viene definida la apli- 
cación g0); de acuerdo con la definición 3, para dicho entorno existe tal emtorno U, 
que J(U, N X) C U,, Es evidente que para todos los puntos x € U, N X tiene senti- 
do precliamente la ¿omposición 84. 

Recordemos, además, que, de conformidad con la terminología introducida pa- 
ru las funciones (véase el p. 1,29), la aplicación f: X — R7 X C Ri se llama 
bluntvoca o bien inyección si a los puntos diferentes del conjunto X les correspon- 
den en esta aplicación distintos puntos. En este caso suele decirse también 
que el conjunto X se aplica biunivocamente mediante dicha aplicación sobre el çon- 
junto (X), es decir, f: X — f(X) es una blyección. Cumplida esta condición, en el 
conjunto f(X) existe una aplicación inversa univoca (una función inversa) /~ 1 (y) = 
=x, donde x es tal que f(x) = y. Por ello, f ? L£00] = x, es decir, ésta es una aplica- 
ción idéntica (ye denomina aplicación idéntica del conjunto X aquella que a todo 
punto x € X le pone en correspondeacaa el mismo punto), 

Definición 5. Si la aplicación f del conjunto X C R? en el espacio RI es 
biunlvoca y continua sobre X y una aplicación inversa f”* es continua sobre f(X}, 
entonces f se llama aplicación homeomorfa o homeomorfismo, y el conjunto fOO, 
imagen homeomorfa del conjunto X, o bien, que es lo. mismo, un conjunto home- 
omorfo respecto del conjunto X. 

Obviamente, si es un bomeomorfismo del conjunto X, f=? es el homeomorfis- 
mo del conjunto f(X). 

Cuando se realiza la aplicación homeomorfa de un conjunto abierto sobre otro 
conjunto abierto, las imágenes de los subconjuntos abiertos son también abiertas. 
En efecto, m f es una aplicación homeomorfa del conjunto abierto G sobre otro 
conjunto abierto T, Y es un subconjunto abierto del conjunto G, W = /(V), enton- 
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ces V = f~? (W), es decir, Ves una imagen del conjunto W, al realizarse la aplica- 
ción continua f“ Í del conjunto abierto T, y, por consiguiente, Wes una prelmagen 
del conjunto abierto Ven esta aplicación. Por ello, de acuerdo con el lema 2, el con- 
junto Wes abierto. 

Considerarcmos ahora la composición de las aplicaciones continuas, 

Lema 6. Sea f: X — R", X C R”, 8: D — R”, D D f(XY: SI la aplicación f es con- 
tinua en el punto x® e X, y g es continua en el punto fW), entonces la composi- 
ción gof es también continua en'e! punto x%. 

La demostración de dicha afirmación puede realizarse por un método análogo al 
empleado en la demostración del teorema 6, p. 5.16 y del teorema 2, p. 19.5. Este úl- 
timo método se basa en la definición de la continuidad en términos de los entornos. 
Con el fin de evitar la repitición, esta vez demostraremos el lema. partiendo de la 
definición de continuidad ea términos de las sucesiones. 

Seax eX, k = 1,2, . . „y im x00 = x0), En este caso f(x) e D y, por ser 
continua la aplicación f en el puáto 0, tenemos 


Jan soto) = fh, (41,29) 


En vista de que la aplicación g es continua en el punto 04), para cualquier suce- 
sión WED, k=1,2,.... jim y® = SWO) tiene lugar Jim 0%) = ¿Y 0), 
En particular, debido a (41.29), para J4? = fixt), se tiene 


Jim UM) = gy). 


Esto precisamente implica la continuidad de la composición g «y en el punto X%, O 


Ejercicio 7. Demuéstrese que la aplicación biunivoca continua de un compacto del espacio 
Ren lo espacio R” es un homeomorfismo. 

Como conclusión determinemos qué se entenderá por imagen de una curva, para 
una aplicación continua dada, y demostremos el lema sobre las imágenes continuas 
de los conjuntos linealmente conexos. 

Sea f una aplicación continua del conjunto X C Ržen el espacio R7y T, una cur- 
va dispuesta integramente en el conjunto X, es decir, se ha dado una clase de las apli- 
caciones equivalentes de segmentos en el conjunto X (véase el $ 16). 

m x0, 4<1<D, 
una de las representaciones de la curva l. Una curva en el espacio. R5cuya represen- 
a AA 


se denomina imagen de la curva T en la aplicación f y se designa por f(T). 

Esta definición es correcta, puesto que, con las suposiciones adoptadas, /(x(0), 
a < 1 < b, es una aplicación continua de un segmento en el espacio y, por consi- 
gulente, define cierta curva. 

Lema 7. Sea f: X — R” una aplicación continua del conjunto linealmente cone- 


xo X C R” en el espacio R”. En este caso el conjunto f(X) es también linealmente 
conexo, 
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En la forma más breve: la imagen continua de un conjunto linealmente conexo 
es linealmente conexa. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que X es un conjunto linealmente conexo y f es su 
aplicación continua en R”, Para demostrar que el conjunto f(X) es linealmente co- 
nexo, hay que demostrar que sus dos puntos cualesquiera pueden unirse en f(X) me- 
diante una curva continua (véase la definición 25 en el p. 18.2). Sea 0 € UK) e y De 
€ 00; ejams dos puntos cualesquiera xU e f=! GA) y x48 € f~! G). Como 
x € X, xD € X y X es linealmente conexo, existe tal curva P, que su origen coinci- 
de con el punto xl!) el extremo coincide con el punto x y todos los puntos de ella 
pertenecen al conjunto X. 

La curva (T) es la curva buscada. En efecto, su origen es el punto y = 
=W) y el extremo, el punto y® = 6x2), Todos los demás puntos de la curva per- 
tenecen al conjunto f(X). De este modo, fX) es un conjunto linealmente conexo. O 


Ejercicios. 8. La aplicación /: R* — R? viene dada de modo siguiente: (x, y) = (2x, 3Y). 
¿En qué Eta transforma la circunferencia è + 3? = 1? 

9. Hállese la imagen de la recta x = 2 del plano Oxy, realizándose lu 
definida del modo siguiente (x y) = o, ) 

10. En el plano Oxy se ha dado una recia x = cc = const « p). Hálles su imagen en la 
aplicación f: A? = R? con las funciones coordenadas (ecos, e* sen 3). 


plicación f: R? ~ R°, 


41.5. APLICACIONES VECTORIALES 


Al estudiar las aplicaciones derivables (su definición se dará en el p. 41.7) resulta 
más conveniente que el espacio R”, donde se dispone el conjunto que se aplica, y el 
espacio R”, en el cual se realiza la aplicación, sean considerados como espacios 
euclídeos vectoriales (véase el p. 18.4). Para simplificar, un vector n-dimensional 
con coordenadas (xy, -.. , x,) se designará mediante el mismo símbolo x que se ha 
usado para designar un punto del espacio puntual n-dimensional con las mismas co- 
ordenadas. Esto no nos conducirá a una equivocación, pues tanto el punto del espa- 
cio n-dimensional como el vector n-dimensional representan un surtido ordenado de 
n números naturales. 

Sea X C R” y f: X— R", donde, en nuestro caso, la aplicación f pone en 
correspondencia a todo vector x € X cierto vector y = Ax) € R”. Las aplicaciones 
de este tipo se llamarán vectoriales. 

Si €, ... , e, son los vectores coordenados en el espacio R" (véase el p. 18.4), 


Ep... + € On los vectores coordenados en el espacio R" y x= (Xp 00. 


2) = Deny S Op 0 12m) = E Yp e y= f), entonces cualquier 
coordenada y, j = 1, 2, ... , m, del vector y es también una función del vector 
xe X.y, por lo tanto, una función de sus coordenadas Xy, -> Xp? 


YA SA = So ado jE A me (41.30) 
Igual que en el caso de un espacio puntual (véase (41,26), las fu 
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La interpretación de los puntos n-dimensionales (x, ... ,x,) en calidad de vecto- 
res no impide, por supuesto, que se consideran tales propiedades de las aplicaciones 
como son su continuidad y continuidad uniforme. Por ello, todo lo dicho en el pun- 
to anterior sobre las aplicaciones queda en vigor para las aplicaciones vectoriales. 
Recordemos, además, que para la distancia p (x, y) entre los vectores x e y es válida 
la fórmula (véase la vórmula (18.37) en el punto 18.4) p(x, y) = lx — pl. 

A título de ejemplo señalemos que la longitud |x] del vector x €-R”-es-una fun- 
ción continua en R”. Esto proviene de la desigualdad (18.36): como para todo 
xo € R" y todo x € R” se verifica la desigualdad ilxl — Ixgll < lx — xol, enton- 
ces 


lm ixi= im ixi 
o alo 


xol. 


41.6. APLICACIONES LINEALES 


Consideraremos una clase especial de las aplicaciones del espacio R” en R", de- 
nominadas lineales. 

Definición 6. Una aplicación f: R" — R™ se llama lineal (o, en forma más 
completa, lineal homogénea), si para cualesquiera dos vectores x' € R", x” € R" y 
dos números N € R, N” € R se verifica la igualdad 


SOX RNA) = NSO) + CIA. 
De esta definición se deduce por inducción que, realizándose la aplicación lineal 


J, cualquier combinación lineal finita de vectores x/ e R” se aplica en la misma 
combinación lineal de imágenes f(x), j = 1,2, ... , k, de dichos vectores 


; ; 
I(E SE) E yr 

Las aplicaciones homogéneas lineales se llaman corrientemente operadores 
lineales. Del operador lineal f: R” — R™ se dice que él actúa de R" en R". 

De la definición del operador lineal se desprende inmediatamente que la compo- 
sición g o f de operadores lineales f: R” — R” y g: R” — R' es también un operi 
dor lineal g ° f: R” — R'. 

Sea t" — R” un operador lineal. La imagen de todo vector coordenado 
ejeR",j = 1,2, ... „n, es, en la aplicación f , un vector del espacio R” y, por ende, 
se descompone según los vectores coordenados £, € R”, i = 1,2,.... , m, Designe- 
mos los coeficientes de esta descomposición con a, 


s= E aja 


de 


Say=fW0x= E ye e 
i 


»- E ve an 


e $ 41, Funciones implícitos 


Por ser lineal la aplicación f, obtenemos 
»=10=5( Exe 


(41.32) 


Al comparar los coeficientes de la descomposición del vector y según los vectores 
coordenados Ey, +»: E, En (41.31) y (41.32), obtendremos 
V= ap + + + aX 


(41.33) 


Ym = Om1X1 + + + Op, 


Viceversa, es fácil comprobar que toda aplicación f: R" — R™, cuyas funciones 
coordenadas tienen la forma (41,33), es un operador lineal. 
La matriz 


(41.34) 


se lluma matriz del operador lineal f. 
Evidentemente, si (41.34) es una matriz del operator lineal /, para cualquier 


x= E, sf eve lugar (véase (4.32) la descomposición 
fei 
10. É (È y 205) (41.35) 
Ejemplo. Sea x, un operador de proyección sobre el i4simo eje coordenado, es 
desir, 
FO = EW Yad = Yi (4136) 


G es un número fijo entre los números 1, 2, ... , m). En este caso 1; es umoperador 
lineal con la matriz cuadrada de orden m compuesta sólo por ceros salvo el (simo 
elemento de la diagonal principal el cual es igual a uno: 


90.000... 0 


o o 
o o 
o o 
o o 
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Con ayuda de los operadores de proyección x, i = 1, 2, 
cilmente la relación entre una aplicación vectorial arbitraria f: 
sus funciones coordenadas f; (véase (41.30): 


hians, KELI 


es decir, toda función coordenada fy, 1 = 1, 2, ... , m, es una composición de la 
aplicación f con el operador de proyección r. 
Sim = 1, es decir; el operador lineal f: R” — R aplica el espacio R” en el con- 
junto de todos los números reales, se denomina corrientemente funcional lineal. 
En virtud de (41.33), toda funcional lineal tiene por expresión 


y = aky + + An (41.38) 


donde ay, .. , a, son ciertos números reales. 
Al designar con a un vector de coordenadas (a, ....,0,), llegamos a que toda 
funcional lineal f: R” — R tiene por expresión 


10) = (e, x), 


donde con (a, x) está designado el producto escalar de los vectores a y x. Es evidente 
también lo reciproco: toda aplicación de la forma x ~ (a, x) es una funcional lineal 
JiR" = R. 

Ejercicio 1. Establézase cuáles de las aplicaciones a seguir son lineales: 

DIR ~ Ri, siendo f(x, y, 3) = (x, 0 

b): Rt — R°, siendo f(x) = —x, donde x es un vector arbitrario en R‘; 

cf: R? — R’, siendo f(x) = x + (0, —1, 0) donde x es un vector arbitrario en R°: 

A): R? = Ri, sindo f(x, y) = Qx + y, y) 

OS RÈ — RÈ, siendo f(x, y) = 2x, y ~ 2 

DS: R? = Ri, siendo f(x, y) = (7, x); 

B)/: R? ~ R, siendo fix, y) = x7. 

Recordemos las definiciones de algunas operaciones sobre matrices (conocidas 
del álgebra). Si A = (0,) y B = (b) son matrices rectangulares con el mismo nú- 
mero de columnas y filas, i = +- „m, j = 1,2, ... „n, la suma de ellas se deter- 
mina como una matriz cuyo elemento c es la suma de los elementos correspondien- 
tes de las matrices A y B, es decir, 


ES 


AS 


Se llama producto dea matriz A por el número à una matriz cuyos elementos cy 
se obtienen todos de los elementos correspondientes de la matriz A multiplicándolos 
por A 


y rap i=1,2 Mm je 1,202 


Si el número de las columnas en la matriz A = (ay) es igual al número de las fi- 
las dela matriz B = (ba), i = 1,2... m, j = 1,2, «n p7, k = 1,2,...,5, enton- 
ces el producto AB de las matrices A y B se determina como una matriz compuesta 
de los elementos c, que se determinan según las fórmulas: 


A A AS 
E 
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He aquí dos propiedades de los operadores lineales las cuales nos harán falta en o 
sucesivo. 
1°. Si y g son operadores lineales, f: R? — R", 8: R" — R" y à y m, números 
arbitrarios, entonces X + y. 8 es también un operador lineal que actúa de R" en 
R" con la particularidad de que si A y B son las matrices de los operadores lineales 
Py 3, la suma MA + p B será la matriz del operador Af + p8- 
La demostración de esta afirmación se efectúa por comprobación inmediata: sí 
n= E ey 1= hh 
A 


son funciones coordenadas de la aplicación f, mientras que 


a= E dp 1= dd. 
A 
son funciones coordenadas de la aplicación g, entonces para las funciones coorde- 
nadas de la aplicación Af. + y g tendremos (al sumar y multiplicar por números los 
vectores, sus coordenadas se suman y se multiplican por los mismos números) 


antaya E ayta E bye E 0 + 
A fs 
es decir, primero, las funciones coordenadas de la aplicación A/ + 48 son fun- 
ciones lineales y, segundo, los elementos cy de la matriz de la aplicación Af + pg 
los constituyen los números cy = May + #by, es decir, los elementos de la matriz 
AA $ pB, donde A = (0,), B = (94). O 

2°, Si f y g son lineales, f: R” — R", g: R” — R*, su composición 
g o f es también un operador lineal R" — R* y la matriz de la composición es igual 
al producto de matrices de las aplicaciones g y f- 

Realicemos nuevamente la comprobación inmediata de la afirmación. Si 


AS 


A 


son funciones coordenadas de la aplicación f y 


u= E tur k=1,2 


son funciones coordenadas de la aplicación g, entonces 


3 Ma 


es decir, primero, las funciones coordenadas de la composición g + f son funciones 


41.6, Aplicaciones lineales ss 


lineales, y, segundo, los elementos cy; de la matriz de la composición se obtienen de 
los elementos de las matrices ag y by de los operadores f y g según la regla 


y= E buty (41.39) 
A 


Según se ha dicho, tal matriz (Cp) se llama precisamente producto de las matrices 
(4) y (oy. D 

* Observemos que todo operador lineal f: R” — R” es una aplicación continua 
del espacio R”, dado que todas sus funciones coordenadas (41.33) son continuas, 
pues son lineales. 

La longitud del vector x e R”, como se ha notado en el p. 41.5, es una función 
continua en el espacio R”. Por esta razón, sif: R? — R" es un operador lincal, en- 
tonces la función 1/6), representando una composición de dos funciones conti- 
nuas, será también continua en R”. 

Por cuanto la bola unidad Q" = lx e R" : lx} < 1) es un compacto, para todo 
operador lineal f: R” — R” la restricción dela función continua 1/1: R" — Ra la 
bola Q", es decir, la función 1/1: Q" — R, está acotada: 


p I < +o. (41.40) 


Definición 7. Para el operador lineal (en particular, para una funcional lineal, 
cuando m = 1) f: R" — R” el mimero sup IS(x)I lleva el nombre de norma" 


del operador y se denota con ifi; — "$" 
MER TO (41.40) 


En virtud de la desigualdad (41.40), la norma de cualquier operador lincal es fi- 

nita. 
Estimemos la longitud de la imagen del vector x € R” en términos de la norma 
del operador f y la longitud x del propio vector, Para todo x + 0, x € R”, el vector 
x 


E = tiene la longitud 1: 1E! = |Z 
a 1 


= 1x1 = 1. Por ell, al utilizar la 
i| Ti 


linealidad del operador f , la propiedad (18.34) de la longitud del vector y la defini- 


ción (41.41), obtendremos 
Ye! = y 5) = e (5) E mbr (5)! < 
< Ixl sup O = dt Y, 


es decir, 


YON < UI lx). (41.49) 


*) La definición general de la norma se dará en el p. 57.3. 


6429 
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De esta desigualdad se infiere que para Lel < 1 es válida la desigualdad 1/00! < II. 
Recordemos que una función, continua en el compacto, alcanza en éste su valor má- 
ximo (véase el teorema 3 en el p. 19.6). Por eso una función 1f1: Q" — R, siendo 
continua en el compacto Q", alcanza en éste su valor máximo 


VI sup 6! = máx Ifo, 


3, téma pass Lal < 1 tiene lugar la desigualdad I/Q)! < W1, el máximo men- 
cuando 


cionado se alcanza ixl =l, es decir, en la esfera unidad 
Mb bes ixi 1. De este modo 
VIi= máx Vo. (41.43) 


Demos a conocer una expresión más para la norma de un operador lineal 


o 
FEAT wa 


Demostrémosla. Empleando otra vez la propiedad de la longitud (18.34) de un 
vector, la linealidad de la aplicación / y la fórmula (41.41), obtenemos 


Vo _ 


a Ta 


1 


so|= 


aE ero vn. 


No es dificil estimar la norma 1/1 del operador lineal f en términos de los elementos 
de su matriz (41.34). Fijándonos en que el cuadrado de longitud del vector es igual a 
la suma de cuadrados de sus coordenadas y aplicando la fórmula (41.35) y la desi- 
pea pj tendremos 


a 


YO? 


De aquí, para todo x + 0,x € R": 


ve! y Ed: 


Le 
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Por ello, en virtud de (41.44), 


o a aras 


yp 
Rz ao Ixl Mo M 


yi 


De cste modo queda demostrada la desigualdad (41.40), esta vez, de "modo 
algebraico”. 


41.7. APLICACIONES DERIVABLES 

Pasemos ahora a la definición de aplicaciones vectoriales derivables, Recorde- 
mos previamente que una función de n variables f: X — R, X CR", definido en es 
entorno del punto.x = (Xy, ... xy) € X, sè lama derivable èn éste punto, si existen 
tales constantes a, ... , 2, (son derivadas parciales de la función f en este punto: 

Y 
a; = 2 (o), que 
"i e, a 


FOR My 1% + Aa) — SO 


x)= 


anh t. +a 


+ oth), h0, (41.46) 


donde A = (A), -.- , Ap). 
La aplicación lincal (funcional lineal) 


Oir o a Ap) H Ay 0 
en la fórmula (41.46) se denomina diferencial de la función f en el punto x. A) desig- 
arta mediante Dr), obtenemos 
DOM = ahy +. + anhini 
De este modo, la definición de la derivatilidad (41.46) puede representarse en la 


forma 
Sæ + h) = $0) + DONA) + oih) h= 0. 

De modo análogo se determina, en el caso general, la derivabilidad de la aplica» 
ción, 

Para las aplicaciones que se realizan de un espacio n-dimensional a un espacio 
m-dimensional **o pequeño” se determina de la manera siguiente: sea U un entorno 
del punto xy € X, a: U — RU; diremos que q = 0(%) para x — Xy, siempre que 
lal = 011), x — xp, es decir, sbexiste tal función e: U — R, que 

tall = ebxjixi, (41.47) 
xeUy lm e) = 0. 
z2% 
Sin ninguna duda la(x)| es la longitud de un vector en el espacio RT y Lx] es la lon- 
úgitud del vector en el espacio R". Para las expresiones del tipo o(x), que son vecto- 


9 Con R se designa, como siempre, el conjunto de todos los números reales.» 


eS 
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res, quedan vigentes las reglas habituales de operaciones con el simbolo “o pe- 
queño”, por ejemplo, o(x) + olx) = 000) para x — xp, ete. 
Definición 8. Sea U un entorno del punto x e R" en el espacio R”. Un aplicación 
S: U — R” se llama derivable en el punto x, si existe tal aplicación lineal (operador 
lineal) 1: R" — R" que 
Si + h) = f) + 10) + olh), h= O,h ER". (41.48) 
El operador linea! se llama diferencial de la aplicación f en el punto x y se deno- 
ta con D(x) o, más detalladamente, con Dx). 
Haciendo uso de esta designación, la definición de la derivabilidad (41.48) puede 
escribirse en la forma 
Sx + h) = f) + DAMA) + olh), h—0. (41.49) 
La matriz de la diferencial Dx) (vtase (41.34)) se llama derivada de la aplica- 
ción f en el punto x y se designa mediante f'(x). 
Observemos que de la fórmula (41.48) proviene inmediatamente que una aplica- 
ción, derivable en el punto x, es continua en él: 
OS 
Teorema 3. Si la aplicación f: X, — R", X C R”, es derivable en el punto x è X, 
entonces su diferencial en este punto se define untvocamente. 
Corolario. La diferencial de una aplicación lineal coincide con la misma aplica- 
ción, 
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA, Supongamos que a la par con la igualdad (41.48) 
se cumple también la igualdad 
S0+h)=J0) + hh) + oh), A= o, (41.50) 


donde, R” — R", 1, es un operador lineal. Restando una de estas igualdades de la 
otra, obtenemos $ 
10) — hA) = oh) para h—0, 
es decir, existe tal función c(h), definida en cierto entorno V del origen de coordena- 
das del espacio R”, es decir, e: V — R, que lim, c(h) = 0 y que para todo A e V 
tiene lugar la igualdad 
1h) — LO)! = efh) lhl. (41.51) 
Tomemos ahora arbitrariamente k e R"; para todo £ suficientemente pequeño 
tendremos tk € V. Por eso, en (41.51) para tales £ podemos poner A = tk: 
UK) — Ek) = elk) itki. 
Como irki = Itl Ik] y las aplicaciones } yl, son lineales, tendremos 
Kek) — h(k) = tik) — 1,00, 
y, por ende, 
Ik) — 0) = etk) Ikl. (41.52) 
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Pero lim ik = O, por lo cual, en virtud de la propiedad de la función e, tenemos 


también lim e(tk) = 0. Pasando al límite para £ — O cn (41.52), obtendremos 
IAK) = (¡(K)1 = O, es decir, para cualquier k € R" 
KO = 100. 
Esto precisamente indica que } = /}. C 
DEMOSTRACIÓN DEL. COROLARIO, Sea f: R" — R” un operador lineal, Por ser 
lineal para cualesquiera x € R” y A € R”, tenemos 
SARA IO AS, 
es decir, la igualdad (41.48) se cumple paca / = f y o(h) = 0. Debido a la unicidad 
de la diferencial, Dx) = f. O 
Teorema 4 (linealidad de la diferencial). Si /as aplicaciones f: X — R” y g: 
X — RT, X C R”, son derivables en el punto x € X, entonces para cualesquiera 
mimeros » y p la combinación lineal Af + ug será también derivable en el punto x y 
Dig y pt) = ADAX) + Do. 
DEMOSTRACION. Debido a la derivabilidad de las aplicaciones y g en el punto x, 
tenemos (véase (41.49): 
Six + h) = fi) + DAD + olh), h—0 
g + h) = 800) + D OKA) + oth), h — O; 
de aquí 


OO + h) + uga +h) = 
= (0) + 1800] + ADAX) + uD x) (A) + oth), h= O. 


Como AD/00) + D,(%) es una aplicación lineal (véase el p. 41.6), entonces, de con- 
formidad con la definición 8, la aplicación lincal ADgx) + «D¿(x) es la diferencial 
dela aplicación Y + ag. O 

Teorema $. Supongamos que X C R", D C R", f: X — D, 8: D — R', con la 
particularidad de que la aplicación f es derivable en el punto x € X y 8, en el punto 
46%). En este caso la composición g o f es derivable en el punto x y su diferencial en 
el mismo es igual a la composición de diferenciales de las aplicaciones f y 8: 


Dy. 0) = DA) + Dyk). (41.53) 

Corolario. Cumplidas las condiciones del teorema, la derivada de la composi- 
ción de aplicaciones es igual al producto de las derivadas: 

ESO = ECS O. (41.59 

Como se ve de las fórmulas aducidas, gracias a la elección adecuada de las defi- 

niciones y anotaciones, en las formulaciones de los teoremas tiene lugar la analogía 


completa con el caso unidimensional. 
DEMOSTRACION. Por ser derivable la aplicación f, tenemos 


(eS + A) = ¿(e + A) = BUG) + DAMA) + olh), h= 0. (41.55) 


1 $ 41, Funciones implícitas 


De este modo, el argumento de la función g en el punto y = /(x) ha recibido un 
a k = DA + olh). (41.56) 
Por ello, de (41.55) tenemos en virtud de que la función g es derivable: 
oe) + h) = 80 + k) = gi) + DM) + olk), k= 0. (41,57) 
Dado que (véase la desigualdad (41.42). 
1D 60 MIS IDy) lA, (41.58) 


donde la norma 1D/G01 del operador lineal Dy(x) es un número no negativo, enton- 
ces para la función k = k(4), definida por la igualdad (41.56), obtendremos 
mk =0. (41.59) 
Más aún, resulta justa la estimación 
lki Ç IDAN hl + lo(A)!, A — 0, 


y como, para h suficientemente pequeños, tiene lugar la desigualdad lo(4)! < lAl, 
para h de este género es licita también la estimación 


el < (MUDA + 1) 1A. (41.60) 

Luego, de la definición de o(k) (véase (41.47)) se desprende que existe una fun- 
ción e(K) tal que 

imeks 0 (41.61) 


y lo(k)l = sík) 1KI . Por esta razón, en virtud de (41.60), para h mencionados sufi- 
cientemente pequeños, se verifica la desigualdad 


TO) = EX) Ikl < WADA + 1) 18. (41.62) 
Por cuanto de (41.59) y (41.61) se infiere que Jim e(k) = O, se tiene, por consi- 
guiente, 
EKIDI +1) Iht = ofh) para h—0, 
emunces de (41.62) tenemos lo(k)| < ofh), A — O, de donde 
oik) = o(h) para h= 0. 

Esto significa que la fórmula (41.57) puede escribirse en la forma 

(eS + h) = 80) + D¿OMK) + olh), h — 0, (41.63) 


donde k se determina por la fórmula (41.56). 
Consideremos ahora el sumando medio en el segundo miembro de la igualdad 


(41.63). Puesto que la aplicación D, (y) es lineal, tenemos 
DOME) = D¿OND ANO + oh) = 
= DONDAN) + Dooh), h— 0. (41.64) 


Debido a la desigualdad (41.42), tendremos 1D,0)0(%)1 < 1D¿0) 10091, por lo 
cual 
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Dbol) = olh), h — 0; 
por consiguiente, de (41.64) obtendremos: 
DIR) = DDD + oth) = (D 0) > DAWA) + olh), h= 0. 


Sustituyendo la expresión obtenida para D,(y) en (41.63) y tomando en considera- 
ción que y = f(x), tendremos en definitiva 


@ efix + A) = BOO) + (DOY) > DANA) + oh), h—0. 


Como la composición de operadores lineales es un operador lineal, entonces, 
por la unicidad de la diferencial, el operador D¿(Y (0) + DAx) es la diferencial de la 
composición f ° g, es decir, la fórmula (41.53) queda demostrada. 

La fórmula (41.54) se deduce de ésta en seguida, puesto que en la composición 
de Jos operadores lineales sus matrices se multiplican. O 

Teorema 6. La aplicación f = (y... » Sm): X — R”, X C R”, es derivable en 
el punto x e X, si, y sólo și, todas las funciones coordenadas suyas f; X — R, 
i= 1,2,.... m, son dertvables en dicho punto. En este caso los elementos a de la 
matriz de la diferencial DAx) son derivadas parciales correspondientes de las fun- 
clones coordenadas: 


j=1,2 


a 


En otras palabras, la derivada f(x) es la matriz de Jacobi del sistema de funcio- 
nes f; (véase la definición 2 del p. 41.3), 


aw 
dx, 


erica (41.69) 
Ya 
CA 
y se llama también matriz de Jacobi de la aplicación f en el punto x. 
DEMOSTRACIÓN 1. Las funciones coordenadas f, = x; o f (véase (41.37))5on una 
composición de dos aplicaciones derivables: a aplicación /, que es derivable en el 
punto f por hipótesis, y la proyección x (véase (41.36) que es derivable en todo el 
espacio R” como cualquier operador lineal R” — R. Por consiguiente, de acuerdo 
con el teorema S, las funciones f, i = 1. 2, .... m, son derivables en el punto x. 
2. Supongamos que todas las funciones coordenadas /, = 
son derivables en el punto x. Teniendo presente (41.46), esto Implica que existen ta- 
les constantes aj, i = 1,2, pm, j = 1,2,... į m que 
JAX + h) = ffA) + anhi + -e + Gain + O(h), A — 0,1 = 1, 2, ..., m. (81.66) 
De aquí, como se sabe (véase (20.2)), proviene que los coeficientes a, de los incre- 
mentos h que adquieren los argumentos x son las derivadas peral correspon 
dientes dé las funciones f: 
07 
ax 


LA ,mj= 


ay= (41.67) 
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Designemos mediante /: R" — R” un operador lineal con la matriz (a). Por 
cuanto (oCh), -~ , O(A) = ofh)”, las igualdades (41.66) pueden escribirse en la 


REN SH MIO + 1 + o, A. 


Esto precisamente significa la derivabilidad dela aplicación, además de (41.67) 
se infiere la validez de la fórmula (41.65). 

OBSERVACIÓN 1. En vista de las fórmulas (41.54) y (41.65), el corolario del teore- 
ma $ significa que la matriz de Jacobi de la composición de aplicaciones f y g es 
igual al producto de las matrices de Jacobi de las aplicaciones mencionadas, 

Esto, por otra parte, se deduce también directamente de la fórmula de deriva- 
ción de una función compuesta: si z} = gj, «+. » Y) k = 1, 2, 02. 45, € 
Yi = ffys v + xp), 1 = 1,2, ... m, entonces (véase (20.26)) 

dl FE ad 4,2 0 0 


que, de acuerdo con la regla de multiplicación de las matrices (véase el p. 41.6) signi- 
fica que la matriz (Ë ) esonoroduco de tas matices e), 2): 
7 


UNO 
6): (=) (2) 
Definición 9. En el caso cuando m = n, el determinante 
07%) 
“ (65 ) 
de la matriz de Jacobi (41.65) se llama determinante de Jacobi o jacobiano de la 
aplicación f: X ~ R”, X C R", en el punto x € X y se denota (véase el p. 41.3) 


e Muda 
Dé ra) 


"OBSERVACIÓN 2. Por el curso de álgebra conocemos que al multiplicar las matrices 
cuadradas. sus determinantes se multiplican, razón por la cual, cumplidas las condi- 
ciones del teorema $ en el caso de m = n = s, el jacobiano de la composición de las 
aplicaciones f y g es igual al producto de jacobianos de las aplicaciones / y g 


"La notación (ofh), ...0(1)) = ofh) significa que el vector cuyas coordenadas son infini- 
tésimos de orden superior a A, es de por si un infinitésimo de orden más elevado que A cuando 
h — O. La coincidencia que en el caso dado tiene lugar entre las designaciones del vector y de 
sus coordenadas se debe a que para el vector n-dimensional se ha elegido, para no complicar la 
notación, la designación x en la que no está reflejada la dimensión del vector. Ésta se pone de 
manifiesto sólo cuando el vector se escribe con ayuda de las coordenadas x = (Xy...) X,)- 


2 


(41.68) 


Mb bee) 
sa (22) ue &)- 


OBSERVACIÓN 3. Supongamos que X C R” e Id: X — X es una aplicación idén- 
tica del conjunto X sobre sí mismo. En la forma coordenada se escribe como la con- 
dición de igualdad de las cordenadas de los puntos correspondientes en esta aplica- 
ción a la imagen y la preimagen, es decir, las funciones coordenadas tienen por 


aii SRE xpi = 1,2, -n oA, (px, )0X. 

Si x es un punto interior del conjunto X, estas funciones pueden derivarse en 

dicho punto y, puesto que ži. = O para i + j y ¿2 = 1, entonces la matriz de 
J 7 


Jacobi de la aplicación idéntica es una matriz unidad 
1 o 
xef) 

Supongamos ahora que U C R", Y € R" y f: U- V es una aplicación 
biunivoca (inyectiva), mientras que /” !: f(U) — U es la aplicación inversa a la pri- 
mera. En este caso, para todo punto x e U tenemos / ~ 1/4) = x, es decir, la com- 
posición f~! o f es una aplicación idéntica. 

Supongamos que la aplicación / es derivable en el punto xp € U (por tanto, xy es 
un punto interior del conjunto U, pues solo pgra tales puntos viene determinada la 


noción de derivabilidad), mientras que la aplicación inversa f~ | es derivable en el 
punto f (xo). Como f™' e f es un aplicación idéntica, en vista de la fórmula (41.54) 


tenemos 
UYS = Yrtefy = qay = X. (41.69) 
Pasando de esta igualdad de las matrices a los jacobianos de éstas, obtendremos 
def!) def” = 1, (41.70) 
ya que det X = 1. 


Si la aplicación f viene dada por las funciones coordenadas (41.30), la fórmula 
(41.70) puede escribirse en la forma 


(41.71) 
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De esta fórmula se deduce que con las suposiciones admitidas tanto el jacobiano de 
la aplicación f en el punto x, como el de la aplicación inversa f™' en el punto f(x) 
no se anulan, 

Escribamos la fórmula (41.71) en otra forma. 


(41.72) 


da de la función inversa de una sola variable: £ PER 


dy 


ax 

Como conclusión enunciaremos dos definiciones útiles. 

Definición 10. Una aplicación f: X — R”, X C R”, derivable en todo punto 
x € X, se denomina aplicación derivable del conjunto X. 

Obviamente, si una aplicación es derivable en el conjunto X, entonces, cual- 
quiera que sea el punto x € X, de acuerdo con la definición 8, la aplicación / queda 
definida en cierto entorno del punto, es decir, X es un conjunto abierto. 

De conformidad con el teorema 6, la aplicación / = (y... „f y) es derivable en 
el conjunto X cuando, y sólo cuando, son derivables en dicho conjunto todas las 
funciones coordenadas suyas f), ... , fẹ- Si todas las funciones coordenadas son 
continuamente derivables en X, es decir, si todas jus primeras derivadas parciales 
son continuas en X, entonces la aplicación f se llama aplicación continuamente de- 
rivable del conjunto X. 

Definición 11. Una aplicación homeomorfa /: G — D, donde G y D son conjun- 
tos abiertos del espacio R”, se llama difeomorfa o difeomorfismo, si son derivables 
tanto la propia aplicación citada como la aplicación inversa f”!: D — G. 


41.8. APLICACIONES CON UN JACOBIANO DISTINTO DE CERO. 
PRINCIPIO DE CONSERVACIÓN DE LA REGIÓN 
Consideraremos ante todo la cuestión acerca de la existencia de una aplicación 
inversa a la dada. Como se sabe, en el caso de n = 1, para una función continua- 
mente derivable en cierto segmento, la condición de que la derivada de ésta no se 
reduzca a cero (la que conlleva a su monotonla estricta) resulta suficiente para que 
exista una función univoca continuamente derivable que sea inversa respecto de la 
dada. Cuando n es arbitrario, el caso se complica considerablemente: las correspon- 
dientes condiciones puntuales impuestas sobre las propiedades de derivabilidad de 
la aplicación sólo permiten afirmar que la aplicación inversa existe localmente, es 
decir, en un entorno del punto. Con más precisión, queda válido el siguiente teore- 
ma. 
Teorema 7. See 


(41.73) 


41.8. Aplicaciones con un jacobiano distinto de cero 1 


una aplicación continuamente derivable del conjunto abierto G C R" en el espacio 
Rv. Si el jacoblano de esta aplicación no se anula en el punto %0 e G, existen, pues, 
tales entornos U, y U, de los puntos respectivos x® e y®™ = fW, que f), 
x € U,, es la aplicación biunívoca del entorno U, sobre el entorno U,, y la aplica- 
ción inversa es continuamente derivable en el conjunto U,. 

Corolario. Sea f una aplicación continuamente derivable del conjunto abierto 
G C R" en el espacio R*. Si el Jacobiano de la aplicación f no ès nulo en G, la ima- 
gen del conjunto G en esta aplicación es también un conjunto abierto. 
DEMOSTRACIÓN. Examinemos las funciones 


FA = Só Y dm da . 

Están definidas para todo y = (V, ... , 95) € R3 y para todo x = (tyi is» 

x,) € G C R!. Con su ayuda el sistema de ecuaciones (41.73) que prefijan la aplica- 
ción f, se escibirá en la forma 

Fixy) = 0, 121,2 (41:19) 


Las funciones Fx, y) están definidas y son continuamente derivables en cierto 
entorno del punto (4%, y0 (como tal entorno puede ser tomado, por ejemplo, 
G X RI), 

> 


FK” y = 0y aa 


De este modo, resultan cumplidas todas las condiciones del teorema 2 de este párra- 
fo sobre la resolubilidad del sistema de ecuaciones. 

En virtud de este teorema, las ecuaciones (41.74), o, que es lo mismo, el sistema 
(41.73) pueden ser resueltos y, además, de dm modo único, respecto de las variables 
Xy ++. » Xp En cierto entorno del punto (x(0, y). Más detalladamente esto significa 
que existen tales entornos U? y U, de los puntos respectivos x° e yO, x0 e U$, 
y9 e U,, y tal aplicación única 


=== f; 


que aplica el entorno U, en el entorno UY, que para todo y e U, tiene lugar la identi- 
dad 
Jeo = y. 


En otras palabras, para todo punto y € U, existe, y además, el único punto 
x = £(y) € Us el que, al realizarse la licación f, pasa al punto y. De este modo, 
x e f- 169) N Ut y g ()) es una aplicación unívoca, continuamente derivable e inver- 
sa respecto de f en U,: g = f~t. 

Pongamos U, = Ug N f”XU,). Entonces, U, es un conjunto abierto, pues 
representa una intersección de dos conjuntos abiertos U? y f MU) (el carácter 
abierto del conjunto f”'(U,) se desprende de que es una preimagen del conjunto 
abierto U, en la aplicación continua /, véase el lema 2en el p. 41.4). Es evidente que 


(41.75) 
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U, se aplica biunivocamente sobre U, y, dado quex” e Uzy (0) = y (0) € y,, 
entonces x® € U,, es decir, U, es el entorno buscado del punto x, D 

OBSERVACION 1. Los entornos U, y U, que figuran en las condiciones del teore- 
ma 4 poseen, además, la propiedad adicional de que el jecobiano de la aplicación f 
del entorno U, sobre el entorno U, no se anula en el entorno U, mientras que el ja- 
cobiano de la aplicación inversa f? no se anula en el entorno U,. Esto proviene in- 
mediatamente de la fórmula (41.71). En efecto, en vista de que lá aplicación f rans- 
forma biunivocamente el entorno U, en el U, y que f y f~? son continuamente deri- 
'vables, la fórmula mencionada puede emplearse para el caso de la aplicación f, con- 
siderada sobre el conjunto U,. Conforme a esta fórmula, un producto de los jaco- 
bianos de las aplicaciones f yf ~? es igual a uno y, por lo tanto, cada uno de ellos no 
es igual a cero. 

DEMOSTRACIÓN DEL COROLARIO. Supongamos que y = f(x) es una aplicación 
continuamente derivable del conjunto abierto G en el espacio R” y que y(% es un 
punto arbitrario del conjunto f (G). Elijamos un punto x'% en la preimagen del pun- 
to y0: x0 a f= 1/0), Por consiguiente, (x°) = y®, En virtud del teorema 4, 
existen tales entornos U, C G y U, de los puntos respectivos x e yO que 
SU) = Uy. Por consiguiente, U, CO. En otras palabras, para todo punto 
o ES (G) existe su entorno conténido en el conjunto f (G). De este modo, cual- 
quier punto del conjunto f (G) es interior para este conjunto lo que es un indicio de 
que f(g) es un conjunto abierto. O 

OBSERVACIÓN 2. Si en cierta aplicación f para los puntos x™ e y = f0) exis- 
ten unos entornos respectivps U, y U, que se aplican biunivocamente por f uno 
aa el otro, suele decirse que la. aplicación f es localmente biunvoca en el punto 
x0, 

Si en este caso la aplicación es continua en Up y/”* es continua en U,, enton- 
ces f se llama aplicación localmente homeomorfa en el punto x(% u homeomorfismo 
local. Por fin, si el homeomorfismo local citado es un difeomorfismo, la aplicación 
en consideración recibe el nombre de difeomorfismo local en el punto dado (véanse 
las definiciones de bomeomorfismo y difeomorfismo en el p. 41.4 y el p. 41.7). 

Empleando la terminología mencionada, podemos decir que la aplicación f, 
considerada en el teorema 4, es una aplicación localmente difeomorfa en todo pun- 
to en el que el jacobiano es destinto de cero. 

Teorema 8 (principio de conservación de la región). La imagen de una región 
n-dimensional de un espacio n-dimensional en la aplicación continuamente derivada 
con un jacobiano que no se reduce a cero, es una región. 

DEMOSTRACIÓN. Sea G una región, G C R", e y = f(x) una aplicación de G en 
R” que satisface las condiciones del teorema. De acuerdo con el corolario del teore- 
ma 4, el conjunto f (G) es abierto y, según el lema 7 del p. 41.4, es linealmente cone- 
xo. Por ello, si G es una región, el conjunto / (G) será también una región, siempre 
que se cumplen las condiciones del teorema. D 


Ejercicio 12, Constrúyase un ejemplo de una aplicación continuamente derivable de cier- 
ta región plana cuyo jacobiano nunca se reduce a cero y no es biunivore 


41.9. Puntos singulares de las curvas planas n 


41.9. FUNCIONES IMPLÍCITAS DEFINIDAS POR UNA ECUACIÓN 
EN LA QUE SE TRASTORNAN LAS CONDICIONES 
DE UNICIDAD. PUNTOS SINGULARES DE LAS CURVAS PLANAS 


Ya sabemos que si las coordenadas de cierto punto x' = (+, ... „ x0) satis 
cen la ecuación 


a 
Fip- 49 = 0 (41,10 


y sien este punto la derivada HE no es nula, entonces bajo ciertas condiciones co- 
rrespondientes impuestas sobre la continuidad de la misma función F y de la deriva- 
da citada, la ecuación (4,76) resulta resoluble en cierto entorno del punto x res- 
pecto dex, y la solución es una función continuamente derivable de las demás coor- 
denadas. 


Surge, naturalmente, la cuestión: ¿qué sucederá, cuando en el punto x las deri- 
vadas parciales respecto de todos los argumentos se reduzcan a cero: definirá o no, 
en este caso, la ecuación (41.76) algunas funciones? Detendrémonos en esta cues- 
tión, limitándonos a la consideración de un caso bidimensional, teniendo en cuenta 
la enorme dificultad con la que se resuelve. 

Asi pues, consideraremos una ecuación 


Fay) = 0, 4177) 


donde la función F está definida y es continuamente derivable en cierto entorno del 
Punto (xo, Yo) de tal género que 


Payo) = 0. (41.18) 


Sea 

FLY) = Foy) = 0 (41.79) 
Mostremos que incluso si se cumplen estas condiciones, la ecuación (41.77) se re- 
suelve, a veces, en el entorno del punto (Xp, y.) respecto de una de las variables, de 
suerte que se obtendrá una función continuamente derivable; no obstante, en el ca- 
50 general, esto se puede hacer de una manera que no es única. De tal modo, la con- 


dición 
Fixo yò + Fixo yo) +0, (41.80) 


que en nuestro caso no se cumple (véase (41.79)) y que permite aplicar el teorema 1 
sobre las funciones implícitas a una de las variables, puede llamarse, naturalmente, 
condición de solubilidad univoca de la ecuación (41.77). 

Definición 12. Un punto (xy, yo) cuyas coordenadas satisfacen las condiciones 
(41.78) y (41.79) se denomina punto singular de la ecuación (41.77). 

Un punto singular se llama aislado, si existe un entorno suyo en el cual el punto 
citado es el único punto singular. 

En el lenguaje geométrico esto significa que si la ecuación (41.77) es una repre- 
sentación implícita de alguna curva, entonces en el entorno de los puntos singulares 
de esta ecuación la curva no representa, en el caso general, la gráfica de cierta fun- 
ción unlvoca suave (lo que tiene lugar, si se cumplen las condiciones (41.80)); aquí 
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pueden surgir diferentes singularidades que ahora serán el objeto de nuestra consi- 
deración. 
Introduzcamos, para abreviar, las siguientes designaciones 
A A yd = Fy 
Teorema 9. Supongamos que la función F(x, y) está definida y es dos veces con- 
tinuamente derivable en cierto entorno de un punto singular aislado (xy, y) de la 


ecuación (41.77) y sea 
RE,- È +0. 


Èn este caso, si 
EE, -FÍ>0, (41.81) 


entonces (xo, yo) es una solución aislada de la ecuación (41.77), es decir, existe un 
entorno del punto (xo, yo) tal que ningún punto de él, salvo (xy, Yo) satisface la 
ecuación (41.77); en cambio, si 

PE,- FS<O, (41.82) 


la ecuación (41.77) es resoluble en cierto entorno del punto (xo, y.) pero no univoca- 
mente: hay dos diferentes funciones derivables que satisfacen la ecuación (41.77). 
Por ello (xy, yo) se llama en este caso punto doble. 
Por ejemplo, si 
PO, (41.83) 


existen dos funciones derivables f (x) y f a(x), definidas en cierto entorno del punto 
Xq, tales que en dicho entorno F(X, f (0) = 0, Fix, f4x)) = 0, con la particulari- 
dad de que f ¡(xp) = (xp) = Yo mientras que las derivadas de las funciones f (x) y 
S kx) en el punto xy son diferentes raices de la ecuación 

RS TE TA (41.84) 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos que se cumple la condición (41.81). Junto con 
(41.79) es suficiente para que exista en el punto (xo, Yọ) un extremo estricto de la 
función FUx, y) véase el teorema 3 en el p. 40.2). Por eso existe un entorno U del 
punto (Xp, yy) tal que para (x, y) € U y (x, 3) * (o Y.) o bien siempre Fx, 
Y) >"Flxgs Yo), O hien siempre F(x, y) < Fxg yo) y como Fixo yg) = O, se tiene 
Fix, y) £ Opara cualesquiera (x, y) € U, (x, 9) + (o Yo), cs decir, (Xo y) es la so- 
tución aliada de laccuación (41.77). 

Supongamos ahora que se cumple la condición (41.82). Desarrollemos la fun- 
ción Fix, y), rigiéndonos por la fórmula de Taylor, en el entorno del punto (xg Yo) 


© Las raices de esta ecuación son reales y diferentes, en virtud de las condiciones (41.82) 
y (418), 

**Para demostrar esta afirmación se usa no el hecho de que (rg, y) es el punto singular. 
Aislado, sino que es sólo un punito simplemente singular en el que se cumple la condición 
LED. 
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hasta los sumandos de segundo orden. Tomando en consideración las condiciones 
(41.78) y (41.79), obtendremos 

Po = JU = x0? + FRE = DO = O + FO IA oo 
donder = VE = x)? + 0 — yP. Pongamos x — =r 0p, y Y Erny 
Evidentemente, (7, p) son las coordenadas polares del punto (x, y), con la particula- 
ridad de que a titulo de origen del sistema polar de coordenadas se ha adoptado el 
punto (ro Yo): 

En estas coordenadas 


Pay) ZU cod + 28 cos p seno + FB sendo) + oÀ = 


- Spo +o), (41.86) 


donde 
Pie) = Fco? p + 1, cospseno + Fo sento, (41.87) 
O bien, para p + E (2k + Mk 0, +1, $2, -n y 
Ple) = AR, + Fe + do. (41.88) 


Supongamos ahora que queda cumplida también la condición (41.83). Sean k, y 
k las raices de la ecuación (41.84) y scan py = arctg k y p, = arctg k. En este ca- 
so 
Ptt, P*a 2, am 
y de (41.88) se infiere que 
Pip) = coseligo — 89 XB0 — 189). (41.90) 
De la fórmula (41.90) se ve que la función P(p) se anula, para p + 3 (2k + 1), 


ka 0, +1, +2,...  cuandop = p + kryp = p} + kr,k = 0, £1, 22... 
con la particularidad de que al pasar el argumento por estos valores, la función cam- 
bia de signo. Será cómodo para nosotros interpretar P(e) como función de un pun- 
to de la circunferencia C de radio igual a la unidad (este radio se elige a fin de simpli- 
ficar el caso, para que las longitudes de los arcos coincidan con los ángulos y) y 
centro en el punto (Xy. Yo). 
Sea e > 0. Designemos mediante U; = U(£) un ángulo abierto determinado 
E tar atha 
= (Mo :<o<e + 
a te 
U= (Moe E< op < ooa te 


eligiendo, además, £ > Otan pequeño que U, y Uno se corten y no contengan en si 
los semiejes de las ordenadas y, por consiguiente, las semirrectas verticales en gene- 
ral (lo último siempre puede conseguirse en vista de las condiciones (41.89). 


Sean Ut y U3los ángulos centrales simétricos con U, y U respecto del punto (Xy, 
y9: 

U= Wee +r-e<o<o+r+d 

Un (ep +r-e<p<o+rta 


Por la elección del número e los conjuntos U, Uz, Uf y U no se cortan dos a dos 
(fig. 166). 

Examinemos ahora P(e) como función de un punto de la circunferencia men- 
cionada C. Para simplificar, designemos también mediante y un punto de la circun- 
ferencia C, al cual corresonde el ángulo polar y. Eliminemos en la circunferencia C 
los intervalos con centros en los puntos py, y, 9, + 1 Y p + x de longitud 22"; 
por la elección adecuada de £ > 0, estos intervalos no tienen puntos comunes. El 
conjunto restante, que se designará con B, es limitado y cerrado y, por lo tanto, 
representa un compacto. En B la función P(p) es continua y no se anula, a conse- 
cuencia de lo cual 


in 


Desígnemos mediante K, un circulo cerrado con centro en el punto (Xy, yy) Y ra- 
dio p: 


IPI = 1 >0. (41.91) 


E =(0P:0<r oh 


y mediante Z, un conjunto que se obtiene por sustracción (en el sentido de la teoría 
de conjuntos, véase el p. 1.1) de los conjuntos U, Uz, Uf y U3 del circulo K,. Es ob- 


Se lama intervalo de longitud 2 z en la circunferencia con centro en un punto, cuyo án- 
gulo polar es igual a y, un conjunto de sus puntos cuyos ángulos polares p satisfacen la desi- 
Bualdad py — £ < p < po + en 
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vio que debido a (41.91) se tiene 


inf, 1A)! = > 0. 
vnes, 


Ahora, observando que de (41.86) se deduce 


Fy) = Pino + alr e) (41.92) 


donde lim, a(r, ¢) = 0, clijamos p > 0 de modo tal que para < p se verifique la 


desigualdad 

ii latr, o)l < p. (41.93) 
Entonces, de (41.92) se desprende que para todos los puntos (r, 9) € L, la expresión 
que figura en el segundo miembro de la fórmula (41.92) es del mismo.signo que 
Po). 

El conjunto L, se compone de cuatro sectores cerrados (véase fig. 166), en cada 
uno de los cuales, a excepción de su centro, la función P(p) y, por ende, debido a la 
elección adecuada de p, la función Ax, y) adquieren valores de un mismo signo, y en 
los sectores vecinos, de signos contrarios, 

Examinemos ahora el ángulo U, = U(£). Sea, para concretas, O < p, < 1/2. 
La intersección de la clausura U, del ángulo U; con la recta vertical x = x", 

Xp < X* € xo + pcos(p, + £), representa un segmento en cuyos extremos supe- 
lar e inferior la función Aj”, 7) toma los valores de signos diferentes, La función 
Fix”, y) considerada como función de una sola variable y con x* fijado, es continua 
en el segmento mencionado y por eso se anula en cierto punto y* del segmento, es 
decir, para todo x*, donde xy < x* < xy + pcos (p, + €), existe por lo menos un 
punto y* tal que 

Por y) =0, (4,39) 0 U¡ (e) MK. (41.94) 
Definamos y = / (x) como una función que pone en correspondencia al número x* 
el número y*: 

Li) = y xo <x’ < Xo + p cos (p; + E). 


Mostremos que para e y p suficientemente pequeños la función f, está definida 
univocamente, es decir, existen tales £ > Oy p > 0 que con x? dado las condiciones 
(41.94) definen univocamente y*. Admitamos lo contrario. Tomemos las sucesiones 
€, — Oy p, — 0, paran — œ. Eneste caso existen dos sucesiones de los puntos que 
tienen abscisas iguales x, y ordenadas distintas y; € y”, tales que 


Y) E UE) NA Kpy Pm Y) = 0, 


EUEN Kyo Fl yy) = 0. 

En virtud del teorema de Rolle, en el segmento [y4, y7 ] de la recta x = x, existe tal 
punto y, que 

Ffa) = 0. (41.95) 


siendo, además, en este caso (x,, y,) € U¡(£,) N K,, ; por hipótesis (véase (41.79)) 
teniamos 
F xyr) = 0. (41.96) 
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Según la fórmula de incrementos finitos aplicada a la función F,(x, y) se tiene 
Por -Ffy = Fan ME, = 20) + Esos MO — Y 
Em nd E UE) N Kpy 
de donde, en virtud de (41.95) y (41.96), 


Enfigo 0) + Elim mp 
-. 


(41.97) 


Sea (Xp 9.) = (Fa Va). Evidentemente, Iý, — 9,1 < £p; y por esta razón de la 
condición” e, — 0 "se" deduce que Y, —», cuando n-o, y como 
19, = 2272, entonces 
xa = o 
lim 2 (41.98) 
mn 


Pasando al límite en la igualdad (41.97) para n — œ, en vista de (41.98) tenemos 


Ry+PA=0, esdedr, k= - 


> 
sustituyendo este valor de la raíz en la ecuación (41.84), obtenemos 
RE,- =0, 


E 
que contradice la condición (41.92). 

"Asi pues, la función y = J (0) se define realmente de modo univoco cuando £ y 
p son suficientemente pequeños. En lo que sigue supondremos que e y p se han elegi- 
¿o precisamente de la manera indicada, 

Definamos adicionalmente la función f, en el punto xp, al poner yọ = J (Xp 
Obviamente, por la propia definición de la función f (o, tenemos 

FAS) = 0, A EX Ip + p cos (e, + e) 


Mostremos que en el punto xpla función f ¡(x) tiene una derivada a la derecha y que 
esta derivada:es igual a k,. Sea £ > O arbitrariamente fijado. De lo dicho más arriba 
se desprende la existencia detal p = p(e) > Oque la parte correspondiente de la grá- 
fica de la función f (x) se dispone integramente en U,(e) N Kp: ~ 

bf DEUIEN K, 1, <x < xp + p costo, + 2) (41.99) 


Tomemos $ = p cos (p, + 2) y sea x tal que 0 < x — xp < 8, y =//00 y 
6%, y) = 6, 0). En virtud de (41.99), tenemos lp — p! < e. Esto significa que 


lm =e y por lo tanto, lim, te e =18 pj. Puesto que 
«uo a 


= -Zo , de lo demostrado se deduce que 
=x 
tim LOS im Z atey 


2-910 xo 2-340 x= XQ 
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es decir, la función / (x) tiene derivada a la derecha en el punto xọy esta derivada es 
iguala gp, = K 

De esta misma manera se demuestra, analizando el comportamiento de la fun- 
ción Ax, y) en el ángulo Uy, que en el segmento [xy = ô, xp] existe, para cierto 
& > 0, tal función f (x) que siendo xp — 8" < x < xy, Se tiene 


POS N= 0, SEU, FA) = k 
(por derivada se entiende en el caso dado la derivada a la izquierda). 

Sip se toma tan pequeño que en un entorno circular de radio p del punto (xp, y) 
no se contengan otros puntos singulares de la ecuación (41,77), a excepción de (Xp, 
Y), la Función / ¡Co será derivable en todo punto x + xọ. Esto se deduce en seguida 
del teorema sobre las funciones implicitas que fue demostrado anteriormente (véase. 
el teorema 1 en el p. 41.1). De resultas hemos obtenido la función f ,(x) que está de- 
finida en cierto entorno del punto x y que posee todas las propiedades requéridas. 

Antlogamente se demuestra la existencia de la función / (2) que también es una 
solución de la ecuación (41.77) y satisface las condiciones del teorema, con la parti- 
cularidad de que la gráfica de esta función pasa en los ángulos U; y U$ y por el pun- 
10 (Xp, yo- 

ES ), = 0 y FO, «e 0, entonces todos los razonamientos quedan los mismos; só- 
lo conviene cambiar de lugar los ejes Ox y Oy, de suerte que obtendremos, como re- 
sultado, las soluciones de la ecuación (41.77) en forma de las funciones de la va- 
riable y: f,O) y £20)- 

Si, por fin, F? = FS, = Oy, por lo tanto, Fl, + O, entonces resulta más conve- 
niente realizas el cambio de variables: x = Ẹ + y ey = Ẹ — y (glrense los ejes de 
coordenadas al ángulo x/4). En este caso (de lo que es fácil convencerse por deriva- 


bilidad directa) Rin A, 20%, = O, 


es decir, en el nuevo sistema de coordenadas se obtendrá el caso ya estudiado. En 
particular, la ecuación (41.84) para los coeficientes angulares de las tangentes en el 
punto singular tiene, en el sistema de coordenadas £, y, la forma siguiente 


kR-1=0, 


y, por consiguiente, K,, , = +1. En otras palabras, las bisectrices de los ángulos 
coordenados, que représentan los ejes en el sistema antiguo de coordenadas x, y, 
son las tangentes a las gráficas de dos funciones definidas por la ecuación (41.77) en 
cierto entorno del punto singular que se considera. O . 

Sila ecuación F(x, y) = O es una representación implicita de alguna curva, en el 
punto singular (xy, yy) de esta ecuación la curva puede tener (aunque no sea necesa- 
riamente) ciertas singularidades, es decir, en el entorno del punto singular de dicha 
ecuación la curva no es, en el caso general, la gráfica de cierta función univoca 
suave, 

Cabe recordar también que un conjunto de los puntos cuyas coordenadas satis- 
facen la ecuación (41.77) no es (en el caso general) siempre una curva en el sentido 
de la definición de la curva dada paramétricamente, enunciada anteriormente (véase 
el p. 16,29). 
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Espe 1. Sea dada una ecuación j? + y? +1)=0. Aquí, Fix 

»= + y? + 1),porlocualF, = 29°, F, = 2e%y + 4y? + 2y. Las condi- 

ciones para la presencia de un punto singular (41.78) y (41.79) nos dan en este caso 
x= 0 y= 0. 

De este modo, de punto singular sirve el punto (0, 0). No obstante, en este punto. 
la curva, definida por la ecuación, no tiene singularidad, puesto que la ecuación (el 
factor x? + y? + 1 nunca se reduce a cero) es equivalente a la y = 0 y la curva en 
consideración representa una gráfica de la función explícita y = f(x) = 0. Obser- 
vemos que en el punto (0, 0) para este caso 

EF, - FE =0 (41.100) 
de lo que podemos convencernos con facilidad. 

2. Para la ecuación 

(+ yy 1) =0, (41.101) 
las condiciones (41.79) se convierten en el siguiente sistema de ecuaciones: 
2è 4+ 2- r=0, 
2P + y -yeo 
Al sumar y restar estas ecuaciones, obtenemos el sistema 
+ nad + 2 -1)=0 
w- nar + 2-1) =0. 
De aquí, o bienx = y = 0,0 bien 22 + 3°? — 1 = 
Y) cuyas coordenadas satisfacen la última correlación no es una raiz de 
(41.101) (para este punto x? + y? = 
hay factor que se reduzca a cero). 

De este modo, el único punto singular es (0, 0). Es fácil comprobar que aquí se 
cumple la condición (41,81) y, por ende, el punto (0, 0) es una raiz aislada de la 
ecuación (41.101). Desde el punto de vista geométrico, como se ve en segulda, la 
ecuación (41.101) define la circunferencia unidad y el centro de ésta (0, 0) (este con- 
Junto no porta, evidentemente, ninguna curva dada paramétricamente en el sentido 
del p. 16. 

3. Para la ecuación 


y, por lo tanto, en el primer miembro no 


+p- day =0, (41.102) 
las condiciones (41.79) para la existencia de un punto singular conducen al sistema 
de ecuaciones 

x? -ay =0, 
P-azo, 
de donde o bien y en este caso dicho punto satisface la ecuación 


(41.102), obienx = a, y = a, pero las coordenadas de este punto no constituyen la 
solución de la ecuación (41.102). Aquí, otra vez, (0, 0) es el único punto singular. 
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Le 


Fig. 167 Fig: 168 


No es dificil convencerse de que en el caso dado se cumplen las condiciones (41.82) 
y, por consiguiente, (0, 0) es un punto doble, 
Geométricamente, para una curva cuya representación explicita es la ecuación 
(41.102) (se llama folio de Descartes y con ella ya chocamos en el p. 14.5) el punto 
(0, 0) es un punto múltiple (véase la fig. 70 en el tomo D.- 
4, Para la ecuación 
P-?=0, (41,103) 


(0,0) es un punto singular; en dicho punto ya se cumple la condición (41.100) y, 
consecuentemente, en este caso no se cumplen las condiciones del teorema 6. 
Geométricamente, una curva expresada por la ecuación (41.103) y llamada parábola 
semicúbica y = +x*2, tiene en el punto (0, 0) una tangente y se dispone en el en- 
torno de este punto por un lado respecto de la normal. 

Los puntos de esta índole se llaman puntos de retroceso (fig. 167). 

5. Para la ecuación 


P-t=0 (41.104) 


el punto (0, 0) es también singular y aquí se cumple nuevamente la condición 
(41.100). La ecuación (41.104) se descompone, evidentemente, en dos ecuaciones: 
y =x ey = —x? que definen dos parábolas y estas últimas tienen en el punto (0, 
0) una tangente común. 

Los puntos singulares, en cierto entorno de los cuales la ecuación (41.77) define 
dos curvas continuamente derivables que tienen en el punto (xy, yo) una tangente co- 
mún, se llaman puntos autoadherentes (fig. 168) de estas dos curvas, 

Puede ocurrir que, cumplida la condición (41.100), el punto singular resulte ser 
la solución aislada de la ecuación (41.77) o su punto doble. 

Como conclusión, ofrecemos algunas explicaciones para la ccuáción (41.84). Si 
(xo Yo) es un punto singular de la ecuación (41.77), entonces, realizado el traslado 
paralelo del origen de coordenadas al punto (roy) la ecuación (41.77) adquiere la 


FLÈ + y Ao y) O, (41.109 


(aquí, con x e y están designadas las coordenadas del punto en el nuevo sistema de 
coordenadas y por índice O, puesto por arriba, se designan los valores de las deriva- 
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das parciales en el punto (0,0) de este sistema), de donde, con una exactitud de hasta 
Tos infinitésimos de orden superior, nuestra ecuación puede escribirse del modo si- 


guiente: 
Fè + Y + E (41.106) 


Si se cumple la condición (41.82), el primer miembro de la ecuación (41.106) se 
descompone en dos factores reales, cada uno de los cuales, siendo igualado a cero, 
proporciona las tangentes a las dos ramas de la curva en el punto (0, 0) (véase 
(41.84)). Cuando se cumple la condición (41.81), el primer miembro de la ecuación 
(41.106) se descompone en dos factores complejos: “las tangentes son 
imaginarias”. Esto es natural, puesto que no hay sentido en hablar aquí de una tan- 
gente, pues en el caso dado el punto singular es aislado. 

* Esta observación es de comodidad especial cuando se trata de determinar el ca- 
rácter del punto singular en el caso de una curva algebraica, es decir, de la curva de- 
finida por la ecuación 

Pay) = 0, (41.107) 


donde P(x, y) es un polinomio de dos variables x e y. Si (0, 0) es un punto singular 
de esta ecuación, de las condiciones (41.78) y (41.79) se deduce que dicho polinomio 
no contiene término independiente ni tampoco los términos de primer orden, es de- 
cir, la ecuación (41.107) tiene por expresión 

al + ly + cy? + Qk, y) = O, 


donde Q(x, y) es un polinomio, todos los términos del cual son por lo menos de ter- 
cer orden. El comportamiento de las soluciones de esta ecuación se determina por su 
parte principal, es decir, por la ecuación 

ad + dy + o? = O, 


que para el caso dado es precisamente la ecuación (41.106), pues aquí se ve clara- 
mente que 


a, b=, y c= fy 
En cambio, si el punto (0, 0) satisface la ecuación (41.107), pero no es un punto 
singular, entonces (41.107) tiene por expresión 
Ax + By + R&,y)= 0, A?+ B? >O, 


donde Ríx. v) es un polinomio, todos los términos del cual tienen el orden no infe- 
rior al segundo. Del teorema sobre las funciones implicitas (véase el teorema 1 en el 
p. 41.1) se deduce que la ecuación 


Ax+ By=0 
es en este caso una ecuación de la tangente en el punto (0, 0) a la gráfica, de la solu- 
ción de la ecuación (41.107). 


Ejercicios. Investiguese el comportamiento de cada una de las siguientes curvas en el en- 
torno de sus puntos singulares; hállense las tangentes en el punto singular. 


BA tm 
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rr myste at 
1- oyst 20. è = Ay 
Masaa- aoe 
18.30 - 2} = 


41.10, CAMBIO DE VARIABLES 
En las diversas cuestiones del análisis matemático y en las aplicaciones de éste, al 
estudiar tal o cual fórmula que contiene unas funciones y sus derivadas (ordinarias o 
parciales), resulta a menudo conveniente pasar a otras variables independientes y, a 
veces, a otras funciones ligadas por relaciones determinadas con las funciones que 
figuran en la fórmula que se considera. Todas estas transformaciones se realizan 
sobre la base de las reglas de derivación de las funciones implícitas y compuestas. He 
“aquí unos ejemplos. 
Sea u = ufx, y). Transformemos las expresiones 


È qa 1 Pu du, 
ax y)" ty 
reduciéndolas a las coordenadas polares r y p. La primera de estas expresiones es el 


cuadrado de la longitud del gradiente Vu de la función u, es decir, es igual a 1Yu!?, 
mientras que la segunda expresión tiene una designación especial Au: 


2 2 

Ivui? = &) + E) (41.108) 
se du Pu 

Au = S + > (41.109) 


El símbolo A, que es indicio de la aplicación a la función u de la operación (41.109), 
leva el nombre de operador de Laplace”. 
De las fórmulas que ligan las coordenadas cartesianas con las polares 


x= rcosp,y = reno, 


encontramos 


dx dx dy dy 
— = cosp, — = -rsen p, = senp, — = rcosp. (41,111) 
ME ae 


e 


Apliquemos las fórmulas de derivación de una función compuesta: 


ar dx ar dy or dx 
du UA, Y Dungy ÎL, cos 
de ax a dy de ar +y a 


+») P. Laplace (1749 — 1827), mecánico y matemático francés. 
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esolvamos estas igualdades respecto de Ze y SE; 
ðu ðu „p umne ðu _ ðu du cose aD 
e a O nA K 
y sustituyamos las expresiones obtenidas en (41.108): 
2. (ou _ 2u sng)?’ (au ðu cose)? 
1Vul (Zao r a ir 00 


Me 


109). Derivemos las fórmulas 


Pasemos ahora al cálculo de la expresión (4 
(41,110) respecto de x y luego respecto de y: 


ar 
lemo mp) 0= 002- rien, 
dx ae y dy 


or rc, f nr ro, 
de òx ðy dy 
ar a de 
Resolvamos los sistemas obtenidos respecto de ¿Es -32,3 y 32 ; 
ar ar de__ sn de _ osp 
RENE. EA a 2, A aa 
a aa. y 


Derivemos ahora las fórmulas (41.112) respecto de x e y; entonces, empleando 
(41.113), obtendremos 


du à (u du seny Y ôr a (u 

Dei (Boe gne) E e (E ore- 
du senp) de _ du 2cos psenp u 

der Je dret pr 


sap 
2cosp seng Pu a e _ 2005 p sp du 
ae y 


twt e a 
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Al sustituir las expresiones obtenidas en (41.109), tendremos 
a Pda 
ACT 
Cuando en la expresión a transformar figuran no una sola, sino varias derivadas 
de orden dado, resulta más cómodo emplear el método de cálculo de las diferen- 
ciales, en Jugar de las derivadas. Por ejemplo, considerando x e y como variables in- 


dependientes, obtendremos las expresiones para las diferenciales dr y dp, De las 
fórmulas (41.110) tenemos 


dx = cosp dr ~ rsen pd ẹ, dy = sen p dr +rcospdo, 
de aquí 
dr = cospde + senpdy do = - ars Pay (41.114) 


(Observemos que de estas fórmulas se deducen inmediatamente también las fórmu- 
las (41,113), 


Para la función u = u(x, y) tenemos. 


du dr + gp 
r de 
= (Hup mr E wae) 1.115 
(oe a r Jar ar e ia o 
En ll Esprit pata le Ofarcncia delos la de dy dp 200 er deriva 
a por lo cual, de (41.115) se obtienen las dos fórmulas (41.112). 


Hallemos, a continuación, las segundas diferenciales d?r y d%, haciendo uso de 
(41.114): 


dir = = sen g d ø dx + cos o dø dy = 
m Sp dò — 200 y sen p de dy + costo dy? 


2005 y sen p dè — Acoso — sento) de dy — 2 cos y sen y dy? 
p bi s 


Ahora, de (41.115) obtendremos para dèu 
Bu Bu 
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(rr e meh 


senp ðu _ 2cospsenp du 2 
+ e a t ae. dx dy + (dy. 


7 

du Pu Pu 
De aqui se obtienen las expresiones para ls segundas derivadas -y » ¿27 Y E 
que intervienen como los coeficientes de dx”, 2dx dy y dy?. 
Los métodos análogos son aplicables, por supuesto, en el caso en que se realiza 
algún otro cambio de variables x = x(u, v), y = y(u, v), cuando se tienen derivadas 


de órdenes superiores y también cuando se trata de las funciones del mayor número 
de variables. 


Ejercicio 22, Transfórmese la expresión IVu1?, donde u = u(r, y) a las coordenadas 
ortogonales E, n, es decir, tales que 


23, Transfórmese la ecuación y” — xp"? + ey"? = 0, considerando y como una nueva. 
variable independiente y x, como una función de y. 


24. En la ecuación 7-7 = O pásese a las muevas variables independientes. 


PEA 
1 [1 lar 


35. Ealaexpresión z (57 aT 


SE) otsese a aa ua n, w a wta h ium y mÀ 
E E 
ai 7) 
Problema 27. Ea un espacio n-dimensional transfórmese la expresión: 1Vul*, donde 


u = UK» + +X,). reduciéndola a las coordenadas ortogonales E .. E, es decir, a tales co- 
ordenadas que para i # k se verifica la igualdad. 


end (e 


Ao ¿hm t20 0. 
E, 


442. DEPENDENCIA DE LAS FUNCIONES 


42.1. CONCEFTO DE DEPENDENCIA DE LAS FUNCIONES. 
CONDICIÓN NECESARIA PARA LA DEPENDENCIA DE LAS FUNCIONES 


Definición 1. Sean dadas en el conjunto abierto G C R” las funciones conti- 
nuamente derivables 


42.1. Concepto de dependencia de las funciones 9 


7 = efi = 1,2, 


Siexisten un conjunto abierto Den elespacio R7 ~ 1, _ „y una función, con- 
tinuamente derivable en D, Uy, ... + Ym ~ 1) tales que en todo punto x € G se 
cumplen las' condiciomes (ei), ~., em) € D y $ (0, 

+: yg ~ 1009) = tx), entonces la función $, se llama dependiente en el conjun- 
10 G de las funciones 9 y, «Om — 1- 

Definición 2. Si entre las funciones del sistema (42.1) hay una función, deben- 
diente de las demás en el conjunto G, dicho sistema se denomina dependiente en el 
conjunto G. 

Si ninguna función del sistema (42.1) depende de las restantes en el conjunto G, 
este sistema se llama independiente en G. 

A veces, para abreviar, en lugar de la expresión “sistema de funciones depen- 
diente independiente)” diremos simplemente “funciones dependientes (indepen- 
dientes)” 

En la cuestión sobre la dependencia del sistema de funciones (42.1) el papel fun- 
damental lo desempeña la matriz de Jacobi de este sistema 


RAE =1,2, 
axy 


am, x= (p ox) EG. 2.) 


(42.2) 


¡es el número de la Sila y j, el número de la columna, 

Teorema 1 (condición necesaria para la dependencia de las funciones). Suponga- 
mos que m < n y el sistema de funciones (42.1) es dependiente en un conjunto 
abierto G. Entonces, en todo punto de este conjunto el rango de la matriz de Jacobi 
42.2)" del sistema citado es inferior a m. 

DEMOSTRACIÓN. Por hipótesis, el sistema de funciones (42.1) es dependiente en 
G, puesto que por lo menos una de estas funciones depende de las demás. Sea, para 
concretar, que $, depende de py, ... , 2, — y 


Oml) = BA, > + Pm — ¡Dx E G, 


donde $ es una función continuamente derivable de (n — 1) argumentos y), 
+ 1 Im 19 De aquí 


Y æ o, E 
ae pA D, a para cualquier j 

Esta fórmula muestra que la m-ésima fila de la matriz de Jacobi (42.2) en todo pun- 

tox € G es una combinación lineal de las filas restantes de esta matriz y, por lo tan- 

to, el rango de la matriz de Jacobi (42.2) es inferior a m en todo punto x € G. O 

Corolario. Supongamos que m = n y el'sistema de funciones (42.1) es depen- 


Je Zo... 


9 Recordemos que se llama rango de una matriz el número máximo de sus filas lineal- 
mente independientes. Este número coincide con el orden máximo del menor de dicha matriz 
distinto de cero. 
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diente en G. En este caso su jacobiano 241% == 141). es igual a cero en todos los 


puntos del conjunto G. A 

Gorolario 2 (condiciones suficientes para la Independencia de las funciones). Su- 
pongamos que m < n y el rango de la matriz de Jacobi (42.2) por lo menos en un 
“punto del conjunto abierto G es igual a m. En este caso el sistema (42.1) es indepen- 
diente en el conjunto G. 

El corolario 1 se obtiene inmediatamente del teorema demostrado cuando 
m=n. 

El corolario 2 se demuestra con facilidad por reducción al absurdo. 

Por cuanto las filas de la matriz de Jacobi (42.2) son coordenadas de los gradien- 
tes de la función (42.1), el teorema 1 puede parafrascarse del modo siguiente, 

Si el sistema de funciones (42.1) es dependiente en la región G, los gradientes 
Vey -++ + Ve y de estas funciones son linealmente dependientes en todo punto de G. 


42.2. CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA DEPENDENCIA 
DE LAS FUNCIONES 

En este punto conservamos intactas las designaciones del párrafo anterior y su- 
pondremos, como hasta ahora, que las funciones (42.1) son continuamente deri- 
vables en el conjunto abierto G C R”. 

Teorema 2 (condiciones suficientes para la dependencia local de las funciones). 
Supongamos que el rango de la matriz de Jacobi (42.2) del sistema de funciones 
(42.1) en cualquier punto del conjunto abierto G no es superior al mimero 1, r < m < 


< n, yen cierto punto x® € Ges igual a r, en otras palabras, existen tales variables 
PpO ++ Vy, = 91,00 que 


| (42.3) 
Lo 
En este caso todas r funciones, que figuran en la condición (42.3), son independien- 
tes en el conjunto G y existe un entorno del punto x tal que cualquiera de m — r 
Junciones restantes depende en dicho entorno de las r funciones mencionadas. 
DEMOSTRACIÓN. Supongamos, para simplificar la anotación, que la condición 
(42.3) tiene por expresión 
(42.4) 


(ésto siempre puede lograrse, nismerando, si se desea, las funciones y los argumen- 
toć del sistema (42.1) en el orden debido). De acuerdo con el corolario 2 del teorema. 
1 en el p. 42.1, las funciones y;, ... , y, son independientes en G. 

Mostremos que cada una de las funciones restantes depende de ellas en cierto en- 
torno del punto x = (XP, ... ,x(0). Sea y? = p(xD, ¡=1,2,..., m. Exa- 
minemos el sistema de las primeras 7 funciones del sistema (42.1): 


(42.5) 
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Eljamas ante rodo tal no, qu Lodo punio x = > xy) perteneciente a 
ngentono cúbico del punto x, es decir, todo punto x, para el cual 1x; — xD < 
tpi = 1,2, ... ,m, pertenezca al conjunto G:x e G. Esto es siempre posible, pues 
conjunto mencionado es abierto. 
Luego, en virtud de la condición (42.4) y el teorema sobre las funciones 
implicitas (véase el p. 41.3); el sistema (42.5) es resoluble respecto de las variables 
Xy +=» , x, en cierto entorno del punto (49, y); 


(42.6) 


Las funciones f,, ... „f,en este caso están definidas y son continuamente derivables 
en cierto entorno del punto QA), ... , yO, x, 0D), n.. p aA 

En la forma más amplia (si a titulo de entorno se toman los entornos cúbicos) es» 
to significa lo siguiente: pueden escogerse tales números 3 > Oy y > O(conel fin de 
oomodidia, puedan sr loca inferiores a 99 ¿3 < ng, y < y a 


con a O... E AOS prefijado por las 
desigualdades 

ly AN <S, i y-%M<b jart. 
entonces 


1) en el entorno U las funciones fp, k = 1,2, ... „r, están definidas y son conti- 
nuamente derivables; 


2) para todos los puntos (7, «.. + Ya X, y y -++ + %,) € U son válidas las desi- 
gualdades 
IA E E ERE 
3) en el entorno U se verifican las igualdades 
A PRA oan 


+, r, se entienden los segundos miembros de las igualdades 


donde por fy k = 1, 
02.6). ; 
Consideremos una composición de funciones (42.6) y p, , ¡(tj «== + x,), es de= 
cir, una función 
Ires e Wi wn 
enlaquefy = FO 0 Ink a 0 Esta función compuesta 
está definida a ciencia cierta y & continuamente derivable en el entorno cúbico U, 
mencionado arriba, del punto 
Probemos que, realmente, la función (42.7) en este entorno U no depende de las 
-~ Xy €s decir. mo varia cuando cambian las variables citadas y, 
consecuentemente, es, de hecho, sólo función de las variables y... , »,. Con este 
Objeto basta mostrar que para la función (42.7) en el entorno Use verifica la igual- 
dad 


Yee 


a; 


=0j=r+1 (42.8) 
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(véase el p. 20.40 la fórmula de los incrementos finitos de Lagrange en el p. 39.2, de 
la cual se deduce directamente la suficiencia de la condición (42.8) para que una fun- 
ción sea independiente de las variables x,  , -.- » y €N UNA regibn convexa Y,.pOr 
consiguiente, en un entorno cúbico). 

Para demostrar la igualdad (42.8), fijemos uno de los valores JJ = r + 1. 
y las coordenadas x, cuyos Índices k toman los valores 7 + 1,... , j — 
Ja, n designíosls mediante x y elijamos x de una manera tal due ses 
LA cikar lo] Lj 

'Consideraremos una aplicación 


hE Yp 


=a 
Ir Meat LAA o 
E E E del entorno cúbico 
UVa punto WA, +. y 0, xf) que se define por las desigualdades 
Iye =P <k = 1,2, 0. ar, lx, — xl < 5, 
Para subrayar cuáles son precisamente las variables que AS 
simbólicamente la aplicación (42.9) en la forma 
Oro cr X) = Op o Ya Y de 
Esta aplicación es continuamente derivable en UY; su matriz de Jacobi tiene por 


bs si 1 o 0 o 
0 1 o 0 
Y Y de 
y. por esta razón 


(42.10) 


dad soalh en consideración es igual a la derivada que nos 
interesa. 

En el entorno UV esta aplicación puede representarse como composición de dos 
aplicaciones; de la aplicación continuamente derivable 


42.2. Condiciones suficientes para la dependencia 9 
del entorno UY y la aplicación continuamente derivable 


E A EE E 


Y, = Pky Rao Gy 
Dran E Pra We Apa p e AG o Xpy p = 
del entorno del punto (x?, ... , x{, x$) definido mediante las desigualdades 
ly -<mi=l 2, 0.7 lx $01 <. 
Por ser adecuadamente elegidos los números 5 y y, la composición de estas apli- 
caciones la que con los fines ilustrativos puede ser representada cn la forma 
Op copo) lo e AA) Oper Ie 
está definida y es continuamente derivable en el entorno UV, La primera de:ests 
es continuamente derivable en el entorno U del punto 049, ... , y9, 
la segunda es continuamente derivable en el entorno correspondiente del pun- 
to x10, x, Por ello, de (42.10) y de las propiedades de los jacobianos de 
aplicaciones (véase el p. 41.7) tenemos 
Deri n One Irra D o MO + Xn x) 
ax, CA Inx) 


De acuerdo con la condición del teorema, el rango de la matriz de Jacooi en el 
conjunto G es igual o inferior a r, por consiguiente, 


- (42.11) 


en todo punto de G. Por ello, de (42.11) se desprende en seguida que para cualquier 
punto (y, «+: + Yp X) € UY y, por ende, para todo punto 


A IA E E AA 
se verifica la igualdad (42.8). Puesto que las coordenadas x? se han fijado arbitra- 
riamente, con tal de que sea lx? — có k=r+1)..)f-= 1j+1 
n, esto quiere decir que la igualdad (42.8) es justa en todo el entorno U. 
De este modo, la función (42.7) depende sólo de las variables yy» .. ,»,- Al do- 
signarla por el símbolo #, obtendremos 
E A ADA 
Elijamos ahora $7, ôg < ô y ôg < m, de una manera tal que para lx, — xI < ög 
1=1,2, n, se cumplan las desigualdades 
ly AN < 8 j=1,2,- 
Esto es posible, puesto que las funciones y, = ¢/x 
sistema (42.5) son continuas en el punto x, 


Adm 1,2, a 7, del 
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En virtud de lo demostrado, para cualquier punto x del entorno áycúbico del 
punto x, es decir, para todo punto x = (xy, ... , x„) tal que 


ig- AM < Spi = l, 2... 2, 


Pra 10) = PO, ++ PAD, 


es decir, en el entorno citado del punto x(% las funciones py, ... , 9, 47 + 1 50n de- 
pendientes. 

Análogamente se demuestra también la dependencia de cada una de las fun- 
ciones py z» =+ » O GE P1, --- + 9, En cierto entorno del punto x. O 

Al igual que la condición necesaria para la dependencia de las funciones, las con- 
diciones suficientes pueden enunciarse también en términos de los gradientes, Para 
simplificar, limitémonos al caso en quer = m — 1. 

Si los gradientes Vey, ... , V9_ son linealmente dependientes en todo punto de 
la región G, entonces, cualquiera que sea el punto x e Gen el que m — 1 de los gra- 
dientes mencionados son linealmente independientes, existe un entorno suyo en el 
cual las funciones $, ... , P. son dependientes, Además, si, por ejemplo, los gra- 
dientes Toy, ...., YOn - 150N linealmente independientes en el punto dado y, por lo 
tanto, el gradiente Y, en él es una combinación lineal de ellos, entonces en el en- 
torno mencionado la función ¥„ depende de las funciones y, ... + Pm ~ y 

¡Conviene far la nención ca que las condlcicads eicioñtes para la dependencia 
de las funciones, establecidas aquí, tienen un carácter local, a diferencia de los resul- 
tados del punto anterior que son de carácter global. Esto significa lo siguiente: si un 
sistema de m funciones continuamente derivables (42.1) es dependiente en el con- 
junto abierto G C R", entonces, de acuerdo con el teorema 1 del p. 42,1, en rodo 
punto dé dicho conjunto el rango de la matriz de Jacobi de este sistema es inferior a 
m (Correspondientemente, si por lo menos en un punto del cunjunto G el rango de la 
matriz que se considera es igual a m, el sistema es independiente en fodo el conjunto 
G). En cuanto al teorema 2 de este punto, se debe decir.que éste sólo afirma que si 
en algún punto x® e G se cumplen sus condiciones, el sistema dado de funciones 
será dependiente sólo en cierto entorno del punto citado (y no en todo el conjunto 
G). De este modo, efectivamente, la afirmación del teorema 2 tiene un carácter lo- 
cal. 

Diremos, además, que si en todo punto x'? del conjunto abierto O se cumplen 
las condiciones del teorema 2, entonces, naturalmente, en este caso, el sistema de 
funciones en consideración será dependiente en cierto entorno de todo punto. No 
obstante, el teorema 2 no garantiza que dicha dependencia será la misma en todos 
los entornos indicados, es decir, del teorema 2 no se infiere que en diferentes puntos 
ünas mismas funciones serán dependientes de las otras y que las funciones $ que 
“ristalizan en realidad” la dependencia de unas mismas funciones, consideradas en 
distintos entornos, serán coincidentes en los puntos de intersección de estos entor- 
nos. Por consiguiente, del teorema 2 no se infiere ni mucho menos que el sistema de 
funciones que satisface las condiciones de este teorema en todos los puntos x1 del 
conjunto G será dependiente en todo el conjunto G en su total en el único sentido, 
es decir, en el sentido de la definición 1. Esto precisamente sirve de testimonio de 
que el teorema 2 no lleva el carácter global. 


será válida la identidad 
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Observemos que existe un acceso algo más general al concepto de dependencia 
de las funciones que permite construir la teoría global de este problema, sin embar- 
80 no nos detendremos en ello. 

Ejemplo, Examinemos un sistema de funciones 

u=sen(i+ y) 


(42.12) 


y = cos + y), 


El jacobiano de este sistema es nulo en todo el plano 


cosway) coset) o, 
sen (e + y) — sen (x + y)! 

y, como es fácil de ver, el rango de la matriz de Jacobi de este sistema es igual a uno 
en todos los puntos del plano. 

Según el teorema 2, las funciones (42.12) son dependientes en el entorno de cada 
punto del plano. En el caso dado la dependencia de las funciones se halla fácilinente 
en la forma explícita, por ejemplo, en el conjunto abierto de los puntos para 
los cuales cos (x + y) > 0, ella puede ser dada por la fórmula y = eA 


Ejercicios. 1. Sean u =è +y? +p, vay tyta emy +. De 


muéstrese que las funciones u, v, w son dependientes y hállese la ecuación que expresa su de- 
pendencia. 

2. Investíguese la cuestión sobre la dependencia de las funciones u = ¿2 + p? + 8, 
vmi, wa ttn +PZ e tyto + SE 

Problema 28. Una función u = u(x, y) se denomina armónica en una región plana, si en 
todos los puntos de esta región satisface la ecuación Au = O (véase (4).109)). Demuéstrese 
que dos funciones armónicas son dependientes en una región plana cuando, y sólo cuando 
son linealmente dependientes. 


$ 43. EXTREMO CONDICIONADO 


49.1. CONCEPTO DE EXTREMO CONDICIONADO 
Supongamos que en un conjunto abierto G C R” vienen definidas las funciones 
1% i= 1,2, nm, (43.1) 


X = (yy u» Xp) € G. Designemos mediante X un conjunto de los puntos x € G, 
donde todas las funciones f, i = 1, 2, ... , m se reducen a cero: 


X= bei 00) = 0,5 1. «mx € Gl. (43.2) 


Las ecuaciones 


10 = sas (6.3) 


se llamarán ecuaciones de conexión (enlace). 


76429 
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Definición 1. Sea y = fx) una función definida en G. El punto X e X se lia- 
ma punto de extremo condicionado") de la funcion f (x) respecto de las ecuaciones 
de enlace (43.3) (o si se cumplen dichas ecuaciones), siempre que es un punto de 
extremo ordinario de esta función al considerarse ésta sólo en el conjunto X (vtase 
el p. 40.1). 

En otras palabras, el valor de la función /¿(x) en el punto x‘ se compara aqui no 
con todos los valores suyos en un entorno suficientemente pequeño de este punto, 
sino sólo con los valores en los puntos pertenecientes, a la vez, al mencionado ente 
no suficiente pequeño y al conjunto X. Al igual que en el caso de los extremos ordi- 
narios, podemos, desde luego, considerar ¡los puntos de extremo simplemente con- 
dicionado y los de extremo estrictamente condicionado. 

Ejemplos. 1. Consideraremos una función 


SaAy=2+ Y (43.4) 


y la ecuación de enlace 
x+y-1=0 (43,5) 
Hallemos el extremo condicionado de la función (43.4) para el caso en que se 
cumple la ecuación de enlace (43.5). De (43.5) tenemos y = 1 — x, de donde 
fat tl 
De este modo, cuando se cumple la condición de enlace, la función (43.4) es una 


función de una sola variable. Su extremo se halla de una manera elemental: igualan- 
do a cero su derivada (la condición necesaria de un extremo), obtenemos 


2 — 1 = 0, dedondex = i . En el punto dado la función que se considera, tiene, 
evidentemente, un mínimo (la función es un polinomio de segundo grado cuyo tér- 
mino mayor tiene coeficiente positivo). Al valor x = y + de conformidad con la 
ecuación de enlace (43,5), le corresponde y = 7 


Por consiguiente, en el punto (1/2, 1/2) la función (43.4) alcanza su minimo res- 
pecto de la ecuación de enlace (43,5). En el lenguaje geométrico esto significa que el 
Punto del paraboloide z = x? + y?, que se proyecta en el punto (1/2, 1/2), es el 
más inferior de todos sus puntos dispuestos por encima de la recta (43,5) (fig. 169). 
Este ejemplo muestra que un punto en el que la función alcanza su extremo condi- 
cionado; no es, en'el caso general, punto de extremo de esta función. 

2; Consideraremos la función f(x, y) = y? — x? y la ecuación de enlace y = 2r. 
Tenemos f(x, 2x) = 3x7, es decir, si se cumplen las ecuaciones de enlace, la fun- 
ción en conisideración es también una función de una sola variable y, evidentemen- 
te, alcanza su mínimo cuando x = © (fig. 170). De conformidad con la ecuación de 

enlace, al valorx = O corresponde el valor de y = 0, y, por lo tanto, la función f(x, 
y) = y? — x?: tiene en el punto (0, 0) un minimo condicionado respecto de la 
ecuación de enlace y = 2r. 


Se ha adoptado también el término “extremo relativo”. 


A 


A 


Wi 


del 


Fig. 169 

Cabe destacar que en este caso la propia función f(x, y) no tiene máximo ni 
mínimo en ningún punto del plano. De este modo, el ejemplo considerado muestra 
¿ue la función puede no tana us extremo, pero, para ciertas ecuaciones de enlace, 


¡pondremos que 
1) todas las funciones fo, fy» »»- „y 50n continuamente derivables en el conjunto 
Abierto G; 
2) en el punto x que se considera, los vectores Vf, ... , YJ, son linealmente 
independientes, es decir, el rango de la matriz de Jacobi 


Eos 


mid laca, 
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esigual am, o sea, al número de sus filas (las filas de la matriz de Jacobi son compo- 
nentes de los gradientes Yf), ... , V/m). 

De acuerdo con los resultados del párrafo anterior, esto significa que las fun- 
ciones del sistema (43.1) son independientes en cierto entorno del punto x, Por 
cuanto en un espacio n-dimensional no pueden haber más de n vectores linealmente 
independientes y el rango de la matriz no puede exceder del número de columnas, 
entonces, de la condición 2) proviene que m < n. 

Conforme a la condición 2), en el punto x al menos uno de los determinantes 
del tipo 

Wir 


qna 


es distinto de cero. Supongamos, para concretar, que en el punto x 
Mid o, (43.6) 
CE] 
Entonces, en virtud del teorema sobre las funciones implicitas (véase el 
sistema de ecuaciones (43.3) en cierto entorno del punto x = (x€ 
Puede resolverse respecto de las variables Xj, ..., Xy! 


41.3), el 
Eou 


(43,7) 


Al sustituir los valores de xı, ..., Xp, proporcionados por las fórmulas (43.7), 
en y = fga), es decir, al examinar la composición de las funciones fo Y + «+ + Pp 
obtendremos una función 


VEINO ma p Kad 


Pomi 1 ADA pe E 


jue está definida y es continuamente derivable en 


de n-m variables xm $ v 
, - 9) en el espacio (1 — m)-dimensional 


cierto entorno del punto x° = 
prem 

Como, de acuerdo con el teorema sobre las funciones implicitas, las condiciones 
(43.3) y (43.7) son equivalentes, resulta válida la siguiente afirmación. 

El punto x® es un punto de extreme condicionado (estricto) para la función 
Jo (%) respecto de las ecuaciones de enlace (43.3) cuando, y sólo cuando, X0 sea un 
punto de extremo ordinario (estricto) de la función (43.8). 

Si£(0) es un punto de extremo ordinario de la función g, será el punto estaciona- 
rio de esta función (véase el p. 40.1): 


dagh = o. wa 
Recordemos que la diferencial es una función homogénea lineal y el hecho de 
que ella es nula significa que es nula dicha función, cualesquiera que sean los valores 


de sus argumentos, en el caso dado, para cualesquiera dX 4 j» dXy 4 3» ++ + dX 
Esto es factible, evidentemente, cuando y sólo cuando, todos los coeficientes de los 
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mtk 
lan en el punto x, La condición (43.9) es necesaria para que en el punto x(% haya 
un extremo condicionado, 

De este modo, el método, basado en la resolución del sistema de ecuaciones 
(43.3), permite reducir el problema de búsqueda del extremo condicionado al 
problema, ya estudiado, sobre un extremo ordinario. Precisamente este procedi- 
miento se ha empleado en los ejemplos considerados más arriba, Sin embargo, re- 
sulta a menudo imposible o muy embarazoso expresar la solución del sistema (43.3) 
en términos de las funciones elementales, razón por la cual es deseable disponer de 
un método que permita hallar el extremo condicionado sin resolver el sistema (43.3). 
Tal método va expuesto más abajo, 


argumentos citados, es decir, las derivadas. 


=1,2 


m, se anu- 


43.2. MÉTODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE PARA BUSCAR 
LOS PUNTOS DE EXTREMO CONDICIONADO 


En este punto se supondrá que todas las funciones fo, fy, +=» + Sm 50N conti- 
nuamente derivables en el conjunto abierto O, 
Teorema 1. Sea x” un punto de extremo condicionado de la función fo, 
cumpliéndose las ecuaciones de enlace (43.3). En este punto los gradientes Ufo, 
Vf son linealmente dependientes, es decir, existen tales múmeros Ay 
> Am: de los cuales no todos son nulos, que 


MÍO + MÍ + o + AS = O- 43.10) 


Corolario. Si en el punto x® de extremo condicionado de la función fo respecto 
de las ecuaciones de enlace (43.3) los gradientes Yf, ... „VJ m SOn linealmente inde- 
pendientes, es decir, el rango de la matriz de Jacobi 


es iguala m, entonces existen tales Xy, ...., Am que en dicho punto 


+ E = (43.11) 


Ma 
es decir, Vf es una combinación lineal de los gradientes Ify, ... , YÍ m: 

En la forma coordenada esta condición tiene por expresión: para cualquier 
f=1,2,...,nenel punto xo 


(43.12) 


La función 
POE ao + . (43.13 
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donde los números Ay, \m satisfacen la condición (43.12), se Mama función de 
Lagrange del problema rm y los propios números, multiplicadores de 


La condición (43.12) significa que si x es un punto de extremo condicionado 
dela función fy respecto de la ecuación de enlace (43.3), será punto estacionario pa- 
ra la función de Lagrange, es decir, 


(43.14) 


Antes de demostrar el teorema aclaremos su sentido y mostremos cómo usarlo 
para la obtención de los puntos de extremo condicionado. Ante todo fijamos la aten- 
ción en que en la función del tipo (43.13), para los números arbitrarios Ay, -.. , Ap 
cualquier punto de su extremo condicionado es a la vez el punto de extremo condi- 
cionado dela función de partida fọ, y viceversa. Elijamos tales valores de Ay, ..., y 
que se cumplan las condiciones (43.12), es decir, que el punto dado de extremo con- 
dicionado resulte ser también el punto estacionario de la función (43.11). 

Para la obtención de los puntos de extremo condicionado, conviene considerar 
un sistema den + m ecuaciones (43,3) y (43. 10) respecto de las incógnitas xP. 7 
X, Ays «<> » Ay y resolverlo (sí esto es factible), hallando x[?, ... xD y eliminan- 
do, cuanto sea posible, yy... „Aw: El teorema enunciado afirma que todos los pun- 
tos de extremo condicionado estarán entre los puntos (d?, ... 
de este modo. La cuestión de qué puntos entre los mencionados serán realmente 
puntos de extremo condicionado requiere unas investigaciones adicionales; algunos 
razonamientos referentes a esta cuestión serán aducidos en el p. 43,58. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Demostremos una afirmación que es equivalente 
al teorema: si en el punto x(% = (xf, .... „xi que satisface las ecuaciones de enla- 


bl IL) =0,k = 1,2,....M, (43.15) 


los gradientes V/p, Vf» ... , V/m SOn linealmente independientes, entonces x(% no 
es el punto de extremo condicionado. 
Asi pues, sean Vfo Vy» --. + V/m linéalmente independientes y, por consiguien- 


te, el rango de la matriz de Jacobi (5).- 0,1,- mis 1,2. ,0,85 


igual a m + 1: Entonces, en dicha matriz existe un menor de orden m + 1 distinto 
de cero. Para concretar, convengamos en considerar que el menor se ha formado 
Por las primeras m + 1 columnas, es decir, 


(43.16) 


El conjunto G es abierto, por lo cual existe tal ô > O, que para todo 5, 
0< 8 < ög el cubo 


-4M <b, i= 1,2 an) 
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se dispone dentro de G y, por ende, en este cubo están definidas todas las funciones 
Sofy Sw 
Fijemos xm + 2 = 


Xp = XP e introduzcamos las designaciones 
X= pom 0 
q ROSAS ¿md 
Obviamente, las funciones f4, ~». ¿Xin $ Da z = ASA O, 1, e aș, 
están definidas y son continuamente derivables en todo punto de Qg * 1. Consides 
raremos una aplicación d- -OP * 1 = Rm + 1 definida por las fórmulas 
2 = fdn 54) 
Y Sí a (43:17) 


» 


Imsa 
En vista de (43.16), para el punto x*® = (47, .…. x1, ,) tenemos 
Wos Syr +++ Sm) +0, 
war Wenay Am D lra O 


y debido a (43.15), 
TN 

Por ello, (véase el teorema 7 en el p. 41.8 sobre la invertibilidad local de la apli- 
cación continuamente derivable en un punto, donde su jacobiano es distinto de ce- 
10) existe tal £ > O que en el entorno 
V= ba Ono Ima DED IA! < e, dy < e J=2,3,0.m+ 1) 
(fig. 171) está definida una aplicación inversa respecto de P, y, por lo tanto, en cual- 
quier punto de este entorno se aplica algún punto de Q7" 

En particular, puesto que para cualquier y, O < n < e, tiene lugar la inclusión 
YD) + n, 0,..., 0) € V, entonces en el cubo Qf' * ! existen los puntos 
xea Gi PEH = e +X,y + y) que, realizándose la aplicación €, 
se aplican en los indicados del entomo V: 

e” = veoh +a 

Si ponemos, para abreviar, x- i ” 
(O, entonces en la inscripción coordenada 


SA > SA, 


0,k=1,2,...mx e O} 


IAE) = IIE — 9 < 100, 
Sax”) =0,k =1,2,...,m,x" € Q 
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Fig m 


Puesto que ô > 0, 0 < 5 < 8,, es arbitrario, esto es indicio de que x1% no es el 
punto de extremo condicionado. 

DEMOSTRACIÓN DEL COROLARIO. Silos vectores V/;, ...., V/m son linealmente 
independientes, en la igualdad (43.10) tenemos Ay * O, puesto que si fuera Ay = O, 
los vectores mencionados serían, en virtud de (43.10), linealmente dependientes. Al 
dividir ambos: miembros de (43.10) por Ay, obtendremos una igualdad del tipo 
(43,11). O 


43,3*, INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DEL MÉTODO DE LAGRANGE 


Daremos ahora algunas explicaciones geométricas al teorema 1. Considerare- 
mos, para no complicar, el caso de un extremo condicionado de la función de dos 
variables z = f(x, y) verificándose la ecuación de enlace p(x, y) = O. 

Supongamos que las funciones f y y son continuamente derivables en el entorno 


del punto (yy) To kyy) = CAE + Oy ely = 0. En vis- 


ta de la condición Y $ (xg Yg) + 0, de acuerdo con el teorema sobre las funciones 
implícitas, la ecuación p(x, y) = Oen el entorno del punto (xp, yo) define cierta cur- 
va suave cuya representación explicita tiene por expresión o bien y = y(x), o bien 
x = xu). Por cuanto nos interesan sólo los puntos suficientemente próximos a xq, 
Yo), la curva mencionada se llamará simplemente curva p(x, y) = 0 (es decir, en 
tras palabras, en lo que sigue se considerará siempre la restricción de las funciones 
Sy e al entorno indicado del punto (xo Yo) 

El gradiente Vp(Xy, Yo) es una normal a la curva p(x, y) = Oen el punto (xp, Yo) 
(P. 20.6). Designemos con 7 el vector unidad tangente aria curva p(x, y) en el punto 
(xo Ya). Supongamos, para concretar, que la curva en consideración se da por la 
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Fie 172 Fig. 173 


ecuación y = y(x), Si el punto Grgs 7o) es un punto de extremo condicionado, enton: 

ces xges un punto de extremo ordinario para la funcion g (x) Y fọ, gix) (véase el p- 

43.1), y, por lo tanto, 8 (+) = O, es decir, la derivada de la función f en el punto (xp, 

Yp sean la dirección de a curva p(x, y) = 0, o bien, que es Jo mismo (veas ep. 
.7), según la dirección del vector 7, es igual a cero 


Yo yO pa 
SS) 


Esto significa la ortogonalidad del gradiente V/(xy, yy) y del vector tangente r, lo 
que es equivalente al carácter colineal de los vectores V/(Xy, Y) Y Velo Yo): 


Vao Yo) = Nelko YO), 


es decir, se cumple la condición (43.11). El cumplimiento de esta condición en el 
punto de extremo condicionado puede explicarse también de otro modo. Sea f (xg, 
Y) Y c. Si en el punto (y, yy) no se cumple la condición (43.11), es decir, cuando 
los gradientes V/ y Vø no son colincales, esto significa que en dicho punto Y/ « 0 y 
la línea de nivel f(x, y) = c corta en este punto la curva lx, y) = 0, haciendo con 
ésta cierto ángulo a, distinto de O y x (fig. 172). Por eso en todo entorno suficiente- 
mente pequeño del punto (xp, ya) una parte de la curva p(x, y) = O resultará ser dis- 
puesta en el dominio. f < c (“en el dominio de los valores menores”) y otra parte, en 
el dominio.f > e (“en el dominio de los valores mayores”). Esto significa que en el 
Punto (xo, Yo) no hay extremo condicionado de que se trata, 

En el caso en que los vectores V/ y Ve sean Colincales, V/ = AV, una parte de 
la curva p (x, y) = O puede pertenecer a cierto entorno del punto (Xp, yo), 
integramente dispuesto en el dominio de valores menores f < c (fig. 173) o bien en 
el dominio de valores mayores f > c. En este caso en el punto (Xy, Yọ) se alcanza un 
extremo condicionado. 

Sin embargo, siendo cotineales los vectores V/ y V la curva y (x, y) = O puede 
también disponerse en cualquier entorno suficientemente pequeño del punto (x 
y), con la particularidad de que una parte de dicha curva se dispondrá en el domi- 
nio de valores menores y la otra parte, en el de valores mayores de la función / (fi 
174); en este caso en el punto (xo. Yo) tampoco habrá extremo condicionado. Una 
tuación semejante aparece, por ejemplo, cuando las curvas f(x, y) = € y o (x, 
Y) = Otienen en el punto (xy, yo) una tangente común, con la particularidad de que 
la curva f(x, y) = c está dispuesta en un entorno suficientemente pequeño del pun- 
10 (Xo Yo) Por un lado de la tangente mencionada, mientras que la curva y (x, 
y) = O sufre inflexión en dicho punto, pasando de un lado de la tangente al otro 
lado. 
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Lo dicho aclara aquella circunstancia que (43.10) es una condición necesaria pa- 
ra que haya extremo condicionado, pero no suficiente. 

Los razonamientos geométricos aducidos referentes a la cuestión acerca del 
extremo condicionado quedan válidos también en el caso multidimensional. 


43.4%. PUNTOS ESTACIONARIOS DE LA FUNCIÓN DE LAGRANGE 

Se dará aqui la descripción de los puntos estacionarios de la función de Lagran- 

ge (43,13) por medio de la función 20m + y» --- +) introducida en el p. 43.1 (véase 

(43.8). Demostremos previamente un lema sencillo conocido del curso de álgebra li- 
meal. 

Sea dado un sistema de ecuaciones homogéneas lineales 


Opty + a + dga = 04 1,2, a .M, (43.18) 
y una ecuación homogénea lineal más 
Dx +... + dx, = O. (43.19) 


El sistema de ecuaciones obtenido por adición de la ecuación (43,19) al sistema 
(43.18) se denominará sistema ampliado (43:18)—(43.19). 

Lema. Para que el sistema ampliado (43.18) — (43.19) sea equivalente al sistema 
básico (43.18), es necesario y suficiente que la ecuación (43.19) sea una combinación 
lineal del sistema de ecuaciones (43.18). 

Corolarlo. Para que la ecuación (43.19) sea una combinación lineal de las 
ecuaciones (43.18) o bien, que es lo mismo, pàra que el vector 


bE (bys a rba) (43.20) 
constituya una combinación lineal de los vectores 
a lay... ragh i = 1,2... pm, (43.21) 


2s necesario y suficiente que toda solución del sistema (43.18) sea la solución de la 
ecuación (43.19). 

DEMOSTRACION DEL LEMA. Supongamos que el rango de la matriz (a) de los 
coeficientes del sistema (43,16) es igual a mọ. Es evidente que my < m. Simp < m, 
entonces m — my ecuaciones del sistema (43.18) son combinaciones lineales de las 
demés. Al desechar aquellas m — m ecuaciones lineales que son combinaciones li- 
neales de las restantes, obtendremos un sistema de mp ecuaciones linealmente inde- 
pendientes equivalente al sistema (43.18), con la particularidad de que la ecuación 
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(43.19) constituye una combinación lineal de las ecuaciones del sistema (43,18) 
cuando, y sólo cuando, es una combinación linca! del sistema mencionado formado 
por mọ ecuaciones restantes. Por eso, desde el mismo principio convengamos en 
considerar que m = mo, es decir, que el rango de la matriz (ay) de los coeficientes 
del sistema (43.18) es igual a m, es decir, al número de ecuaciones de este sistema. 

Supongamos que los sistemas (43.18) y (43.18) — (43.19) son equivalentes. Esto 
significa que los espacios de sus soluciones coinciden, Por cuanto todas las 
ecuaciones del sistema básico (43.18) figuran en el sistema ampliado (43.18) — 
(43.19), toda solución del sistema ampliado será también la solución del sisterha'bá- 
sico, es decir, el espacio de soluciones del sistema ampliado está contenido en el es- 
pacio de soluciones del sistema básico. Por consiguiente, la coincidencia de estos es- 
pacios equivale a la igualdad de sus dimensiones. 

La dimensión s del espacio de soluciones de un sistema de ecuaciones homogtne» 
as lineales es igual, como se sabe, al número de las incógnitas n de dicho sistema, del 
cual se ha sustraído el rango r de la matriz de los coeficientes del sistema: 
s= n = r. De aquí se deduce que la equivalencia de los sistemas (43.18) y 
(43.18) (43.19) implica la igualdad de los rangos de sus matrices. El rango de la 
matriz de los coeficientes del sistema (43.18) es igual, por hipótesis, a m, es decir, los 
vectores (43,21) son linealmente independientes. 

El rango de la matriz de los coeficientes del sistema ampliado (48.18) — (43.19), 
de acuerdo con lo expuesto en nuestras condiciones, es también igual a m. Por ello, 
los vectores (véanse (43.20) y (43,21)) 

D, Op... + Om (43.22) 


son linealmente dependientes. Esto es indicio de que b es una combinación lineal de 
los vectores 2, ... ap 

Efectivamente, la dependencia lineal de los vectores (43.22) significa que existen 
tales números fig, ji), -++ y Aim MO todos nulos, que 

Mb + may + an + nt = O. (43.23) 
Aquí, a ciencia cierta, ug + O, puesto que de lo contrario los vectores ay, ... , am 
resultarian ser linealmente dependientes. Al dividir la igualdad (43.23) por sy, llega” 
mos a que b es una combinación lineal de los vectores ay, ... , Am. 

Viceversa, si b es una combinación lineal de los vectores (43.21), entonces los siè- 
temas de vectores (43.21) y (43.22) tienen cada uno exactamente m vectores lineal- 
mente independientes, es decir, los rangos de las matrices de los coeficientes de los 
sistemas de ecuaciones (43.18) y (43.18) — (43.19) son iguales. 

Asi pues, la condición de que el vector ò es una combinación lineal de los vecto- 
res (43,21): ES 


May + mo. + Ay 


es equivalente a la igualdad de rangos de las matrices de los coeficientes de los siste- 
mas básico y ampliado en consideración y, por consiguiente, significa su equivalen- 
cia. O 

La afirmación del corolario proviene seguidamente del lema, ya que los sistemas 
(43.18) y (43.18) — (43.19) son, evidentemente equivalentes cuando, y sólo cuando, 
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toda solución del sistema (43.18) es, a la vez, la solución del sistema (43.19); las de- 
más ecuaciones de estos sistemas son simplemente coincidentes. O 

OBSERVACIÓN 1. El lema demostrado y sus corolarios tienen una sencilla in- 
terpretación geométrica en el espacio vectorial euclídeo n-dimensional R”, es decir, 
en un espacio n-dimensional provisto de un producto escalar. Haciendo uso de la 
designación del producto escalar, el sistema (43.18) puede escribirse en la forma 


(apx) =0,4=1,2,....M, (43.24) 
y la ecuación (43.19), en la forma 
$x) =0, (43.25) 


donde los vectores a, 
X= blo eo + pde 

El conjunto de toda una serie de combinaciones lineales de los vectores a,, ... 
«+ +4, forma un subespacio del espacio R" y se denomina subespacio tendido sobre 
dichas vectores. Desigrémoslo Z (a, 00). 

El conjunto de soluciones del sistema (43-24) se compone de todos los vectores x 
ortogonales al subespacio 4 (4. --. , 4). Designemos este conjunto de soluciones 
con T. Es también un subespacio del espacio R”. 

Los subespacios L Y 4a,, ... ,4,,) y T se denominan complementos ortogona- 
les uno al otro en el espacio R°. 

Dado que L = Aa, ... + Am), la representación del vector b en forma de una 
combinación lineal de los vectores 4, es equivalente a su pertenencia al sub- 
espacio L del espacio R": b € L. Esta condición es equivalente, a su vez, a la orto- 
gonalidad del vector b al subespacio 7: 5 1 T, la que significa que para todox € T 
tiene lugar la igualdad (5, x) = 0, es decir, que toda solución x del sistema (43.24) es 
la solución de la ecuación (43.25). Esto es precisamente la afirmación del corolario 
del lema. 

OBSERVACIÓN 2, Recordemos un método por medio del cual pueden obtenerse 
todas las soluciones de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales. Supongamos 
que el sistema (43.18) se compone de las ecuaciones lincalmente independientes. En 
esté caso el rango de la matriz de sus coeficientes es igual a m. Esto signifia que 
existe un menor de dicha matriz de orden m, distinto de cero. Sea, para concretar, 


En este caso todas las soluciones del sistema (43.18) pueden obtenerse, fijando ar- 
birarinmente las últimas n — m coordenadas del vector (x, .. , x,). Las coordenadas 
restantes se obtienen univocamente del sistema de ecuaciones (43.18). En efecto, to- 
memos una solución arbitraria (x$, ... , 40) del sistema (43.18). Realizada la susti- 
tución Xp p p A ps xx) en (43.18), se obtendrá un sistema de m 
ecuaciones lineales (con m incógnitas x}, ... , Xm) tal que la matriz de los coeficien- 
tes de este sistema es regular, en virtud de la condición (43.26). Por esta razón exis- 
ten los únicos valores x,, ... , Xẹ que satisfacen el sistema obtenido. Por cuanto 
oP, nyg foe am la solución del sistema (43.18), se tiene x, = x{, 
Xp = 9. 


an y b están definidos en (43.20) y (43.21), mientras que 


ee | +o (43.26) 


Im == Omm 
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Pasemos ahora al análisis de los puntos estacionarios de la función de Lagrange. 
Teorema 2. Supongamos que las funciones fo, f, -.. „f „ SOn continuamente de- 
rivables en la región G C R", x® € G, 


16) =0,¿=1,2,...,m, 


y el rango de la matriz de Jacobi de las funciones f,, ... , f „ en el punto x® es igual 
am. Para que en el punto x% HO) el gradiente Vf sea una combina- 
ción lineal de los gradientes Y, Ím €s necesario y suficiente que el punto 
Epes xO) sea estacionario para la funcion ghd = 
= Bm a po 000» X) (vénse (43.8) 
Recordemos que si en el punto x'® el gradiente V/, es una combinación lineal: 
Vo = NIN + ao + nf (43.2 


de los gradientes V, ...., Y/n, esto es equivalente a que existe una función de 
Lagrange 


Pto MM o Afm (43.28) 
para la cual el punto x'® es estacionario: 
A (43.29) 


Esta es simplemente una inscripción coordenada de la condición (43,27), pues, en 
virtud de (43.28), 


ELN DA 
< DE E e E B 
a a a, vid di 


DEMOSTRACIÓN. Por hipótesis, el rango de la matriz de Jacobi del sistema de fun- 


ciones fy, .-- , fm en el punto x es igual a m, Convengamos en considerar, para 
concretar, como en el p. 43.1, que 


lo, 43.30) 
oy, ean) o) 


primera diferencial respecto de la elección de las variables, llegamos a que en el pun- 
10 x00 se cumplen las igualdades 
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donde drm + y» --- dx, son arbitrarios, mientras que dx, ...., dx, se hallan a partir 
de las fórmulas (43.7), De este modo, el vector 


E s dx Btm g pe =+ o Aa) (43.32) 


es la solución del sistema homogéneo lineal (43.31). 

Cabe notar que en virtud de la condición (43.30), los valores de dx, LA 
para dy 4 y» » dx, dados, se hallan también univocamente del sistema (43.31). 
De la observación 2 se infiere, además, que mediante el método indicado se ob- 
tienen todas las soluciones del sistema (43.31). 

El carácter estacionario del punto 20) para la función g) = gm + je -++ > Xp) 
significa que de(£') = O. Por ser invariante la forma de la primera diferencial, esta 
igualdad puede escribirse más detalladamente como sigue 


Yo DA Ye dfo 

dn, + n a, dim p to + ax = 0, (43.39) 
nar Tea nt Tna 1 EN wen 
donde dym + 1»: , dx, pueden prefijarse de modo arbitrario, mientras que 


Xy, ....; 4%, 3€ deben hallar de las fórmulas (43.7), o bien, que proporciona el mis- 
mo resultado, de las fórmulas (43.31). En otras palabras, cualquier solución del sis- 
tema de ecuaciones (43.31) es, a la vez, la solución de la ecuación (43.33). Conforme 
al corolario del lema, esto resulta posible cuando, y sólo cuando, la ecuación (43,33) 
es una combinación lineal de las ecuaciones del sistema (43.31), es decir, cuando 
existen tales números Ay, +. + Ay QUE 


Lo = NIS, + e + AL: D 


OBSERVACIÓN 3. De acuerdo con la observación 2, la totalidad de todas las solu- 
siones del sistema de ecuaciones (43.31) forma un subespacio T del espacio R" que 
es un complemento ortogona) al subespacio L = -AY/;»... » Y fp). Todo vector 
y ET es ortogonal respecto de cualquier gradiente Y, por lo cual Será natural Ila- 
marlo vector tangente en el punto x® a la hipersuperficie //60) = 0, la cual repre- 
senta un conjunto de nivel (véase $ 19) de la función fp i = 1, ... , M. 

De este modo, el espacio de soluciones T del sistema (43.31) se compone de los 
vectores tangentes simultáneamente a todas las hipersuperficies f(x) = 0, 
1 = 1, ..: „m,y por esta razón lo llaman espacio tangente de la intersección de t0- 
das las hipersuperficies 0) = 0,1 = 1,2, ... „m. Recordemos que los vectores del 
espacio taugente 7, es decir, las soluciones del sistema (43.31) han sido designados 
mediante dx (43.32). 

Puesto que, de acuerdo con el teorema 2, en el punto de extremo condicionado 
tiene lugar la inclusión 

OE L= Afis o do 


se tiene 

Wa tT. 
En otras palabras, el gradiente V/, es ortogona) simultáneamente a todas las tan- 
gentes dx a las superficies /6x) = 0, i = 1,2, 

fp dx) = 0 
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(ésta es otra notación de la ecuación (43.33). es decir, el gradiente VJ es perpendi- 
cular al espacio tangente 7 en el punto x%. Pero el conjunto de todos los vectores 
ortogonales a Vf, forma un subespacio (n — J}dimensional Tg, denominado espi 
«lo tangente a la hipersuperficie fax) = J040). En virtud de lo dicho anteriormen- 
te, cada vector de T, siendo ortogonal al gradiente Vf, pertenece a Ta, es decir, 
TE TE 

Asf pues, six es un punto de extremo condictonado, entonces T C: To es de- 
cir, el espacio tangente en el punto x® de intersección de todas las hipersuperficies, 
definidas por las ecuaciones de enlace, esté contenido en el espacio tangente en el 
mismo punto de la hipersuperficie fox) = LL), 

OBSERVACIÓN 4. Del teorema 2 se deduce una.vez más el corolario del teorema 1. 
Efectivamente, si x es un punto de extremo condicionado, entonces £6 será el 
punto de extremo ordinario para la función g (véase ct p.. 43.1) y; por consiguiente, 
su punto estacionario. Por ello, de acuerdo con ei teorema 2, x% esel punto estas 
cionario para la función de Lagrange, es decir, se cumple la condición (43.29). 


49.5*. CONDICIONES SUFICIENTES PARA LOS PUNTOS 
DE EXTREMO CONDICIONADO 


En este punto se supondrán también vigentes todas las suposiciones impuestas 
en las funciones fo y fp Í = 1,2, .. , m, en el p. 43.1. Sea 
Fafr EM, 


una función de Lagrange (véase (43.13)) para la función /o y las ecuaciones de enlace 
(43.3). Supongamos que x € G satisface las ecuaciones de enlace (43.3) y es un 
punto estacionario de la función de Lagrange, es decis, un punto cuyas coordenadas 
satisfacen el sistema de ecuaciones (43.12) y (43.3). Nuestro objeto es la obtención 
de un método, por cuyo intermedio se pueden establecer las condiciones suficientes 
para que x sea punto de extremo condicionado del problema en consideración. 
Observemos ante todo que si el punto x € G satisface las ecuaciones de enlace 
(43.3), entonces 
Afo = 102) — LU) = Fix) — PO) = AF. (42.34) 


De aquí se ve en seguida que si x° es un punto de extremo habitual. para la función 
F, es decir, si AF no cambia de signo en cierto entorno del punto x”, entonces xt? 
es el punto de extremo condicionado para la función fọ. 

En efecto, de (43.34) se deduce en este caso que el incremento Af, para los valo- 
res admisibles de x, es decir, para aquellos que satisfacen las ecuaciones de enlace, 
tampoco cambia de signo. Esta condición suficiente impone, sin embargo, una 
restricción demasiado fuerte sobre el comportamiento de la función de Lagrange 
FW) en el punto considerado: ésta debe tener extremo ordinario, lo que hace muy 
estrecho el dominio de la aplicación eventual de la condición indicada en la resolu- 
ción de los problemas. Por esta razón parece conveniente obtener un criterio sufi- 
ciente más general para un extremo condicionado. 
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Supongamos que x = (f”, ... , x£) satisface las ecuaciones de enlace (43.3). 
Volvamos a considerar la función (43.8), es decir, una función PO) = g&n + y 
mre Xade 2 Om y 19 =t + Xp): QUE se obtiene de foir) = Sul .-- » Xp) 8 condi- 
ción de que xy, ...y X, 50n funciones de las variables Xm + 1, «+ Xy, determinadas 
por las ecuaciones de enlace (43.3) en cierto entorno del punto x. Supondremos 
adicionalmente que fox) y fx) i = 1,2, ... „M, son dos veces continuamente deri- 
vables en el punto x®, ñ 

Se ha notado más arriba (véase el p. 43.1) que x(% es un punto de extremo condi- 
cionado (estricto) para la función fox) respecto de las ecuaciones de enlace (43.3) 
cuando, y sólo cuando, 2% = WO, ,... , x es un punto de extremo ordinario 
(estricto) para la función g(x). Por eso,si, por ejemplo, en el punto x(% la función 
g(x) satisface las condiciones suficientes para la existencia de un extremo estricto, en 
este punto la función /p(X) tendrá extremo estricto condicionado respecto de las 
ecuaciones de enlace (43.3). Las condiciones suficientes para un extremo estricto or- 
dinario se han obtenido anteriormente (véase el teorema 2 en el p. 40.2). Para 
nuestro caso tienen por expresión 


AN (43.35) 
2) la segunda diferencial A 
to E ED as, (43.36) 


rs Ax, 


es una forma cuadrática definida positiva o definida negativa. 

Si se cumplen estas condiciones, X es un punto de minimo estricto o de máxi- 
mo estricto para la función g(x). En virtud de lo expuesto anteriormente, las condi- 
ciones mencionadas son también suficientes para que x sea un punto de mínimo 
(máximo) estricto condicionado para la función f(x) respecto de las ecuaciones de 
enlace (43.3). No obstante, no son cómodas para el empleo práctico, pues requieren 
que se conozca la función g(£). Por ello, partiendo de las condiciones suficientes ob- 
tenidas de un extremo estricto condicionado, que se expresan mediante la función 
80%), llegaremos a las condiciones suficientes del mismo extremo, pero expresadas 
esta vez sólo en términos de la función de Lagrange y las ecuaciones de enlace. 

Observemos ante todo que en virtud de la condición (43.6), el sistema (43.31) es 
resoJuble y, además, univocamente respecto de dx, ... , dt, siendo fijadas ar- 
Curasamentedin a y » dry, El sistemna (0.30 que expresa la igualdad a cero de 
las diferenciales de las funciones x) en el punto x: 

=01=1,2,...,m 

cuando se cumplen las condiciones (43.3), se escribirá en la forma breve 


df =0, (43.37) 


dondef = Vis ws sfm): 
Sea x™ un punto estacionario para la función de Lagrange F(x) (véase (43.13). 


Esto significa que dF = O, es decir, que en este punto V/, + Y Vf = 0. 


4. 


Condiciones suficientes pare los puntos de extremo u3 


En el teorema 2, p. 43.4*, se ha mostrado que en este caso 3% es un punto esta- 
cionario para la función 2(%), es decir, 


O] (43.38) 
Expliquemos una vez más la deducción de esta fórmula y mostremos que 
PERO) PEN y o (43.39) 


Esta igualdad debe entenderse como una igualdad de las funciones de n — mm variables 
+ dx, En el segundo miembro de la igualdad (43.39)1as variables restan- 
+ dx, que figuran en las expresiones de las diferenciales escritas, se de- 
terminan a partir del sistema de ecuaciones (43.37) o bien, que es lo mismo (véanse 
las fórmulas (43.7)), 


A AN A E 


Aprovechando In invariación de la forma de la primera diferencial respecto de la 
elección de las variables y la fórmula (43.5), tenemos 


o YB 
O) am La 
we p i 
Sumemos a esta igualdad la suma (igual a cero) de los primeros miembros de las 
identidades (43.31) multiplicadas, respectivamente, por las constantes A, que ìn- 
tegran la función de Lagrange Fx) (con más precisión, la /-£sima igualdad (43.31) se 
multiplica por la constante A). Luego, al hacer uso de la condición (43.13), ob- 
tendremos 


ues E po- É wl as 


i An 


La afirmación (43.38) queda demostrada. 
La igualdad (43.39) se demuestra del modo análogo. Escribamos, ante todo, ta 
segunda diferencial para la función g(2) en el punto 2%: 
Pl n a] 
Ao = dy + E dh 
aa kn e 
Luego, al haber derivado las identidades que se obtienen como resultado de derivar 
las ecuaciones de enlace (43.3), es decir, las identidades 


Y, LA 
Lar a 0 1,2, 


ax, 2 
tendremos en el punto x°»: 
> PO, ago 
E di + de = 0. i= 2... (43.4: 
E fte ag TDi mo 4 
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Al multiplicar la ¿-ésima igualdad (43.41) por la constante Ay, que figura en la fun- 
ción de Lagrange F(x), sumemos las expresiones obtenidas al segundo miembro de 
a igualdad (43.40); en este caso tendremos 


oe E o E a 


donde dx, i = 1,2, ... , n, satisface el sistema de ecuaciones (43.37). Por cuanto el 
punto x% es estacionario para la función de Lagrange, el segundo miembro de la 
igualdad obtenida se reduce a cero y de este modo la fórmula (43.39) queda de- 
mostrada. 

Diremos que la forma cuadrática d "Fx? es cuadrática definida positiva (nega- 
tiva) de las variables dx, i = 1,2, ... , 7t, a condición de que estas variables satisfa 
cen el sistema de ecuaciones (43.37) siempre que para cualesquiera dx; 


2, ... » m, que satisfacen este sistema de ecuaciones y son tales que J) (dx)? > 
e 


«> 0, se verifica la desigualdad ¿2F(0) > 0 (BRO) < O, respectivamente). 


Supongamos que el punto x® satisface las ecuaciones de enlace (43.3) y es esta- 
cionario para la función de Lagrange (43.13) y supongamos también que la segunda 
diferencial de la función de Lagrange en este punto es una forma cuadrática defini 
da positiva (negativa) de las variables dx, ... , dx, a condición de que elas satisfa- 
cen el sistema de ecuaciones (43.37). Entonces, de (43.38) y (43.39) proviene que £(0 
es un punto estacionario para la función g(2) y que la segunda diferencial de esta 
función en el punto 2(% es una forma cuadrática definida positiva (negativa) de las 
variables dx y y ++» + Xp» Y, Por consiguiente, la función g(X) tiene en el punto 20 
un minimo (máximo) estricto; quiere decir que la función /¿(Y) admite en el punto 
x un minimo (máximo) estricto condicionado respecto de las ecuaciones de enlace 

(43.3). 
$ Bieno el resultado obtenido en forma del teorema. 

Teorema 3. Six® = (xP, ...., xD) satisface las ecuaciones de enlace (43.3) y es 
un punto estacionario para la función de Lagrange (43.13) y si la segunda diferen- 
cial de la función de Lagrange en este punto es la forma cuadrática definida positiva 
(negativa) de las variables dx... , dx, a condición de que éstas satisfacen el siste- 

ma de ecuaciones (43.31), entonces es un punto de mínimo (máximo) estricto 
condicionado para la función f respecto de las ecuaciones de enlace (43.3). 

De este modo, con el fin de investigar el extremo condicionado de un punto esta- 
cionario de la función de Lagrange (43.13), se debe analizar si es o no definida la 
forma cuadrática (43.39), es decir, examinar la segunda diferencial de la función de 
Lagrange en este punto, siendo cumplidas las condiciones de enlace (43,3) (cuando 
las diferenciales dx, i = 1, 2,... , n, están ligadas entre sí por las relaciones. 
(43.31)). En este caso hemos de tener en cuenta que si la segunda diferencial de la 
función de Lagrange en el punto que se considera resulta ser definida positiva (ne- 
gativa) sin que se cumplan las condiciones de enlace, lo será, por supuesto, cuando 
dichas condiciones se cumplan. 
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Supongamos, por ejemplo, que se requiere hallar los puntos de extremo de la 
función f(x, y) = xy, cuando el punto (x, y) se dispone en la recta x — y = 0, La 
función de Lagrange será, en este-caso, F(x, y) = xy — MX — y), y, como 
AF q aF 
+ Š, y 7 A + entonces para la determinación de los puntos esta- 
cionarios de la función Fx, y) que satisfagan las condiciones de enlace tenemos un 
sistema de ecuaciones 


x-y=0 
y+-%A=0, 
x+hA=0, 


de las cuales se desprende que x = y = À = 0. 

Investiguemos en el punto (0, 0) la segunda diferencial de la función F(x, y), 
siendo cumplidas las condiciones de enlace, es decir, cuando dx — dy = 0. Tene- 
mos 


@?F = 2dxdy, (43.42) 
y, por consiguiente, si se cumplen las condiciones de enlace, 
ES (43.49) 


es decir, la segunda diferencial (43.42), representando una forma cuadrática indefi- 
nida, se convierte, siempre que se cumplan las condiciones de enlace, en una forma 
cuadrática definida positiva (43.43). Por eso (0, 0) es el punto de minimo estricto 
condicionado para el problema que acabamos de considerar. Esto, además, se ve 
claramente de lo siguiente: a lo largo de la recta x — y = Ola función fix, y) = x» 
tomará la forma fix, x) = x?, admitiendo, evidentemente, en el punto x = 0 un 
mínimo estricto, 


Ejercicios: Hállence los puntos de extremo condicionado de las funciones con las 
ecuaciones indicadas de enlace: 


» 
hraž +” syen 
paty 


2 


nenet y 
a 


Luna adri y 2= 0. 
RA ARA 

unir yo24 li 202 =0. 

Hállese el valor máximo de la función z = xy en el circulo unitario x? + y? < 1. 
Inscribase en un circulo de radio dado un a-Ágano de área máxima. 

Represéntese el número a > O en forma de una suma de los sumandos x,.... .x, de un 
modo tal que el producto xp1x32... xZa (a, > O, = 1, ... , 1) asuma el valor máximo. 
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44.1. CONCEPTO DE VOLUMEN EN UN ESPACIO n-DIMENSIONAL 
(MEDIDA DE JORDAN). CONJUNTOS MEDIBLES 


Recordemos brevemente los conceptos principales relacionados con la definición 
de volumen n-dimensional (área, cuando m = 2) y demos a conocer la nueva defini- 
ción de volumen (medida) de un conjunto la que se diferenciará de la introducida 
antes (véase el p. 31.1). 

Sea R" un espacio euclideo n-dimensional (1 = 1,2, 3, Sus puntos se desig- 
harán, como siempre, con x = (xy, ... , Xp), donde xj, / = 1, 2, ... , n, son las co- 
ordenadas del punto x en cierto sistema de coordenadas fijado de una vez y para 
siempre. Fijemos un número entero no negativo k, (k = 0, 1, ...). Consideraremos 
el l-ėsimo eje coordenado (i = 1,2, ... „ n), es decir, un conjunto de puntos x cuyas 
coordenadas son x; = ... = Xy - y = Xy 4 1 = ¿9 = Xp = 0. Por los puntos del 
eje que tienen las coordenadas del tipo x; = 10m, m = 0, +1, +2, ... tracemos 
unos hiperplanos de dimensión n — 1 ortogonales al eje mencionado, El conjunto 
de todos los hiperplanos de esta índole construidos para todos los ejes coordenados 


Apd = 12. s engendra una famila de Ios cubos cerrados dimensional del 
tipo 
o= [re Gm 12.10). (44.0) 


donde mj, i = 1,2, ... „ n, recorren independientemente uno del otro el conjunto 
de todos los números reales. 
Los cubos (44,1) se llaman cubos de rango k, la totalidad de ellos se designa con 


Tes k = Ol... 
El conjunto de todos los cubos de rango k cubre, obviamente, todo el espacio, es 
decir, 
P= U g- 
gr 


Dos cubos de un mismo rango pueden tener en calidad'de puntos comunes sólo al- 
gunos de sus puntos de frontera. Cuando n = 1, el cubo (44.1) es, evidentemente, 
un segmento y cuando n = 2, un cuadrado. 
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Pig. 175 


El número 1/10*" lleva el nombre de volumen n-dimensional del cubo (44,1) y se 
denota con aQ": >- 
ao 10, 
Para un conjunto S, que representa la unión de un número finito o numerable de di- 
ferentes cubos Q? de rango dado k, j = 1, 2, ... : 


S= U OGE Ty 


su volumen n-dimensional «S se determina por la igualdad 
us% Y aO (44.2) 
7 


Por lo visto, aS es un número no negativo o +o, 

Sea ahora X un conjunto arbitrario en R”. Designemos mediante s, = 5.(X) el 
conjunto de puntos de todos los cubos n-dimensionales de rango k integramente dis- 
puestos en X, y mediante S, = S¿(X), el conjunto de puntos de todos los cubos 
n-dimensionales de rango k, cada uno de los cuales se interseca con el conjunto X 
por un conjunto no vacio (k = 0, 1, 2, ...): 

= U P.S U PO eT, 
ecx maxs 
De este modo, todos los cubos de rango k, contenidos en s,, se disponen en el con- 
Junto X, mientras que los cubos de rango k, contenidos en Sp, forman un recubri- 
miento del conjunto X (fig. 175), es decir, s¿(X) C X C SN). Cabe notar que el 
conjunto X se dispone “estrictamente dentro” del poliedro S, = S¿0O), es decir, 
no se interseca con su frontera 3S,. Efectivamente, el puntox € X N AS, no puede 
existir, puesto que si fuera punto de frontera para Sẹ, pertenecería a la cara de cierto 
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cubo de rango K. Ya que los cubos en consideración son cerrados, entonces, por de- 
finición del poliedro S,, le pertenecerían a El todos los cubos de rango x que con- 
tienen dicha cara, pues ésta última contiene el punto x € X. De este modo, cl punto 
citado no sería punto de frontera para S,- 

Es evidente que 

EI O OD e DO OR 

y, por consiguiente, en virtud de la defini 

Sg E 5] a ES $ ASe 1 > 
(4.3) 


> 15,2 uS; 


De este modo, se han obtenido dos sucesiones monótonas cuyos términos son los 
elementos del conjunto ampliado de números reales R (véase el p. 2.5), a saber, o 
bien los números reales no negativos, o bien +». Por eso, para cualquier conjunto 
X C R" siempre existen los límites finitos o infinitos 


lim o (0 y lim aS) 


Definición 1. El límite finito o infinito lim as (X) lleva el nombre de medida 
de Jordan! n-dimensional inferior o interior del conjunto X y se designa mediante 


4. X 

ME lim O, (44.4) 
mientras que el limite Um _ uS (X) se denomina medida de Jordan n-dimensional 
superior o exterior del conjunto X y se designa mediante u*X, 

wx% ¿Mn SEO. (44,5) 


Si las medidas Inferior y .X y superior p*X del conjunto X son finitas y coinci- 
den, el conjunto se llama medible según Jordan. El valor general de las medidas de 
Jordan inferior y superior del conjunto medible X se designa con pX y se llama me- 
dida de Jordan n-dimensional o volumen n-dimensional del conjunto X: 

BX = XX. (44.6) 


Para un conjunto vacio debe ser, por definición, 2 = 0. 

A veces, en lugar de pX se escribirá y,X, con el fin de subrayar que se trata aquí 
de una medida del. conjunto X que se considera como el subconjunto del espacio 
precisamente n-dimensional. 

En lo que sigue, para simplificar, ta medida de Jordan se llamará simplemente 
medida y el conjunto medible según Jordan, conjunto medible. 

Por conjunto medible, como lo muestra el mismo sentido de la palabra “me 
dible”, se entiende en las matemáticas tal conjunto puntual en R" que pueda ser me- 
dido de tal o cual manera, es decir, a este conjunto se le puede asignar, rigiéndose 
por ciertas reglas, un número no negativo que representa un volumen en el caso tri- 
dimensional, una área en el caso bidimensional y una longitud, en el caso unidimen- 


NC, Jordan (1838 — 1922), matemático francés. 
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sional. Si la dimensión de un espacio n > 3, el conjunto, medible según Jordan en 
este espacio, se llama cubicable y en el caso den = 2, cuadrable. Los términos rela- 
tivos a los conjuntos cubicable y cuadrable reflejan el hecho de que la medición 
mencionada arriba del conjunto se realiza por medio de los cubos, o los cuadrados, 
respectivamente. 

Por cálculos inmediatos no es difícil comprobar que si el conjunto X representa 
en sí una unión de un número finito de diferentes cubos n-dimensionales (n = 1, 
2, ...) de rango dado, cs mediable y su medida de Jordan coincide con la medida de- 
terminada por la igualdad (44.2). 

Para todo conjunto X es evidente que 


BSO, SO > 0, 


cualquiera que sea k =0,1,2,.... 

Pasando al límite para k — œ, obtenemos x „X > 0, „°X > 0. De aquí se dedu- 
ce la siguiente propiedad de la medida de Jordan. 

Propiedad 1°, Para rodo conjunto medible, pX > 0. 

Observemos ahora que en virtud de las definiciones (44.4) y (44.5), para todo 
conjunto X queda definida una medida de Jordan finita o infinita, inferior y supe- 
rior, Además, puesto que para todo k = 0, 1, 2,.... se verifica la desigualdad 
0 < usp(X) < uSp), entonces, al pasar al límite para k — œ, tendremos para 
cualquier conjunto X 


OS MX S pex. 


De aqui proviene evidentemente que si la medida superior del conjunto X es igual a 
cero, u*X = 0, el conjunto X es medible y pX = 

Si en el conjunto X se tiene un punto interior, existe tal número kg que el con- 
junto sp,(Y) será no vacio; por lo tanto, ssp (X) > 0, de donde, en virtud de (44.3), 
(44,4) y (44.6), se deducirá que p„X > 0. Efectivamente, si x es un punto interior 
del conjunto X, existe tale > 0, que el entorno esférico U(x, €) está contenido en X. 
Por des será suficiente tomar tal rango kg que la longitud de la diagonal de un 
cubo*) de rango ko sea menor que 2: 


10=£0/n < e. 
En este caso el cubo Q” de rango K, que contiene el punto x (por lo menos un cubo 


de esta especie siempre existe) se dispondrá integramente dentro del conjunto s,¿(20) 
(fig. 176). Por esta razón 
A A) > uO > 0, 


De lo expuesto se infiere que la medida de Jordan inferior de cualquier conjunto 
abierto G es siempre positiva: p,G > 0. 

Observemos que el volumen de un conjunto abierto, determinado anteriormente 
en el p. 31.1, coincide con su medida de Jordan inferior. No obstante, para cons- 
truir un análogo, bastante general de la integral de Riemann en el caso de las fun- 


* La diagonal de un cubo n-dimensional con la arista de longitud a es igual a aVF. 
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Fig. 176 


ciones de varias variables, sólo el concepto de medida de Jordan inferior resulta in- 
suficiente, Para este objeto es muy cómodo el concepto de conjunto medible según 
Jordan. 

Si el conjunto X es acotado, y,X y a*X son siempre finitas. En efecto, del 
hecho de que el conjunto X es acotado proviene que dicho conjunto se interseca sô- 
1o con el conjunto finito de cubos de rango nulo y, por consiguiente, S¿(X) se com- 
pone del número finito de cubos. Por ello, de acuerdo con (44.2), SoA) < +0», 
Pero, para todo k = 0, 1, 


5) C SK) E SADO» 


Por esta razón 
OSO SO < KSAN). 


De aqui, pas:ndo al limite para k — +o, obtendremos 
O<, X < pX SUS < +00, 


€s decir, las medidas ye, X y 4*X son finitas. 

Si, en cambio, el conjunto X no es acotado, para todo k = 0, 1,2, ... el con- 
junto S, 0 se compone de un número infinito de cubos de rango k. Por eso, en vir- 
tud de la fórmula (44.2), para todo k tenemos «S(X) = +œ, por consiguiente, 
también y*X = +œ, es decir, el conjunto X es a ciencia cierta no medible. De 
aquí: 

sí un conjunto es medible según Jordan quiere decir que es acotado. 

Las medidas de Jordan, tanto superior como Inferior, poseen la así llamada pro- 
piedad de monotonía. Enunciémosla en forma de un lema. 

Lema 1. Si X, C Xy, se tiene 


ES S p°Xy (47) 


Esto se deduce directamente del hecho de que para todo k = 0, 1, 2, ... tienen 
lugar las inclusiones 
AXD CSX), SAX) C SK» (448) 


pues la primera de ellas significa que un cubo de rango k dispuesto en X se dispone 
también en X, mientras que la segunda es indicio de que un cubo de rango k que se 
interseca con el conjunto X, se corta también con X}. Ambas afirmaciones pro- 
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vienen de la inclusión X, C.X. De (44.8), en virtud de (44.2), se desprende la vali- 
dez de las desigualdades 
BXD S PXD KSX) < SAX- 


Al hacer tender k hacia +œ, obtenemos en limite (44.7). O 
Corolario 1. Si X, C X3 y aX; = 0, se tiene pX, = 0. 
Efectivamente, en vista del lema 1 

05 ptX, < aX, = aX = 0. 

Por tanto, #*X, = 0, de donde también 4X, = 0. O 
Corolario 2. Sip X = 0y X es una clausura del conjunto X(vtase el p. 18:2), en- 

tonces pX = 0. 

En efecto, de la condición pX = O se infiere que para todo £ > Oexiste un ran- 
go k tal que 

AS AX) < E. 

El poliedro S¿(X) se compone de un número finito de cubos cerrados (si el nů- 
mero de cubos de rango k contenidos en el conjunto S¿(X) fuera infinito, entonces, 
de acuerdo con (44,2), su medida sería infinita: uS¿(X) = +æ) y, por ende, es un 
conjunto cerrado: 3(X) = SX). Pero, X C SX), por lo cual X C 
CE) = S). De aquí u*X < °S) = uS), es decir, para cualquier e > 0: 

<e. 

Esto es posible sólo cuando ¿X= 0. O 
Del lema 1 se desprende la siguiente propiedad para los conjuntos medibles, 
Propledad 2° (monotonia de la medida). Si X, y X3 son unos conjuntos me- 

dibles según Jordan y X, C Xy entonces 


aX, < aX (44,9) 
Lema 2 (semiaditividad de la medida superior). Para roda totalidad finita de 

conjuntos X, Xy»... y Xi, tiene lugar la desigualdad, 
*UxXx< U nx (44.10) 


ma Ia 


DEMOSTRACIÓN. Para cualquier rango k = 0, 1, 2, ... se verifica la igualdad 


sí U x)= U sa 
gai m 


En efecto, cada cubo de rango k que se interseca con el conjunto Y X, se 
Jas 
interseca por lo menos con uno de los conjuntos X y viceversa. Por ello, en virtud 
de (44.2) A i E 
Sl U XA) =0" U SAP E PS. 
sxs 


m a 
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Pasando aquí al limite para k — +0», obtenemos (44,10). O 

Corolario, La unión de un número finito de los conjuntos de medida cero tiene 
medida cero. 

En efecto, si „X; =0,J = 


m, entonces, en virtud de (44.10) 


*U%X< E ye ox 
sa a ii 


Por consiguiente, el conjunto (U Xes medible y su medida superior y, por tan- 


to, la medida son iguales a cero: 
»Ux=00 


Ejercicios. 1. Pruébese que la unión de una totalidad numerable de los conjuntos cuya 
medida de Jordan es cero puede no tener la medida cero. 
2. Demuéstrese que si X, y X, son los conjuntos abiertos, entonces 


PAX, UX) XX 
Indicación. Es úil aprovechar la afirmación contenida en el ejercicio 14 del p. 18.3. 
Será siempre válida esta desigualdad, es decir, sin la suposición de que los conjuntos X, 
y X; son abiertos? 
3. Dese un ejemplo de tales conjuntos disjuntos X, y X que 
KX, U XD AX, + Xy 
El criterio de mensurabilidad de los conjuntos se establece mediante el siguiente 
teorema, 
Teorema 1. Para que el conjunto X sea medible según Jordan, es necesario y su- 
Jiciente que sea acotado y que su frontera X tenga medida de Jordan igual a cero: 
ax = 0. (44.11) 
Cualquiera que sea el conjunto X, designemos mediante o, = o(X) el conjunto de 
puntos de aquellos, y sólo aquellos, cubos de rango k que están contenidos en S4 (Y) 
y no se contienen en s¿(X): 
aws U e 
Pewter 
De este modo, el conjunto 0,(X) se compone de los cubos cerrados y la diferencia en 
el sentido de la teoría de conjuntos S ¿(X)1S¿(X) se contiene en el conjunto 0,0%) y, 
en el caso general, no coincide con éste, Por otra parte 


SAT = 00". 


Antes de demostrar el teorema demos a conocer un lema, 


“La raya por encima del conjunto significa, como siempre, su clausura (véase el p. 18.2) 
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z 


Fig. 177 
Lema 3. Para todo conjunto acotado X C R” son válidas las inclusiones 
AX C o C SON). (44.12) 
DEMOSTRACIÓN DEL LEMA. Mostremos primero que 
IX C a00. (44.13) 


Por cuanto X C SX), se tiene X C 30%). El conjunto S,(X) se compone, por ser 
acotado el conjunto X, de un número finito de cubos cerrados y por esta razón es 
cerrado: S(X) = S¿(X). Por consiguiente, para cualquier k = 0, 1, 2, ... , X C 
C S¿(A0), por ende, también 3X C S0), pues àX C X. 

Tomemos un punto de frontera x del conjunto X: x € àX. En virtud de la inclu- 
sión 3X C Sp(X) existe por lo menos un cubo Q” de rango k tal quex e Q" yQ" C 
C S00). Si Q" no está contenido en s4(X), entonces, por lo visto, Q” C o0% y, 
por tanto, también x € 00%). 

Si, en cambio, Q” C s,(X) (fig. 177), entorices, en virtud de las inclusiones 
x € Qy Q'C SWO C X, tenemos x € X. Por eso, en este caso, todos los cubos 
de rango k que contienen el punto x, se disponen en S¿(X), pues la intersección de 
todo cubo de esta indole con el conjunto X contiene el punto x y, por tanto, no es 
vacia. Todos estos cubos no pueden pertenecer al conjunto X, de lo contrario el 
punto x no sería punto de frontera del conjunto X, sino el interior. Por ello, entre to- 
dos los cubos de rango k que contienen el punto x existe por lo menos un cubo 05 
que no se contiene en s(X), es decir, Q3 C S¿(X0. pero Q3 É s,(X). De aquí se de- 
duce que Qi C ox), y, dado que x e Qg, entonces también en este caso 
x € 0,0%). El punto x fue punto arbitrario de la frontera âX, y por eso, la inclusión 
(44.13) se ha demostrado. 

La segunda inclusión (44.12), es decir, la inclusión o, (X) C S(0X) se demuestra 
de un modo más fácil, sin que incluso se suponga la acotación del conjunto X. Todo 
cubo Q" de rango k, que se dispone en 0,(X) tiene, a ciencia cierta, tanto los puntos 
del conjunto X (pues, en virtud de la de conjunto o,(X), cualquier cubo 
de rango k, contenido en este conjunto, se contiene también en S,(2X), y, por lo tan- 
to, se interseca con X) como aquellos que no pertenecen a X (pues, de conformidad 
con la misma definición, ningún cubo de rango k, dispuesto integramente en X, es 
decir, perteneciente a s(X), no se contiene en a(X)). Como el cubo Q" es un con- 
junto linealmente conexo, hay en él, a ciencia cierta, unos puntos de la frontera del 
conjunto X (véase el lema 9 en el p. 18.2). Esto significa precisamente que Q" C 
C S(2X) y, como Q" fue un cubo arbitrario de rango k, dispuesto en o,(X), sè tiene 


0%) E 50%). O (44.14) 


DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. NECESIDAD. Sea X un conjunto medible, De 
acuerdo con lo demostrado, es acotado. Luego, conforme a la definición de conjun- 
to medible, las medidas inferior y superior del conjunto X son finitas e iguales: 
uX = u° X, es decir, 


m 5) == lim AS). (44.15) 
Por cuanto, conforme a la definición del conjunto o,(X) y la fórmula (44.2), 
Ho O = uS — n 500, (44.16) 


de (44.15) se infiere que 
lim_ 40,00) = 0. (44.17) 


4 
En virtud de la inclusión (44.13) y la monotonia de la medida superior (véase (44,7), 
para todo k = O, 1, 2, ... se verifica la desigualdad 
MAX < noO = poo. 

Pasando al límite para k — +o, en vista de (44.17), obtendremos "AX = 0. Por 
lo tanto, el conjunto 3X es medible según Jordan y 49X = 0. 

SUFICIENCIA, Sea X un conjunto acotado y ðX = 0. Por definición de la medi- 
de 


pim 540%) = 0. (44,18) 


En virtud de la inclusión (44.14) y la monotonía de la medida (véase la propiedad 2 
de la medida) se verifica la desigualdad po,(X) < 45,@), y por lo tanto (véase 
(44.10), la desigualdad 

SAX) = KSX) < aS aX). (44.19) 


Por cuanto el conjunto X es acotado, su medida inferior y „X y la superior u” X 
son finitas y, por ende (véanse (44.4) y (44.5)) en la desigualdad (44.19) podemos pa- 
sar al limite para k — +o. En vista de (44.18), obtendremos 


aX ¿X= 0, es decit, u° X = u, X. 


Esto significa precisamente la mensurabilidad según Jordan del conjunto X. D 

Con ayuda del teorema 1 se muestra fácilmente que al realizarse las Operaciones 
de unión en el sentido de la teoría de conjuntos, como también las de intersección y 
sustracción su mensurabilidad no se perturba. Observemos previamente que para 
cualesquiera dos conjuntos" X; y Xz, dispuestos en el espacio R”, son válidas las 
inclusiones (fig. 178). 
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AX, U X) C 3X, U Xy, (44.20) 
AX, N XY CIX, U aX (4421) 
AX NX) C IX, U ¿Xy (44,22) 


Demostremos, por ejemplo, la inclusión (44.21). Sea x € A(X, N X). Enton- 
ces, ante todo, x € X, N Xy, pues delo quex € A(X, N X¿) se deduce que en todo 
entorno del punto x se tienen puntos que pertenecen Simultáneamente a X; y a Xz, 
es decir, x es un punto de adherencia tanto del conjunto X}, como del X}. Si 
x € 3X, o bienx € Xz, 0 bien tienen lugar ambos casos, entonces, evidentemen- 
te, x € 9X, U AX. Si, en cambio, x £ 3X, yx € dX, entonces, como € X, y 
x é AX, x'es un punto interior para el conjunto X, y, por analogía, punto interior 
para el conjunto X; (pues la clausura de todo conjunto sólo se compone de los pun- 
tos interiores de este conjunto y sus puntos de frontera; cada uno de cllos puede ser, 
naturalmente, vacio). En este caso el punto x cuenta con los entornos U(x) C X, y 
UA) C Xp, cuya intersección UG) = UQ) N U4) será también el entorno del 
punto x, y, evidentemente, U(x) C X, N X}. De este modo, para el punto x se ha 
encontrado un entorno U(x), todos los puntos del cual pertenecen al conjunto 
X, N Xy, es desir, x es un punto interior y no de frontera de dicho conjunto: 
x ex NX). La contradicción obtenida muestra que el caso en quex É 3X, y, 
ala vez, x £ 0X, es imposible, siempre que x € IX, N X3). 

Ejercicio 4, Demuéstrense las inclusiones (4420) y (442) 


De las inclusiones (44.20) y (44.21) se establece con facilidad la validez de las 
inclusiones 


20xcUax, a N XENI (44,23) 
DS IS 
empleando el método de inducción matemática para cualquier número finito de 
conjuntos. 

Propiedad 3°. La unión e intersección de un número finito de los conjuntos me- 
dibles según Jordan, como también la diferencia entre dos tales conjuntos, son con- 
Juntos medibles según Jordan. 

Efectivamente, silos conjuntos X, son medibles, entonces, de acuerdo con el 
teorema 1, „ðX; = 0,1 = 1,2, ... , m. Por ello, debido al corolario del lema 2, 
a U  8X,=0, y en este caso (véase el corolario 1 del lema 1) de las inclusiones 

szi 
(44.23) se deduce, respectivamente, que 


ð U X% 


m 


De aquí proviene que, en virtud del mismo teorema 1, los conjuntos (Y Xy 
ma 
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MX; son también medibles. Análogamente se demuestra la mensurabilidad 
Jes 
dele Anc akc a aaae Ss 
Ahora podemos demostrar para la medida de Jordan se verifica 
ta doiguncad análoga a ia desigunidad (4.10) para la medida superior, Enun- 
ciemos la afirmación correspondiente. 
Para cualquier totalidad finita de conjuntos medibles X ,, Xy, ... , X, es válida 
la 


rU xs È (44.24) 


dido deja dai o = Xp y, de acuerdo 


con lo demostrado, la unión (Y X; es también medible y, portanto,«* U X, = 
la ri Ii 


=p U X, Por esta razón, la fórmula (44.24) en el caso que se considera coin- 
m 


cide con la fórmula (44.10). 
Propiedad 4* (adittvidad de la medida). La medida de una unión de un número 
_Anito de los conjuntos medibles según Jordan disjuntos dos a dos es igual a la suma 
de las medidas de estos conjuntos. 
De este modo, si X son conjuntos medibles, X, N X; = Ø,i +j, i = 1,2, i, 
m, entonces z 5 
KU X= E ex, (44.25) 
i m 
Demostremos esto. Como para cualquier rango k es válida la inclusión s,(X,) N 
A sX) C X, N Xp dela condición X, N X, = Ø, para + J, se infiere que ¿(X) N 
sal) = 63, 1 4 J; por ello, de acuerdo con (44.2), 


E AX) = n Ú sx). (44.26) 
ci ian 


Si el cubo de rango k se dispone en cierto conjunto X, se dispone también en la 
unión U Xp. y, por consiguiente, 


i . a 
Ú smca( Ù x) 
De aquí, en virtud de (44.26) y la monotonia de la medida (en el caso dado incluso 
de la fórmula (44.2) se desprende que 


Pd Ù x) 
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Pasando al límite para k — +œ, obtenemos 
E se U X (44.27) 


Por otra parte, para cualesquiera conjuntos medibles se verifica la desigualdad 
(44,24). Evidentemente, de (44.24) y (44.27) proviene la igualdad (44,25), es decir, 
aditividad de la medid 

OBSERVACIÓN. De las propiedades 3 y 4 se infiere que si a un conjunto medible se 
le suma o se le resta un conjunto de medida cero, el conjunto obtenido será también 
medible y la medida de éste será igual a la del conjunto de partida. Efectivamente, si 
X es un conjunto medible y 4X} = 0, entonces, según la propiedad 3 de la medida, 
los conjuntos X N Xoy X U Xoson también medibles. Luego, de conformidad con 
la propiedad 4, para Xg C X y HX, = O tenemos 


uX = lA XK) U XJ = MANS) + Xy = MN XK: 


Tomando en consideración la monotonía de la medida y las desigualdades (44.24) 
llegamos a que para todo Xy, ¿Xy = O se verifican las desigualdades 


UX < MX U XX = uX, 


de donde uX U Xy) = aX. 

De lo expuesto proviene, además, que si a un conjunto medible se le agrega o se 
le resta algún conjunto de sus puntos de frontera, se obtendrá nuevamente un con- 
junto medible de la misma medida que el conjunto dado. Esto se debe a que en vir- 
de un conjunto medible y, por ende, cualquier sub- 
conjunto de ésta, tienen medida cero. De este modo, en particular, si el conjunto X 
es medible, su clausura X = X U ðX es también medible, con la particularidad de 
que aX = px, 

La afirmación recíproca no es cierta: existen unos conjuntos no medibles según 
Jordan cuyas clausuras son medibles. De ejemplo sencillo del conjunto semejante 
sirve el conjunto de todos los puntos reales en cierto segmento. Dicho conjunto es 
no medible (¿por qué?), mientras que su clausura está constituida por un segmento 
que es medible. 

Los ejemplos de conjuntos medibles de dimensión tan grande como se quiera se 
pueden obtener construyendo cilindros cuyas bases son los conjuntos medibles. 
Enunciemos la definición del cilindro. 

Definición 2. Sea X, un conjunto dispuesto en la hipersuperficie 
RA=1= [x : x, = 0) del espacio R", y sean a y b unos números reales, a < b. El 
conjunto 


X milo y pO € Xo a S x S Di 


se llama cilindro n-dimensional de base Xg y generatriz (paralela al eje coordenado 
x,) de longitud h = b — a. 

Es obvio que recurriendo a la noción de producto de los conjuntos (véase el p. 
1.2% 6 41.2), podemos decir que el cilindro X es un producto de los conjuntos Xq y 
del segmento [a, b] : X = Xg x la, b]. Si Xo es un conjunto acotado, el cilindro de 
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base Xy es un conjunto acotado. De aquí se infiere que todo cilindro, de cuya base 
sirve un conjunto medible, es acotado, pues el conjunto medible es acotado. 


Teorema 2. Si Xy es un conjunto medible según Jordan del espacio R" ” !, todo 
cilindro n-dimensional X de base Xes un conjunto medible según Jordan del espa- 
cio R" y 

FX = ħin n Xo (4.28) 
donde h es la longitud de la generatriz del cilindro X. 

Corotario. Si la base del cilindro tiene medida (n — 1)-dimensional iguala cero, 
entonces el propio cilindro n-dimensional tiene medida n-dimensional que es tam- 
bién igual a cero. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Observemos, ante todo, que la proyección”) de 


cualquier cubo n-dimensional Q" de rango k representa un cubo 
(n — I)dimensional Q" — ! también de rango k y 

ua = 107491 
Designemos mediante q] ~ ?, ... , q} ~ ' los cubos (n — 
k que componen el conjunto s,(Xo) y mediante Q7 ~ 
(n — I}imensionales que componen el conjunto S4Xg). 
» dp los cubos n-dimensionales de s, (X) que se proyectan en el cubo 
nn o Por cuanto X es un cilindro, el número p de estos cubos 

% 


n-dimensior se di mismo para todo = 1,2, poe lo cual 
0. Ú ú Coa (44.30) 
iman cabo) SES De rl prod or 
SO = ù Ú, [048 (44.31) 


La proyección del conjunto (J g sobre el eje x, es un segmento de longi- 
ss 


|p + 107, con la particularidad de que 


p: 107th, (44.32) 
pake KO el estos eos costs es AU y, pá elena, sl coo E 
Encuanto ala del conjunto mencionado sobre el hiperplano R" ~ !, ésta 


representa uno de los cubos g? ~ !, por lo cual 


% So llama proyección pr, X del conjunto X C R" sobre el hiperplano R° ~! = {x : 
= 0) un conjunto de puntos del tipo (x, --- » X, - 1,0) para cada uno de los cuales existe 
de Ue Im 193) € X 
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mas E, Era $ $ m 


1 
* Y, Bn 1907 tn o SAX). (6439 


La proyección de la “columna de cubos” |J Qf (fig. 179) sobre el eje x, es un 
Jai 
segmento de longitud 104, con la particularidad de que 
2 
AAA (44,34) 
Luego, cada columna de este género se proyecta sobre el hiperplano R” — 1 en el 


ubo Q? ~ ? que o bien se contiene en 0 bien STARS (e 
jus p(X se a introducido al doma el teorina Y). POL ea Pa 


MEA Ml 
mw E Eo E Ear” 
== E, bn 1007 Ugg land + 0 XO. (4439 


Observemos, por fin, que cada una de las columnas (Y Q% que se proyecta 
y 
A 


en el cubo q" ~ ! C s,(Xọ) se diferencia de la columna |} g7, que se proyecta 
m 


en el mismo cubo, sólo en dos cubos adicionados a la columna por arriba y por de- 


96429 
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bajo (en el sentido de decrecimiento, de crecimiento, respectivamente, de la coorde- 
nada x,, véase la fig. 179). Por ello 
r=p+2 


De aquí y de las desigualdades (44.32) y (44.34) tenemos 
p p+? 1 2 
wS al wt 
Debido a esta circunstancia, de las desigualdades (44.33) y (44.35), obtenemos 
MELO- mo = TE Pn = XD + 


2 
y como Jim og = 0, Jim, po (Xy) = 0, entonces 
pm SOO — A 800] = 0. (44,36) 


El conjunto Xy es acotado, como cualquier otro conjunto medible, No es dificil 
(convencerse de que ls dlimeros X) y AYA) de los conjunoa Xo y X sá gados 
mediante la correlación d(X) = VId(X 9I" + AY, de la cual se deduce que el con- 
junto X es también acotado. Por ello, de acuerdo con lo expuesto más arriba, tiene 
medidas finitas supertor e inferior. De las fórmulas (44.4), (44.5) y (44.36) proviene 
que dichas medidas son iguales: „°X = y, X, es decir, el conjunto X es medible, 

Demostremos ahora la fórmula (44.28). Con este objeto multipliquemos por A la 
desigualdad 


Bn 134X E pXo < Pn ~ SAXO. 
aare las desigualdades (44.32) y (44.34), tendremos (véase también (44,33) 
y (44,35) 
mO = iar PARO < heo < Tor Pn -ISX = PS, 


Observando que en virtud de (44.36) ambos miembros de la desigualdad obtenida 
tienden, para k — œ, hacia un mismo limite y.X, de lo que se infiere la fórmula 
(44.28). 

Problema 29. Constrúyase un ejemplo de región que sea no medible según Jordan. 


Problema 30. Demuéstrese que la medida de Jordan no depende de cómo se elige el siste- 
ma de coordenadas cartesianas. 


44.2. CONJUNTOS DE MEDIDA CERO 

En el punto antecedente se ha establecido que un conjunto es medible según Jor- 
dan cuando, y sólo cuando, su frontera tiene medida cero. Resulta importante, 
pues, conocer los criterios, rigi£ndose por los cuales se podría establecer que un con- 
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junto tiene medida cero. Como ejemplo suficientemente general de conjuntos de 
medida cero sirven los cilindros en cuya base se disponen conjuntos de medida cero 
(véase el corolario del teorema 2). Otra ss lados omjános de mods co 
se proporciona en el teorema que 

Teorema 3. rra IA 
dida cero. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la función y = f(x) = f(X, -.. , x,) es conti- 
mu en el compacto A C R? Sea X la gráfica de esta función, es decir, el coni 

Xp 9) en el espacio n-dimensional Ra?! que 

Xp): 
Ap) € A, Y = Sp ¿po 


Mostremos que la medida de Jordarí (n + 1)-dimensional del conjunto X es 
igual a cero. El conjunto A, siendo un compacto, es acotado. Por eso existe tal nú- 
mero natural m que el cubo n-dimensional 

Pr = i-mex<m, i=1,2...,1) 
contiene el conjunto A : P, > A. Con mayor razón el cubo 
+= kiem- cmt, 1=1,2,...,1) 


>m + | D A, y más aún, cualquiera que sea el cubo Q de cierto 
“que se interseca con el conjunto A, es decir, Q C S (A), está 
contenido también en P,, ,. , : Q C Pay , p Por lo tanto, para todo k se tiene S,(4) C 
C Pay 4 y: Aquí y en adelante mediante S¿(4), S¿00, al igual que en el p. 44,1, se 
denotan los conjuntos de puntos de todos los cubos de rango k de los espacios 
E a O al 
conjunto SX) se descompone en un número finito finito de “columnas” SP, 
a una de las cuales consta de los cubos (n + 1) dimensionales 
de rango k que tienen una misma proyección (véase la llamada en la pág. 128) Qi en 
el espacio R? (en la fig. 180 se muestra el caso en quen = 1): 


500 = U SP, p SP = QP. k=0,1,2,.... (44.37) 


P, 
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Designemos con w(5) el módulo de continuidad de la función fen A. Observan- 
do que la diagonal (el diámetro”) del cubo n-dimensional con Ja arista de longitud 
1 + 1074 es igual a va > 107£, para la altura Af? de cada columna SẸ tenemos 
(véase la fig. 161) una estimación 

hu sa aeetas (44.38) 

10% 10% 

Efectivamente, para estimar la altura Af), a la distancia (107 4V7 ) entre los valores 
máximo y mínimo de la función f(x) en el cubo QY’ es suficiente añadir las longitu- 
des de las aristas de los cubos más inferior y más superior de la columna en conside- 
ración SË (esta estimación se logra cuando los puntos de la gráfica, correspondien- 
tes a los valores extremos mencionados, se dispongan en las aristas, paralelas al es- 
pacio R?, de los cubos de rango k). De (44.37) y (44.38) obtenemos: 


KN = nU P= Das - 
4 3 ya 2 
-gosea +53) gs 
F AO 
< (5 + %) Arne (439 
Siendo la función f continua en el compacto, es uniformemente continua en él, por 


A pa q 
lo cual ,llm_ w (10-47) = 0, y como „lim yoz = 0, de (44.39) tenemos 


lim aS UO = 0, lo que es testimonio de que 4*X = 0, por consiguiente, tam- 
vien pX = 0. D 

En virtud de los teoremas 2 y 3, todo conjunto acotado cuya frontera puede ser 
representada como una unión de un número finito de los conjuntos, cada uno de los 
cuales representa o bien una parte de la gráfica de una función continua en el con- 
junto cerrado acotado, o bien una parte de cilindro con la base de medida cero, es 
un conjunto medible, pues debido a la aditividad de la medida, la medida de la fron- 
tera del conjunto citado es igual a cero y, por lo tanto, de acuerdo con el teorema 1, 
el conjunto es medible. De este modo hemos obtenido la descripción de una clase 
bastante amplia de conjuntos medibles según Jordan que se encuentran frecuente- 
mente en el análisis matemático y en sus aplicaciones. Así, por ejemplo, los conjun- 
tos planos (trapecios curvilíneos, *"sectores”* de las curvas definidas en las coorde- 
nadas polares, como también cuerpos de revolución, cuyas áreas y, respectivamen- 
te, volúmenes, se calculaban en el $ 32 con ayuda de la integral unidimensional de 
Riemann)-son conjuntos medibles según Jordan, pues sus fronteras tienen medida 
cero, de lo que no es dificil convencerse. 

De modo semejante son medibles según Jordan los paralelepipedos y elipsoides, 
en particular, tas esferas, puesto que sus fronteras pueden representarse en forma de 
la unión de las gráficas de las funciones continuas en los compactos. 


9 Véase en el p. 19.6 la definición de diámetro de un conjunto. 
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Fig. 181 


Cabe notar que en el $ 31 se ha introducido el concepto de medida mes'O para 
los conjuntos abiertos. Al comparar la definición para la medida mencionada con la. 
aducida en el p. 44.1, vemos que mes G = u „G es decir, la medida introducida en 
el $ 31 es una medida inferior de Jordan, Sin embargo, en virtud de lo expuesto más 
arriba, todos los conjuntos considerados en los ejemplos del $ 32 eran medibles se- 
Bún Jordan y, por consiguiente, para ellos mes G fue la medida de Jordan, es decir, 
para los conjuntos mencionados tuvo lugar mes G = 4G. 

Resulta interesante generalizar el teorema 3 para el caso de los conjuntos dados 
paramétricamente, en particular, para unas curvas paramétricas. Se pone de mani- 
fiesto que incluso en este caso, para que las curvas en consideración tengan medida 
ero no es suficiente que sean sólo continuas. Existen, por ejemplo, unas curvas 
x, = x(a € 1 € b, i = 1,2, ... » n (x,(0) son las funciones continuas en cierto 
segmento (a, b]) Hamadas curvas de Peano*) que pasan por cada punto de cierto cu- 
bo n-dimensional y, por ende, no tienen medida cero. 


Problema 31. Constróyase un ejemplo de curva de Peano. 


Teorema 4. Toda curva plana rectificable tiene medida cero. 

DEMOSTRACIÓN. Sea dada una curva rectificable y, cuya longitud es igual a S. 
Supongamos, además, que 7 = r(t), a < £ < b, es cierta representación de la curva 
y. Dividamos la curva mencionada de manera sucesiva, o sea, en el orden de creci- 
miento del parámetro £, mediante los puntos r(t), teļa, b], /=0, 1, ....m, 
fo = a, fm = b, en m partes de igual longitud, es decir, adoptemos tal partición 
r $ del segmento (a, b], que la longitud de cada parte y, (de la curva y), de- 
finida por la representación z = (0,1, _ , < f $ fpi = 1,2, ... „m, tengalalon- 
Bitud $/m. 

Designemos mediante K, un circulo cerrado de radio S/m y centro en el punto 
rit, ,). Ya que el arco y, es de longitud S/n y su origen coincide con el centro del 
círculo X se dispone integramente en este círculo (fig. 181). De aquí se deduce que 
toda la curva y está contenida en la reunión de los circulos X: 


1 UK 


izi 


* J. G. Peano (1858 — 1932), matemático italiano. 
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Por consiguiente, por ser monótona y semiaditiva la medida superior (véase los le- 
mas 1y 2en el p. 44.1), 


mysu U KS E uk (44.40) 
ii Gi 
2 
Pero, p*K, = pK; = (2) +i = 1, ... , m*), por lo cual, de (44.40) tenemos 
e < 1S?/m. 


El primer miembro de la desigualdad no depende de m, mientras que el segundo 
miembro tiende a cero cuando m — +o, a consecuencia de lo cual py = 0. Ol 


Ejercicio $, Demuéstrese que toda curva rectificable tiene en un espacio tridimensional 
una medida cero. 

De los teoremas 1 y 4 proviene que todo conjunto plano acotado, cuya frontera 
es una curva rectíficable, es medible, 


44.3, DEFINICIÓN DE LA INTEGRAL MÚLTIPLE 


Enunciemos la definición de la integral múltiple de Riemann, Con este fin intro- 
duzcamos ante todo el concepto de partición de un conjunto medible y el de finura 
de dicha partición. 

Sea X un conjunto medible según Jordan, X C R°. Un sistema finito 
7 = (X; z P de conjuntos no vacios medibles según Jordan X, į = 1,2, ... , Ípse 
denomina partición del conjunto X, siempre que 

1) las intersecciones de dos en dos de los conjuntos X, tienen medida cero; 

mx O Xp 0,184: 
h 
DU x=-x 


Elnúmero d, = _ máx _ d(X), donde d(X) es el diámetro del conjunto Xp 


leva el nombre'de fiura de 18 partición r. 
Por ser aaluva la medida de Jordan, para toda partición y = (XJ/ z {0 del con- 


junto X tenemos 


% 
X= È n (44.41) 


A 


En efecto, supongamos que para i fijo se tiene XP= U X NX; 
DS 


En efecto, la circunferencia C, que es la frontera del círculo K, puede representarse co- 
mo reunión de dos semicircunferencias, cada una de las cuales representa la gráfica de una 
función continua en el segmento. Por ello, de acuerdo al teorema 3, x C = 0, por consiguien- 
te, todo círculo X es un conjunto medible, 
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v 
yX*= U X? Ental caso, en virtud del p. 1) de la definición de partición de 
iza 


un conjunto, aX, N X) = 0,1 + J,porlocualaX?€ D MX NX) = 0, es 


Mi 


% 
decir, pXP=0.DeaquíX*< J „X7 = 0, porconsigulente, uX* = 0. Ade- 


e 

más, los conjuntos X*, XN X* = XP", 7 = 1,2, ...., iq son disjuntos dos a dos y, 
do e 

en virtuddelp.2, U XPU= U X=X 


ma 123 


HX, = MXN X) Xp, 
de todo lo dicho proviene, por ser aditiva la medida, que 


Puesto que 


A % 
X= Yao Y X0 


Para simplificar las designaciones, a veces, en lugar de [X] Z {p escribiremos 


va. 

Seanr = (X] y 1” = (Xj) las particiones del conjunto medible X. La partición 
7’ se lama inscrita en la n r, si para cualquier Xj @ 7” existe tal elemento de 
Xer que Xj C Xp En este caso suele escribirse 7’ > 7, o bien 7 < 1" 

Cabe senalar dos propiedades de las particiones de un conjunto. 

1°. Sir < yr < r”, se tiener $ 7”. 

2°. Para cualesquiera dos particiones r” = {X;) y 1” = |X;") de un conjunto 
medible X existe tal partición suya r que y > 1" y7 > 

La propiedad 1° proviene, evidentemente, de ia definición de partición inscrita. 
A título de partición 7, indicada en la propiedad 2°, puede tomarse un conjunto de 
toda una serie de intersecciones no vacias X; N X7. 

Como ejemplo de partición de un conjunto medible interviene una totalidad de 
toda clase de intersecciones no vacías del conjunto dado con los cubos de cierto ran- 
80 fijado k. De aquí se ve que para todo conjunto medible existen particiones cuya 
finura-es tan menuda como se quiera. 

Definición 3. Sea y = f(x) = f(n, -»: , xa) una función dada en el conjunto 
medible según Jordan X C R” y sea 7 una partición del conjunto X, 7 = {X}! = (p; 
elijamos arbitrariamente los puntos EP € X, i = 1,2, , Una suma del tipo 


OE)... E0) = E SE yx, (44.42) 


lleva el nombre de suma integral de Riemann de la función f. 
Al igual que en el caso de la función de una sola variable, la definición de la in- 


tegra) múltiple puede enunciarse, haciendo uso del concepto de límite de una suce- 
sión o “el lenguaje £ — ô”. 
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Definición 4. El número A se denomina integral de Riemann de la función f refe- 
rida al conjunto medible según Jordan X C R”, si cualquiera que sea la sucesión de 
particiones Tp = XP ¿2 ,m= 1, ,del conjunto X tal que las finuras de 
las particiones 1 tienden a cero cuando m— +œ: lm _ è, = 0, y cualesquiera 


goe e o pama E Te aT a 1,2, ... , 2%”, la sucesión de sumas integrales 
IS m) tiene como su límite, para m — +œ, el número A: 


E, EI A, (44.43) 
La integral de la función /, referida al conjunto X, se disigna mediante 
JAX obien | f -i [/6 Xy -= + Xp) diz... dí, 


Si existe la integral | /004X, la función f se lama integrable según Riemann 
en el conjunto X. Las funciones integrables según Riemann se denominarán con fre- 
cuencia integrables, 

La igualdad (44.43), es decir, la definición de la integral, se escribe brevemente 


como la fórmula 
Sd im, oy (44,44) 


En términos de ey ô este límite significa lo siguiente: para cualquier £ > 0 existe 
tal 8, > O, que cualquiera que sea la partición y = (X)Í = p del conjunto X de fi- 
nura b, < 8, y cualesquiera que sean los puntos ED € Xp = 1,2, ... s fg Se verifi- 
ca la desigualdad 


lofi E™, ... pE) — JSA < e. (44.45) 


Recurriendo al modo habitual, se demuestra que las definiciones (44.43) y (44.45) 
del límite de sumas integrales son equivalentes. 
Señalemos que la definición de la integral (44.44) en el caso en que n = 1ya 
sirve. 


dan. No obstante, se puede mostrar (lo haremos en el p. 44.7°)queparan = 1am- 
bas definiciones resultan equivalentes al considerar el caso en que un conjunto, res- 


X, sino despreciar aquellos sumandos que corresponden a los elementos de la parti- 
ción cuyas clausuras se intersecan con cierto conjunto fijo de medida cero. Analice- 
mos esta circunstancia más detalladamente. 
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Sea X un conjunto medible, X} C X, ysea z = (XI/ Z (pla partición del conjunto 
X. Designemos mediante 7(X,) la totalidad de aquellos elementos de la partición 1, 
cuyas clausuras no se intersecan con el conjunto Xy: 


AX) = XXNX = D, Xe (44.46) 
y, viceversa, con 7 (Xp), la totalidad de aquellos X, para los cuales sus clausuras X, 
se cortan con Xo: 


l AXD = KNA Xen. (447) 
Lema 6. Sea X un conjunto del espacio R" medible según Jordan, Xy C X y 
Xo = 0. En este caso “4 
lim aX; = 0. (44. 
kii naw ¿ 


Esta igualdad significa que para todo e > O existe tal 3 > O que cualesquiera que 
sean las particiones r del conjunto X de finura ô, < 5, se verifica la desigualdad 


E Me 
Xe rdx 


La sumación en la fórmula (44.48) se efectúa sólo según aquellos indices /, para 
los cuales X; e 7 Xp). E 

DEMOSTRACIÓN, Sea Xy C X y Xp = 0; entonces también Xo = O(vénse en el 
p. 44.1 la observación que sigue tras la demostración de la aditividad de una medi- 
da). Por ello, para todo £ > O existe tal rango k que 


KSX) < e. (44,49) 


Aquí, como siempre, S(X,) denota la totalidad de los puntos de todos los cubos de 
rango k que se intersecan con el conjunto X, y, por lo tanto, lo recubren: Xy C 


ES, j- 

2 que X, se dispone estrictamente dentro del poliedro S¿(X-), es decir, 
no se corta con su frontera (véase el p. 44.1). Por cuando el conjunto X es acotado 
y cerrado, mientras que la frontera 95,(X) del poliedro S(X,), igual que la fronte- 
ra de cualquier conjunto, está cerrada, entonces X, y 3S¿(X) se hallan a una distan- 
cia positiva $ uno de la otra (véase el lema 7 en el p. 18.2). 


8 = AX èS) > 0. (44.50) 


Por ello todo conjunto D de diámetro d(D) inferior a b, que se corta con el conjunto 
Xo C Xo, se dispondrá integramente en S¿(Xo) (fig. 182). Efectivamente, si 
d(D) < 5 y existe x e D N Xo entonces (véase (44.50))D C U(x, 8) C So), don- 
de, como hasta ahora, U(x, ô) es el entorno esférico del punto x de radio ô. 

Sea ahora 7 = (X) una partición del conjunto X de finura 3, < $. Entonces pa- 
ra todo elemento X, de esta partición cuya clausura se corta con el conjunto Xy, es 
decir, para cada X, € 7 (X,) tendremos X, C SX). Por esta razón 


U XC So. 
Xero 


18 $ 44. Integrales múltiples 


Fig. 182 


Por consiguiente, en virtud de (44,49), 


Xan U X SAS (X¿<e O 
A) 1 AD 


Introduzcamos una designación más. Sea X un conjunto medible, sea 
7 = (X/Í 2 * cierta partición de este conjunto, Xy C X. Para cualquier función f, 
definida en X, pongamos (véanse (44,46) y (44.47) 
xy = UE ER E IS (44.51) 
xo 


Esta inscripción significa que la sumación en el segundo miembro de la igualdad se 
realiza sólo según aquellos Índices í, para los cuales X, € (Xy). Como siempre, 
EW eX, Para la simetría de la inscripción, las sumas integrales ordinarias de 
Riemann pueden, por analogía, anotarse en la forma 


ya SEX, 


En lugar del simbolo de sumación A veces, para abreviar, se escribirá E El 
imite de las sumas o uxo para 5, — O se determina por analogía con el limite corres- 
pondiente de las sumas integrales 

Teorema 5. Supongamos que X es un conjunto del espacio R” medible según 
Jordan y 7 = {X} Z f es la partición en este conjunto, Xy C X y uXọ = 0. Si la 
Función f está acotada en el conjunto X, entonces la integral de Riemann 


existe cuando, y sólo cuando, existe el límite 
AS 
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Además, si el último límite existe, es igual a la integral | SG0dX. 

Las sumas o, se llamarán, para abreviar, sumas integrales incompletas 
(correspondientes af conjunto Xg). 

DEMOSTRACIÓN. Cualquiera que sea la partición 7 = {XJ} 2 {p del conjunto X, 
la clausura X, de todo elemento X o bien no se corta con el conjunto Xy y en este ca- 
so XE (Xo) (véase (44.46)), o bien sí se corta (véase (44.47)) y en tal caso 
X, € 74X0). Por consiguiente, 7 = ríX) U 74Xp), con la particularidad de que 
1X0) y TX) no tienen elementos comunes. 


Pongamos 
oxo = IEVY4Xp PeX, 
id X P ý E 
Aquí la sumación en el segundo miembro se realiza según aquellos índices /, para los 


cuales X, e rX). Es evidente que para cualquier suma integral de Riemann se veri- 
fica la igualdad (véanse (44,42) y (44.51)) 


AAA (44.52) 
Por ser la función f acotada en X, existe tal constante M > 0, que para todo x € X 
se verifica la desigualdad 1/00! < M. Por eso 


log E VEDA SM E aX, 
miax ATA 


Dado que, de acuerdo con el lema 6, lim, Y X= 0, se tiene 
$20 ero 


Debido a esto, de la igualdad (44.52) se desprende que la suma integral o, y la su- 
ma integral incompleta øy, simultáneamente o bien tienen los límites 9 no los 
tienen cuando ô, — O, con la particularidad de que si estos límites existen, son 
iguales. L 

Del teorema demostrado se deduce que si una función está definida y es acotada 
en cierto conjunto medible X, entonces, al definir la integral como un límite de 
mas integrales, podemos desechar en éstas todos los sumandos que corresponden a 
los elementos de la partición cuyas clausuras contienen puntos de frontera, pues el 
conjunto Xy = 2X tiene medida cero (véase el teorema 1 en el p. 44.1). 

Del teorema 5 proviene, además, que si una función / está definida y es continua 
en el conjunto medible X, la variación de sus valores en cierto conjunto Xy C X de 
medida cero que tiene por resultado la aparición de otra función, también acotada 
en X, no influye en la integrabilidad de la función, ni tampoco en el valor de la in- 
tegral de la función, si existe. Esto se sigue directamente de lo que con la variación 
indicada de la función la suma o,,, queda inalterable, mientras que, en virtud del 
teorema $, si su límite para å, — O existe, es igual a la integral | £0)4X: 


yo = [max 
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De esta observación se infiere, en particular, que la función f es integrable en el con- 
junto medible X cuando, y sólo cuando, en dicho conjunto sea integrable cualquier 
función que se obtiene de f por cambio arbitrario de sus valores en los puntos de 
frontera (es decir, en el conjunto X N àX) de un modo tal que los valores citados 
queden, sin embargo, acotados. Al realizarse esta operación, tampoco cambia el 
valor dela integral [/69dX. Todo esto se debe a que la frontera de un conjunto me- 
dible y, por tanto, cualquier parte de ésta tienen medida cero. 

De este modo, la integrabilidad y el valor de una integral de la función extendida 
al conjunto X no dependen de los valores de la función en los puntos de frontera del 
conjunto medible X, siempre que estos valores son acotados. 


44.4. EXISTENCIA DE LA INTEGRAL 
Como ejemplo más sencillo de función integrable según Riemann interviene la 
función numérica arbitraria f, definida en cierto conjunto X C R", cuya medida de 
Jordan es igual a cero: „X = 0. En este caso para cualquier partición r = [XJ/= (p 
del conjunto X tendremos aX, = O para todo į = 1, 2, .... fg, 630, sea cual sea la 
elección de los puntos £0 € X;, obtendremos J(£)uX, = O y, por consiguiente, 

(véase (44.42), A 
o, = ofi, 0) = Y SEX, 

ki 

De aqui, de acuerdo con la definición de la integral, ella, en este caso, existe y es 


Pe [oax = im, 9, =0. 


Como la función f es arbitraria, puede ser, en particular, no acotada, En otras 
palabras, para su integrabilidad según Riemann en un conjunto arbitrario medible 
según Jordan, la condición de que dicha función sea acotada no es necesaria, Recor- 
demos que para que una función sea integrable según Riemann en un segmento, 
«condición de acotar esta función era necesaria (véase el teorema 1 en el p. 27.2). 
embargo, introducidas ciertas modificaciones, el teorema sobre la acotación de una 
función integrable resulta válido también para la integral que aquí se considera, 

Demostremos previamente un lema. 

Lema 7. Supongamos que la función f está definida en un conjunto medible se- 
gún Jordan X, 1 = |X) Z 'pes la partición de este conjunto y X*, la reunión de to- 


dos los elementos de dicha partición que tienen medida positiva: X* = J X, 
nx >0 
Si la función f no está acotada en el conjunto X*, entonces, cualquiera que sea 


el número M > 0, se pueden escoger los puntos EW e X, de modo tal que sea válida 
la desigualdad b 
| È rex) >m 


S 
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Corolario. Sea f una función definida en el conjunto medible según Jordan X. Si 
para X existen las particiones tan pequeñas como se quiera, para las cuales la fun- 
ción f no está acotada en la unión de todos elementos de medida positiva, entonces f 
no será integrable en X. 

DEMOSTRACIÓN DEL. LEMA, Por hipótesis del lema, el conjunto X* es una reunión de 
los elementos X, de medida positiva de la partición r. Puesto que cualquier partición. 
consta de un número finito de elementos, X* es una suma finita de los conjuntos ci- 
tados X, e r. Por ello, si la función f no está acotada en el conjunto X”, tampoco 
está en cierto conjunto X, de medida positiva, Sea este conjunto, para concretar, 
Xy. Debido a que la función f no está acopada en X, se puede escoger ta! sucesión 
EP EX, n= 1,2, ..., que se verificará la igualdad lim figu) = æ. Fijemos de 


tal o cual manera los puntos restantes E € X, para i = 2, 3, .. 


Ya quela suma Y /(%)pX, es un número fijo y aX, > 0, en la suma 
a 
% 
SEMA + E SEP, 
da 
el primer sumando tiende al infinito cuando n — œœ, mientras que el segundo su- 
mando es una constante; por consiguiente 


Mm enra, + È sax = 


iaa 


Por eso, para cualquier número M > 0 podemos elegir tal número n, = ngM) que 
se verifique la desigualdad 


A 
E sex, | > 4.0 


[remar + 
% 
DEMOSTRACIÓN DEL LEMA. Si la función f es integrable en el conjunto X, es decir, 

si existe el límite 
1m 
e 


É SEX, = [S090X, 


entonces para todo £ > 0, por ejemplo, para £ = 1, existe tal 3y > O que cuales- 


quiera que sean las particiones z = {X,} = @ del conjunto X de finura 8 < ho, no 
importa cual sea la elección de los puntos £ e X; e r se verifica la desigualdad 


| $ SEX, - jræwax | <1 
y, por consiguiente, la desigualdad 


[ScodX -1< Y SEX < [Sax +1 (44.53) 
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En cambio, si la función f satisface las condiciones del corolario, entonces para 
el conjunto X existe la partición y de finura 3, < õp, para la cual la función f no está 
acotada en la unión de todos los elementos de medida positiva de esta partición, En 


e 
este caso, conforme al lema 7, la suma Y) /(E%)uX, puede hacerse, debido a la 


A 
«lección adecuada de los puntos £0 e X e r, tan grande como se quiera en su mag- 
nitud absoluta. Por ello, tal función no puede ser integrable, pues para ella no se 
cumple la condición (44.53). D 

Mostremos ahora que si menospreciamos el conjunto de medida cero, toda fun- 
ción integrable será acotada. 

Teorema 6. Si una función f es integrable en el conjunto X, existe tal conjunto de 
medida cero Xy C X: y Xy = 0, que la función f esté acotada en X N Xy 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la función es integrable en X y el conjunto 
Xp, citado en el teorema, no existe, Tomemos cualquier 8 > © y una partición r del 
conjunto X de finura, < y Designemos con X” la reunión de todos los elementos 
de medida positiva. El conjunto X N X* es, pues, la reunión de un número finito 
de conjuntos X, e 7 de medida cero, por lo cual el mismo conjunto tiene medida ce- 
ro: A(X N X°) = O. Consecuentemente, según la hipótesis aceptada, la función / 
no está acotada en el conjunto X?. De aquí, de acuerdo con el corolario del lema 7, 
llegamos a que la función / no es integrable. O 

'Probemos ahora que para una clase importante de los conjuntos abiertos me- 
dibles según Jordan el teorema sobre la acotación de las funciones integrables queda 
enteramente en vigor. Para demostrarlo nos hará falta un lema geométrico. 

Lema 8. La intersección no vacía de un cubo cerrado n-dimensional con un con- 
Junto abierto de un espacio n-dimensional tiene la medida inferior de Jordan positi- 
va 


Corolario. Para cualquier conjunto abierto medible según Jordan existen parti- 

clones tan pequeñas como se quiera, cuyos elementos tienen todos medida posittva. 
DEMOSTRACIÓN DEL LEMA. Supongamos que Q es un cubo n-dimensional y sea G 

un conjunto abierto del espacio R” y Q N G + Ø. Cualquiera que sea el punto 

xe Q N G, por ser abierto el conjunto G, existe tal entorno de dicho punto U(x) 

{por ejemplo, el propio conjunto G) que 

UL) CG. (44.54) 


No es difícil convencerse de que en el conjunto U(x) siempre hay un punto interior y 
del cubo Q. Efectivámente, puede ocurrir que el mismo punto x sea interior para el 
cubo Q, y en tal caso podemos tomar y = x. En cambio, si x es un punto de fronte- 
ra del cubo Q, será punto de frontera también para el conjunto de los puntos inte- 
riores del cubo. Por esta razón su entorno U(X) contiene, a ciencia cierta, el punto 
interior y del cubo Q (fig. 183). En virtud de la definición de punto interior (véase el 
p. 18.2), existe tal entorno suyo VO) que 


YN <Q. (44.55) 
En vista de (44.54) y (44.55), son lícitas las inclusiones 
UG) N VO) CU) CG, VN VO) C VO) C Q; 
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y por ende 
UAN VC QNG. (44.56) 
Dado que y € U(x) e y e VO), la intersección U(x) N V(») no es-vacla, pues con- 
tiene en todo caso el punto y. Luego, siendo la misma una intersección de dos con- 
juntos abiertos, es también abierta, razón por la cual (véase cl p. 44.1) 
me[UL) A VON > 0. 


En virtud de la propiedad de monotonía de la medida inferior (véase el lema 1 en 
el p. 44.1), de (44,56) tenemos 
Ma LURO) N VO] K 1. (QN 0). 
De las últimas dos desigualdades se pone de manifiesto que 4, (Q N G) > 0. O 
DEMOSTRACIÓN DEL COROLARIO. Sea G un conjunto medible abierto en R”, Fije- 
mos una partición del espacio R” en cubos de cierto rango k. El conjunto de cubos 
Q de este rango que tienen una intersección no vacía con el conjunto G, es finito, 
pues el conjunto G está acotado, debido a su mensurabilidad. Numeremos todos los 
cubos mencionados: Oj, Qy, -.. , Q, Los conjuntos X, = Q; N G = Ø, i = 1, 
2, +». y lq, SOn medibles y forman la partición y = {X} = del conjunto G. En efecto, 
de 


por una parte X, = Q, N G C G, por consiguiente, (UU X, C G, pero, por otra 
Parte, todo punto x € G, al igual que cualquier otro punto del espacio A”, pertenece 
por lo menos a un cubo Q de rango k : x € Q N G. En este caso Q N G € 7, es de- 


cir, para cierto į se tiene Q = Q,, por lo cual xe Q; N X=X,C Ù X, De este 
modo, U X, =G. 5 

Luego, X, N X; C Q; N Q. Si la intersección Q; N Q, no es vacía, representa 
un cubo de dimensión inferior a n, y, por consiguiente, es fa gráfica de una función 
continua (incluso lineal) en un compacto. Por esta razón su medida es igual a cero: 
HlO, N Q) = 0, de donde también u(X, N X) = 0, i + j. Por fin, de conformi- 
dad con él lema 8, X; > 0. 

Existen, evidentemente, las particiones del tipo indicado tan pequeñas como se 
quiera. En efecto, cualquiera que sca ô > 0, basta elegir tal rango k que sea 10 4/5 < 


as ss 


< 5 (d(Q) = 107 KV1 es el diámetro del cubo de rango k) y entonces 
dX) = AQ; N C) < AQ) = 107 WA < ò, i= 1, 2- p io 
por lo cual ô, < ô. D 
Teorema 7. Si una función es en un conjunto abierto, está acotada, 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la función f es integrable en un conjunto me- 
dible G. Según la defir n de integral, el conjunto G es medible según Jordan y 
debido al corolario del lema 8, existen particiones, tan pequeñas como se quiera, de 
dicho conjunto, todos los elementos de las cuales tienen medida positiva. Es eviden- 
te que, en virtud del lema 8 para las particiones construidas al demostrar el corolario 
del lema citado, la reunión de todos sus elementos de medida positiva coincide con 
el mismo conjunto G. Si la función f fuera no acotada en G, entonces, de acuerdo 
con el corolario del lema 7, no sería integrable. 

OBSERVACIÓN. Según se ve de la demostración aducida del teorema 7, el carácter 
abierto del conjunto G se ha requerido sólo para mostrar que existen sus parti- 
ciones, tan pequeñas como se quiera, cuyos elementos tienen todos medida positiva, 
De este modo, para todos los conjuntos que poseen esta propiedad la integrabilidad 
de las funciones en ellos conlleva a su carácter acotado. 

Podemos convencernos con facilidad de que la clausura G de todo conjunto 
abierto medible G también tiene particiones, tan pequeñas como se quiera, todos los 
elementos de las cuales tienen medida positiva. Efectivamente, basta tomar de 
nuevo todos los cubos Q, de rango k que hacen con G una intersección no vacía, En 
este caso con mayor razón tendrán no uña intersección vacía con la clausura G del 
conjunto G: Q; NG > Q; N G = Ø. Además, como S¿(G) es un conjunto cerra- 
do y G C S¿(G), entonces Ẹ C S¿(G). Por lo tanto, si ponemos X, = Q, N G, 
donde Q, N G + 2, la partición r = [X forma el recubrimiento de la clausura G 
del conjunto O, pues el poliedro S¿(G) se compone sólo de los cubos indicados Q; y, 
según el lema $, 


uX, = KQ N © > MQN G) > 0. 


Ejercicio 6, Constrúyase un ejemplo de función no acotada e integrable en un conjunto 
de medida postttva 
Si la función f está acotada en un conjunto medible, se pueden determinar, igual 
que en el caso unidimensional, las sumas superiores e inferiores de Darboux. 
Definición 5. Sea f una función acotada en el conjunto medible según Jordan X, 
sea 1 = (X)| Z p la partición del conjunto X, 
m= if /00, M= sup SO 1=1,2,. 
rek 


xeX 
En tal caso las sumas 


% % 
E maX, S= E MX, 
r 


llevan los nombres respectivos de sumas inferiores y superiores de Darboux. 
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Para las sumas de Darboux y sumas integrales de Riemann son válidas las si- 
guientes desigualdades evidentes , <, <s, 
a y 


Lo mismo que para la función de una sola variable, para cualesquiera dos parti- 
ciones 7, y 7, es licita la desigualdad 


Teorema 8. Para que la función f, acotada en un conjunto medible según Jordan 
X C R”, sea integrable según Riemann en dicho conjunto, es necesario y suficiente 


e. ¿Mm (S, — 5) =0. (44.57) 
PR EE AAA se tiene 
¿im,S, = im s, = fax. (44.58) 


La condición (44.57) es pins a la siguiente 


lim, È fi XJaX; = 0, (44,59) 


ds 


donde wf: X) es la oscilación de la función f en el conjunto X, er = {X}. 
La demostración de este teorema es análoga a la que se realiza en el caso unidi- 
mensional y se recomienda que esta demostración quede a cargo del propio lector. 
cicio 7. Enúnciense las definiciones de los limites (44.57) — (44.59) con ayuda de las 
y empleando el “lenguaje £ — 5”. 


Teorema 9. S! una función es continua en un compacto medible según Jordan, 
será integrable en éste. 

DEMOSTRACIÓN, Sea X un compacto medible, X C R”, y sea f una función con- 
tinua en dicho compacto. Toda función, continua en un compacto, está acotada 
(véase ci p. 19.6) y es uniformemente continua (véase el p. 19.7) en él, Por ello, aquí 
también la demostración es la misma que en el caso unidimensional (véase el 
p. 27.5): se obtiene con facilidad la estimación 


% 
E Ai XX, € 06,5 aX, 


donde «5, f) es el módulo de continuidad de la función f. De esta estimación se de- 
duce directamente el cumplimiento de la condición (44.59), por lo cual, conforme al 
teorema 8, tiene lugar también la integrabilidad de la función f. O 


44.5". SOBRE LA INTEGRABILIDAD DE LAS FUNCIONES DISCONTINUAS 


La continuidad de una función no es una condición necesaria de integrabilidad: 
existen también funciones integrables discontinuas. Una clase bastante amplia de las 
funciones integrables discontinuas se determina por el siguiente teorema. 


106429 
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Teorema 10. Si una función está acotada en un compacto medible según Jordan 
y el conjunto de puntos de discontinuidad de la función citada tiene medida de Jor- 
dan cero la función es integrable según Riemann, 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la función está definida y acotada en un com- 
pacto, esto es, en un conjunto cerrado acotado X C R", con la particularidad de 
que el compacto X es medible según Jordan. Siendo f acotada en X, existe tal cons- 
tante M > 0, que para todo x € X se cumple la desigualdad 

I0) < M. (4.50) 


Sea Xy un conjunto de los puntos de discontinuidad de la función /. De confor- 
midad con la hipótesis del teorema, „Xg = 0, razón por la cual para todo € > 0 fijo 
existe tal rango k que 


SAX) < (44.61) 


7a 


Esto es una consecuencia de que en el caso dado, con arreglo a la definición de me- 
dida, lim ySXp) = 0. Supongamos que el poliedro S,(X ) se compone de los 
cubos O Oa ++: « Q}. Denotemos con P, un cubo que se obtiene de Q; con ayuda 
de la transformación de semejanza con centro en el centro del cubo Q y la razón de 
semejanza igual a tres; en este caso 


MP, PQ) Idle (44.62) 


Pongamos P= (J P). En virtud de las desigualdades (44.61) y (44.62), tene- 
ss 


mos 
aaki P< E uP; = E PQ, = PUSO < iy (44.63) 


j= i 


Cabe notar que el conjunto P se obtiene de SX o), orlando el último con una 
franja de cubos cuyas aristas son de longitud 1074, por lo cual todo conjunto A de 
diámetro d(A) inferior a 107*, que se corta con el conjunto S¿(Xy), está comtenido 
en P (fig. 184): 


AA) < 07t, ANSAX)= DRACP. (44.64) 


Designemos ahora con G el conjunto de puntos interiores del poliedro S4X). 
Evidentemente, G es un conjunto abierto y como, según la hipótesis, del teorema, 
X cs cerrado, entonces el conjunto P = X N G es también cerrado y, además por 
set X acotado, el conjunto FF es también acotado, razón por la cual Pes un compac- 
to. Luego, el conjunto Xg se dispone en el interior del poliedro S,(X,), es decir, 
Xo C G (según se ha observado anteriormente, véase el p. 44,1, esto tiene lugar, en 
general, para cualquier conjunto X y se deduce de la definición del polledro SX). 
De aqul se pone claro que la función f es continua en el compacto F y, como, ade- 
más, el conjunto Fes medible en su calidad de diferencia entre dos conjuntos ms- 
dibles X y G, entonces, de acuerdo con el teorema 9, la función f es integrable en F. 
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iat E E 


Por eso, para e > O elegido más arriba, existe tal 3 > O, que para toda partición 7p 
del conjunto F de finura ô, < 3 se verifica la desigualdad 


Sry (44,65) 


N. 
mF 


donde S,, y s,, son las sumas superiores e inferiores de Darboux de la función f, 
correspoidientes a la partición 7p del conjunto F. 


Sea 
8 = min (1074, 4), (44.66) 


r = JX} Zp una partición del conjunto X de finura 5, — 5. Es evidente que 
Tp E (X, O F), donde X; N F ++ Ø, es una partición del conjunto F de finura 
ö,p < ô, < ög, y, por esta razón, en virtud de (44.66), para 1, se verifica la des- 
igualdad (44.65). 
Pongamos 
. ma ing SG) 

xex 

i 
MinXps, = Y Max 


Mi= 30, hma al SO, 


ae rex or 


Spa MAX, N Phs, = min, QA. 
E 


Todo conjunto X; € y se interseca con G o no se interseca, Si no se interseca, es de- 
cir, si X; N G = Ø, se tiene X; C F y para tales índices į tenemos M; = Mj, 
m = mj XN F= Xy 

Dado que X, + Ø y X; C X = F U G, de X; N G = Ø se deduce que X; C F 
y, por consiguiente, X; N F + Ø. Por ello, al observar que en las sumas que vienen 


10* 
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abajo todos los sumandos son no negativos, obtendremos 
E M-mpx= D Moms Y M -mN 


xna =0 xn6=0 xiko 


E 
-sp sE. 04460 


Si X, N G + Ø, en virtud de (44.64) y (44.66), X, C P y por esta razón para es- 
tos indices j (véase, además, (44.63)) tenemos 


*xo=p“ U XSuP< 
AnG z xNG+*a M 
Al hacer uso de las desigualdades obvias ml < M, IM < M, i = 1, 2, ... 
que se desprenden directamente de (44.60) y al aplicar la desigualdad (44.68) 
tendremos 


(44.68) 


-muxis G UA IMA SE <i 


ande a y 
De (44.67) y (44.69) se deduce que 


De aquí, de acuerdo con el teorema 8, se deduce la integrabilidad de la función f en 
el conjunto X. O 


44.6. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL MÚLTIPLE 
Consideraremos aquí las propiedades de la integral múltiple análogas a las de la 
función de una sola variable por un segmento. Recordemos que la integrabilidad de 
una función (según Riemann) en cierto conjunto presupone la mensurabilidad de és- 
te según Jordan. 


19, Sea X un conjunto medible; en este caso | dX = pX. 
Efectivamente, el integrando es idénticamente igual a la unidad. Por ello, si 
r = {X2} z fp es cierta partición del conjunto X, entonces (véase (44.41) 


fax = E =x 


2°. Sean X y X* unos conjuntos medibles, X+ C X y sea f una función acotada 
e integrable en X; será también integrable en X" 
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En efecto, el conjunto X** = X N X" es también medible, siendo una diferen- 
cia entre dos conjuntos medibles, Sean 7* = (X] una partición del conjunto X* de 
makar = a ns < Ba. En- 
tonces, r = (XP, X] °) será la partición del conjunto X de finura 8, = &,. Si 


o= E e XpuXp+ E AA aX 


w= E VXD, 
entonces, evidentemente, O < w. < 6. Pero „lim, w, = 0, por lo cual 
lim , 7» = 0, de donde proviene la integrabilidad de Ia función / en el conjunto 
X” (véase (44.59). O 
3°, Aditividad de la integral por los conjuntos. Si X y X” son unos conjuntos 
medibles, X = X’ U X”, X’ N X” = Ø, y la función f está acotada y es in- 
tegrable en el conjunto X, entonces las integrales frwax y [/004x" existen y 


Pax = prax + Yunax”. (44.70) 


Ya que la existencia de las integrales [/0)dX” y [/(x)dX” proviene de la pro- 


piedad 2%, nos queda demostrar sólo la fórmula (44.70). Sean r' = [X/) y 
7” = [Xj ) las particiones de los conjuntos respectivos X” y X”. En este caso 
rm MX ] es a partición del conjunto X y su finura es igual a las máxima de las 
finuras dels particiones 6,- yö,- i, = máx Bpa 8,-). 

Seale Xj, DaT 


= E EAN = Y SOMA, 
0, = 0p + op (44.11) 
Por ser f integrable en los conjuntos X, X” y X”, tenemos 
¿lim o, = [S004%, Um, 0, = [S004X", lim, 0, = [f094X”, 


Por ello, pasando al limite en la igualdad (44.71) para ô, — 0, obtendremos (44.70). O 

OBSERVACIÓN. Conviene fijar la atención en la siguiente circunstancia: puede su- 
ceder que la función f esté definida en el conjunto X = X” U X”, donde X” y X” 
son conjuntos medibles, X” N X” = 2, las integrales | f)dX" y | S60AX” exis- 
ten, mientras que la integral | f{x)dX no existe. 


Aclaremos lo dicho con un ejemplo. Sean (r, +) las coordenadas polares de un 
punto en un plano 
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0, sir<il, 
a iii Maa 1,0< p < 2r, 


sea X’ Iir, p): r < 1] un circulo abierto y X” We, p): 1), una circunferen= 
cia, Evidentemente, X” = 0, por lo cual, pese a que la función f no está acotada en 
X”, es integrable y [/(r, vJdX” = 0. Existe también la integral [/(7, p)dX" = 0. 
No obstante, la integral Í f(r, 4) AX referida a un círculo cerrado X = X” U X” no 
existe. Efectivamente, el conjunto X representa la clausura de una región, razón por 
la cual dicho conjunto tiene particiones, tan pequeñas como se quiera, todos los 
elementos de las cuales cuentan con una medida positiva. Por lo tanto (véase la ob- 
servación al teorema 7), toda función integrable en X está acotada, en tanto que la 
función dada f no está acotada y no es, por ende, integrable. 

Es importante observar que la situación semejante no puede tener lugar para las 
funciones acotadas: si la función f está acotada y es integrable en los conjuntos me- 
dibles X” y X”, X” N X” = Ø, entonces será integrable también en el conjunto 
X = X' U X”, con la particularidad de que queda lícita la fórmula (44,70). Esto 
será demostrado en el p. 44.7%, 

Sólo diremos que en el caso cuando uno de los conjuntos, X” o X”, tiene medi- 
da cero, la integrabilidad de la función acotada f en su reunión, si se presupone la 
integrabilidad de dicha función en cada uno de los conjuntos, se obtiene por repiti- 
ción textual de los razonamientos aducidos en la demostración del teorema 10. En 
efecto, sea. integrable y acotada en los conjuntos medibles X” y X”, pX’ = 0, 
X = X' U X” . En este caso si construimos, al igual que en la demostración aduci- 
da, un conjunto O > X” (el conjunto X” desempeña aquí el papel del conjunto Xy 
del teorema 10) y ponemos F = X N G, entonces tendremos F C X” y, por lo tan- 
to, en virtud de la propiedad 2° de las integrales, la función f resultará integrable en 
el conjunto F, de donde se desprende, igual que antes, su integrabilidad en el con- 
junto X, y, por ende, en virtud de la propiedad 3°, la validez de la fórmula (44.70), 
donde | fddX" = 0. 

Del modo semejante se demuestra la afirmación general, pero el procedimiento 
Para ello resulta ser más complicado. 

4. Linealidad de la integral. Si las funciones f, y f,Son integrables en el conjun- 
to X, para cualesquiera números X, y A existe la integral ÎS x) + Daf 10) dX y 
se verifica la igualdad 


[Si + AS 001 AX = MS 00 dX + Maf 0 dX. 


5°. Si las funciones f y g son integrables y están acotadas en cierto conjunto, en- 
tonces su producto y la razón f/g (para inf lgl > 0) son integrables en dicho con- 
junto, 

6”, Integración de las desigualdades. Si las funciones f y g son integrables en el 
conjunto X y si para todo x € X se verifica la desigualdad f(x) < g(x), entonces 
$ Sax < | sax. 
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7%, Si la función f es integrable y está acotada en un conjunto X, el valor absolu- 
to de la función |f| es también integrable en el conjunto, con la particularidad de 
que |J f09dX1 < |I) ax. 

La demostración de las propiedades 4°, $°, 6°, 7° se efectúa por analogía 
completa con el caso unidimensional (véase el p. 28.1). 
Monotonía de la integral de las funciones no negativas extendida a los com- 
Juntos, Si X y X* son unos conjuntos medibles, X* C X, y la función f es no negati- 
va, acotada e integrable en X, entonces 


[wax" < [rudax. (44,72) 


En efecto, en vista de las propiedades 2° y 3%, las integrales [/()dX* y 
Ya (Xx X°) existen y 


Yax = jro0ax" + [FdE N x. 


Como f(x) > O, se tiene, en virtud de la propiedad 6°, pwa N X*) > 0, de lo 
que proviene la desigualdad (44.72). O 

9*. Supongamos que la función J es integrable y no negativa en un conjunto 
abierto medible G, Xx" € G y la función f es continua en el punto x®™, siendo 
SK > 0. En este caso 


pwa > o. (44.73) 


En efecto, por ser la función f continua en el punto x, para todo £ > O existe 
tal entorno U = UK) de este punto que con cualquiera x € U se verifica la desi- 
gualdad fK) — e < f(x) < SAO) + e. Además, debido a que el conjunto G es 
bierto, el entorno U siempre puede elegirse de modo tal que sea U C G. 


Al escoger 6 = am , obtendremos para éste tal entorno U que para cuales- 


quiera x, pertenecientes a este entorno, tendremos f&) > = 
do sucesivamente las propiedades 8°, 6° y 1°, llegamos a que 


+ De aquí, aplican- 


poaa > wau aD jau u> o, 


pues „U > 0, como medida de cualquier conjunto abierto. C 
Demos a conocer un corolario directo de la propiedad 9°. 
Corolario. Si la función f es continua, integrable y no negativa en un conjunto 
abierto medible G y no es idénticamente igual a cero, entonces | fix)dO > 0. 
10°. Aditividad total de la integral extendida a los conjuntos. Supongamos que 
la función f está acotada y es integrable en el conjunto X, mientras que (X),k = 
2, ... , es la sucesión de tales conjuntos medibles X, C X, que 
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¿Mn X= aX. (44.74) 
En este caso 
¿Mm_ Y 604%, = ax. (44.75) 


Por ser la integral aditiva, tenemos 


Pax — [fedax, = YX N Xp. 


Como, según la hipótesis, / es una función acotada, es decir, existe tal constante 
M > 0 que 1/Gc)I < M para todo x € X, entonces 


|px - Ymax,| = [trova xx] < 


< [YIAN X) < M | dX N XD = MalX N Xp. 
y 


Según la propiedad de aditividad de la medida tenemos 
MAN Xp = uX — uX y por consiguiente 


|ywax =- [wax, | S MUX -= uX). 


De aquí, en virtud de (44.74) proviene precisamente (44.75). D 

11°. Teorema del valor medio, Supongamos que las funciones f y g están acota- 
das y son integrables en el conjunto X. Si la función g no cambia de signo en X y 
m < SU) < M, x € X, entonces existe tal número », m < A < M, que 


jrr dX = A few ax. 


Corolario. Sea X un conjunto medible linealmente conexo o una clausura de un 
conjunto linealmente conexo. En este caso, si la función f está acotada, es in- 
tegrable y continua en X, existe tal punto E € X, que | fLOdX = f©uX. 

El teorema sobre el valor medio se demuestra por añalogía completa con el caso 
unidimensional (véase el p. 28.2). Para obteñer el corolario, se debe usar el teorema 
sobre los valores intermedios de la función continua en un conjunto linealmente co- 
nexo o en la clausura de éste (véase el p. 19.6). 


44.7%. CRITERIOS DE INTEGRABILIDAD DE LAS FUNCIONES 
DE RIEMANN Y DARBOUX Y LOS COROLARIOS 

Supongamos que la función f está definida y acotada en un conjunto medible se- 

gún Jordan X, 7 =(XJ2 es la partición del conjunto, m= inf f, 


*1 Con las sucesiones de conjuntos medibles, que poseen la propiedad (44.74), ya nos en- 
contramos, véase, por ejemplo, el teorema 2 en el p. 31.2. 
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% % 
Mi= sp f.s, = Y muX,s,= Y Mi aX; son las sumas de Darboux, 
inferior y superior, correspondiente a la partición 7. Pongamos 
I, = sup sl = inf Sp (44.16) 

1, e 1* se llaman integrales de Darboux inferior y superior, respectivamente, de la 
función f. Resulta que las integrales inferior y superior de Darbovx representan no 
sólo las cotas superior e inferior de las sumas integrales de Darboux, sno tambien su 
límite a condición de que la finura de las particiones tiende a cero, 

Teorema 11. Si /a función f está acotada en un conjunto medible según Jordan 
X, resulta 


DEMOSTRACIÓN. Demostremos la validez de la primera fórmula (la segunda se de- 
muestra de modo análogo). Supongamos que 1f0)l < €X, y está dado 
€ > 0. En vista de la definición (44.76), existe tal partición 1* = [X$ del conjunto 
X que 


e 
solo. (44.77) 
Z 3 (44.77) 


Aqusp= D muXimp= inf f.i = 1,2... ip. Sea 


ha 
U axe (44.78) 


ms 


Por cuanto cada conjunto X} es medible, p8 X? = 0; por ello y Xy = 0. Por consi- 
guiente, existe tal rango k = k(2), que 


e 
E (44.7: 
KSAD < rr (44,19) 
Probemos que para cualquier partición = (XY Z 4? del conjunto X de finura 
ô, < 107% se verifica la igualdad 
lo 6<5, Elo. (44.80) 
Como £ > O es arbitrario, esto significa que „lim, s, = Za. 


La desigualdad s, < /, proviene directamente de la definición de integral infe- 
rior /,, (véase (44.76)). Por eso basta sólo demostrar la desigualdad 


s> loe (44.81) 


a condición de que 5, < 107%, 

Supongamos que S, = S¿(X/) se compone de los cubos Qy, ... » Qm. Por 
analogía con lo que se hizo al demostrar el teorema 10, designemos mediante P; un 
cubo que se obtiene de Q; por transformación de semejanza de centro en el cehiro 
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del cubo Q; y la razón de semejanza igual a 3, = 1,2, ... , m. Pongamos 


P 


U Ph G=XNP. (44.82) 
ma 

De las definiciones de los conjuntos P y G se desprende que el conjunto G está 
separado del poliedro S¿(X¿) por una “franja” de cubos con las aristas de longitud 
1074, Estimemos ante todo la medida xP. De la definición del conjunto P (véase 
(44.82)) y la desigualdad (44.79) tenemos (compárese con (44.63) 


MPa U Pj E aP Y 10) = YUSA) < 


PoR PA mi 


(44.83) 


Hemos de notar a continuación que para todo conjunto A C X de diámetro 
(A) < 107, que se interseca con el conjunto G : A N G + Ø, existe y, además, 
el único conjunto XPe 7* tal que 

Acx (44,84) 


En efecto, elijamos un punto x € Á N G. Puesto que A C X, entonces x € X, y, 
por ende, el punto x está contenido en cierto elemento X? de la partición 1°, Para cs- 
te elemento se cumple precisamente la inclusión (44.84). Efectivamente, si la inclu- 
sión dada no tuviera lugar, existiría un punto y € A N X? Ya que x € A, y € A y 
d(A) < 1074, resulta que p(x, y) < 107%, Por consiguiente, el segmento que tiene 
por sus extremos los puntos x e y, la longitud inferior a 107! y el extremo x dispues- 
toen el conjunto G, no se interseca con el conjunto S(X¢), pues está separado de G 
por una franja de ancho 10”*. No obstante, de lo que un extremp del segmento per- 
tenece a cierto conjunto, en el caso dado al conjunto X y el otro no le pertenece, se 
infiere (véase el lema 9 en el punto 18.2) que en dicho segmento existe un punto 
2 € 9X Mas (véase (44.78) 3X? C Xy C Sp(Xp) es decir, z € SX). Por lo tanto, 
el segmento citado se interseca con el conjunto S,(X¢). La contradicción obtenida 
demuestra la inclusión (44.84). 

Demostremos la unicidad del conjunto Xque satisface la inclusión (44.84). Su- 
pongamos que existe un conjunto más, X? e 7°, tal que A C X$, k + i. En este ca- 
so A C XPN Xf. Si la intersección XP Xz contuviera por lo menos un punto que 
fuera al mismo tiempo interior para los conjuntos XPy Xf, este punto sería interior 
también para la intersección XPM X? y entonces tendria lugar la desigualdad 
H(XPN XP) > O. Esta desigualdad contradice la definición de partición (véase el 
p. 44,3), en virtud de la cual (X? N Xp) = O cuando i + k. Por consiguiente, todo 
punto de la intersección XP Xf, y, por ende, todo punto del conjunto A es un 
punto de frontera por lo menos para uno de los conjuntos X X}. Pero, en tal caso 
AC U axp= Xa C SX. Esto es imposible, puesto que el conjunto A se in- 

1 
terseca con el conjunto G el cual no se corta con S4(X,). La contradicción se ha ob- 
tenido de la suposición sobre la existencia del segundo elemento X de 7* que con- 
tiene el conjunto A. Por consiguiente, tal elemento es único. 
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“Tomemos ahora una partición arbitraria 7 = XK Y Z Lp del conjunto X de finura 
5, < 107%, Dividamos la suma inferior de Darboux 
s= E mam iog 00.) 


s 


Za a ado 


en dos sumandos correspondientes a aquellos X; que se intersecan con el conjunto G 
y aquellos que no se intersecan con él y, por lo tanto, se disponen integramente en el 
conjunto P (véase (44.82): 


s» maX, + mjuXj (44.85) 
gbaa it h 


Al emplear la desigualdad evidente 
Im < M,j = 1,2, -sjo (44.86) 
donde 1/G)1 < M, x € X, y la estimación (44.83), obtendremos 


mux| < Im aX; < 


ELA 
<M X< Mu U X <MpPP<Mi mn. 
o e, ws 
En particular, P> maX > = $ - Por esto de (44.85) tenemos 
tr 
e 
s> muX ==. (44,87) 
ane a. 


Diremos ahora que d(X,) < 3, < 107%, razón por la cual para todo X,, que se 
interseca con el conjunto G, existe, en virtud de (44.84) tal XPe 7*, que X, C XP. 
Designaremos mediante G; la reunión de todos aquellos X; que se intersecan con G y 
están contenidos en X% 

G= U s; 


cxXnos a 
Agrupando en la suma b m) pX; los sumandos contenidos en un mismo 
yta 


conjunto G,, escribamos la suma citada en la forma 


muX, = max. (44.88) 
se e, A 

Con el fin de estimar la suma interior, observemos que para todo į = 1, 2, 
~. » lg, de acuerdo con la igualdad obvia 


Xp= (XTN G) U APN G) = Gi U OPN G) 
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(la segunda igualdad proviene de la inclusión G; C X7), tenemos 
mpuXp= mpuG, + muk? N G) = 


=mpu U X + mAN G) = 
"ca 


=m E nX + mulxro G). (44.89) 
120, 
Estimemos el segundo sumando. Todo punto x e X?N G; pertenece a cierto con- 
junto X€ 1 : x € X). Este conjunto X no puede intersecarse con G, puesto que to- 
do Xy e 1, que se inérseca con G, está contenido integramente en cierto elemento de 
la partición 7° (véase (44.84). Por cuanto la intersección X, N X} no es vacia: 
x €X, N Xp a título de este elemento en el caso dado puede intervenir sólo el con- 
Junto g es decir, X, C X? Mas, en vista de la definición del conjunto G, tendría 
lugar en estas circuästancias la inclusión X, € Gp y. por lo tanto, x € Gp Esto 
contradice la suposición de que x € X?N Gp Asi pues, el conjunto X; no se interse- 
ca con G y, por ende, X, C P. De aquí se deduce, en particular, que x € P. Ya quex 
es un punto arbitrario del conjunto X? \ G;, se tiene X¥?N G; C P, por lo cual 
XN G, € XPN P. 
Al hacer uso de dicha inclusión y de la desigualdad (44.86), tenemos 
MPAXIN O) < MAXIN P). 


Sustituyendo esta desigualdad en (44.89), tendremos 
mu Y mpx + M MXN P) 
yia 


Ha de notarse ahora que de la inclusión X, C G; C X? proviene la desigualdad 
m? < my Qa cota inferior de un subconjunto no es menor que la cota inferior del 
propio conjunto) y obtenemos 


mpx pS Y mpx, + MaN P) 
xta 
de donde 

slo 


Al sumar ambos miembros según / desde 1 hasta iy, en virtud de (44.88), tendre- 
mos 


4 4 
m, > -M N P) = 5. 
mua uae TRAE 


4 
-M E AP. 


S 
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Puesto que, de acuerdo con (44.83), 


% h ž 
E ROP=* U NAPP 


S ii 


mpXj> sp -$ (44.90) 
aa ES 


Al aplicar, ahora, sucesivamente las desigualdades (44.87), (44.90) y (44.77), ob- 
ý 2e 
e 
s> max > > Ls 
lr RT 
es decir, la desigualdad (44.81) y, por lo tanto, el teorema 11 se han demostrado, 3 

Con ayuda de dicho teorema pueden enunciarse dos criterios de integrabilidad 
de una función acotada. 

Teorema 12 (criterio de Darboux). Una función acotada en un conjunto medible 
según Jordan es integrable según Riemann cuando, y sólo cuando, sus integrales su- 
perior e inferior de Darboux son iguales. 

DEMOSTRACIÓN, Sean /, € [> las integrales de Darboux, inferior y superior, res- 
pectivamente, de la función f que es acotada en un conjunto medible X. Por consi- 
guiente, para cualquier partición 7 del conjunto X se verifican las desigualdades 
(véase (44.76) 

s, <1, SIK S, (4.91) 


NECESIDAD DE LA CONDICIÓN 1, = 1*. Si la función f es integrable en el conjunto 
X, se tiene (véase (44.57)) 


¿lim 6, = 3) =0, 


y dado que 0 < P — I, < S, — 5, entonces 1, = P. 
SUFICIENCIA DE LA CONDICIÓN J, = I. Si J, = P, en virtud del teorema 11, te- 
nemos 
alim, (S, = 5) = „lim, S, = 
y, en tal caso, de acuerdo con el teorema 8 del p. 44.4, la función f es integrable, O 
Teorema 13 (criterio de Riemann). Una función f, acotada en el conjunto medible 
según Jordan X, es integrable según Riemann cuando, y sólo cuando, para todo £ > 0 
existe tal partición 7 del conjunto X que 


S,- 5,<6, (4,92) 


donde s, y S, son las sumas de Darboux inferior y superior de la función f, correspon- 
dientes a la partición 7. 

DEMOSTRACIÓN. Si la función fes integrable en el conjunto X, para ella se cumple la 
condición (44.57) (véase el teorema 8 en el p. 44.4). La validez de (44.92) se deduce dela 
definición de limite de las sumas de Darboux para ô, — 0. 


ims,- 1, =0, 
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Si, en cambio, se cumple la condición (44.92), entonces, en virtud de (44,91), 
con cualquier e > Oes válida la desigualdad O < 7% — 1, < £, y, por eso, I, = 1%. 
De aquí, de conformidad con el teorema 12, se desprende que la función / es in- 
tegrable en el conjunto X. O 

Así pues, recordando la definición de la integral múltiple, aducida en el p. 44.3, 
el teorema 8 del p. 44.4 y los teoremas 12 y 13 del punto presente, llegamos a que las 
cinco afirmaciones que siguen son equivalentes: 

1) la función f es integrable en el conjunto X, es decir, existe el limite 
„im o, = (JAX: 
2 lim, (S, — s) = 0; 


de 
3 ¿limo E 0: XpuX, = 0,7 = Xiba , es la partición del conjunto X; 
A 


4) para cualquier e > O existe tal partición del conjunto X que S, = 5, < e; 
Di, = r. 
De éste modo, el cumplimiento de cada una de estas condiciones es equivalente a 


la existencia de la integra! | /G)dX, con la particularidad de que 
pax = imgs, 


OBSERVACIÓN 1. Los teoremas obtenidos permiten ahora demostrar sin dificul- 
tad la adttividad de una integral extendida a los conjuntos medibles para funciones 
acotados (véase el p. 44.6) en la forma siguiente: si una función acotada f es in- 
tegrable en los conjuntos disjuntos X, y X, es Integrable también en el conjunto 
X= X, U Xy 

En efecto di la función f está acotada y es integrable en los conjuntos X; y X, 
entonces, en virtud del teorema 13, para todo £ > O existen las particiones 1, y r3 de 
los conjuntos respectivos X, y X, de tal indole que 


S, 


<> S, <t. (44.93) 


aie i a 


Coino. r =`r, U 7, es una partición del conjunto X = X, U X, y las sumas de 
Darboux, superior 5, e inferior s,, que corresponden a esta partición, se expresan en 
términos de las sumas análogas de Darboux correspondientes a la particiones 7, y 1, 
según las fórmulas S, = S, + S,,.5, = Sp, + 3,,, entonces, restando de la prime: 
ra de las igualdades dadas la segunda, obtenemos, en vista de (44.93) 
S,- s, = (8, 5) + (5, —5,)<0 

Del cumplimiento de esta condición se deduce (también conforme al teorema 13) 
que'la función f es integrable en el conjunto X. 

OBSERVACIÓN 2. Como ya se ha dicho en el p. 44.3, para las funciones de una va- 
riable, definidas en los segmentos, disponemos de dos definiciones de la integral, a 
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saber, una, dada en el p. 27.1, con ayuda de las particiones de los segmentos en seg- 
mentos y sólo segmentos, y la otra definición del p: 44.3, con ayuda de las parti- 
ciones de los segmentos en cualesquiera conjuntos medibles según Jordan. Estas dos 
definiciones son equivalentes. 

Demostrémoslo. Para ambas definiciones la condición necesaria de intégrabili- 
dad consiste en el carácter acotado de la función en consideración: véase el teorema 
1 en el p. 27.2 y la observación al teorema 7 en el p. 44.4 (un segmento es la clausura 
del intervalo, es decir, la clausura de un conjunto abierto). Por ello consideraremos 
la función f que está acotada en cierto segmento [a, b). Supongamos que para esta 


i 
función existe la integral 7 = „lim, J J(EDaX¡enelsentido del p. 44.3, es decir, 
0 2, 
para cualesquiera particiones r = [X] 3 P del segmento (a, 6] en conjuntos X; me- 
dibles según Jordan. En este caso si nos limitamos sólo a una parte de particiones r, 
para las cuales todos los conjuntos X son segmentos, entonces para ô, — O, el límite 


h 

de las sumas integrales J) /E)AX, referente a la parte mencionada de parti- 
de 

ciones existirá también y será igual al mismo número /. Por consiguiente, si existe 

una integral en el sentido del p. 44.3, existe la misma también en el sentido del p. 

27.1. b 

Viceversa, supongamos que existe la integral 7 = | f(x)dx en el sentido del p. 


21.1, Entonces, de acuerdo con el teorema 2 del p. 27.4, lim, (S, — 5) = 0, don- 


de r es la partición del segmento |a, b] en segmentos. Por consiguiente, para todo 
€ > Oexiste tal ô > O que para cualquier partición r del segmento (a, b) en segmen- 
tos cuyas longitudes no son superiores a $, resulta lícita la desigualdad S, — s, < £. 
Pero ya del único hecho consistente en la existencia por lo menos de una partición r, 
para la cual se cumple la desigualdad S, — s, < e, proviene, de conformidad con el 
teorema 13 del presente punto, que la función f es integrable en el sentido del p. 
4,3, 

Asi pues, ambas definiciones de la integral referida a un segmento son realmente 
equivalentes. 

OBSERVACIÓN 3, De lo demostrado se desprende también el siguiente reforzamiento 
de las condiciones suficientes de integrabilidad de las funciones, demostradas en el 
teorema 2 del p. 24.4: para que una función f sea integrable en el segmento [0, b) en 
el sentido de la definición de integral en el p. 27.1, es suficiente que para todo e > 0 
exista por lo menos tal partición 7 del segmento [a, b] en segmentos que para las su- 
mas inferiores y superiores de Darboux, correspondientes a dicha partición, se veri- 
fique la desigualdad S, — s, < £. 

En efecto, en tal caso la función f es integrable en el segmento (a, b] en el senti- 
do del p. 44,3, por lo cual, de acuerdo con lo demostrado, también en el sentido del 
p. 2.1. 

OBSERVACIÓN 4. De la observación antecedente se infiere directamente que la 
función f, acotada en cierto segmento la, b] e integrable según Riemann en cual- 
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quier segmento (a, y], a < y < b, es integrable también en todo el segmento (a, b] 

(este hecho se ha indicado sin demostración en el p. 33.1). Efectivamente, si 

1/09! < M, x e la, b], y se ha dado e > 0, entonces elijamos 3, 0 < ô < b — a, 
e 


de modo tal que sea ¿ < 7 . Por ser la función / integrable en el segmento [a, 


b — ô), existe tal partición r de éste, que si s, y S, son las sumas inferior y superior 
de Darboux de la función f para esta partición, se tiene 


s, 


-s, 


e 
„<$. 
2 


Designemos con 1, la partición del segmento la, b] que se obtiene de la partición 
To del segmento lo, b — 3] por adición del punto b: 1, =7U fb] y sea 
pI Mo = ¿sup A0 Sis, Y Sp, son las sumas inferior y superior de 
Darboux de la función f para la partición 17, entonces 

Sy =S, + Mbs Sp = 5, + mo. 


Por esta razón 


£ CR 
-s+ Mo- Mo <A egt 


y, por lo tanto, de acuerdo con la observación 3, la función / es integrable según 
Riemann en el segmento (a, b). 


$ 45. REDUCCIÓN DE LA INTEGRAL MÚLTIPLE 
A UNA REITERADA 


Pasemos ahora alas propiedades de la integral múltiple relacionadas con los ras- 
gos específicos que distinguen el caso multidimensional del unidimensional. El 
empleo de estas propiedades facilita considerablemente con frecuencia el cálculo de 
las integrales múltiples concretas. Las demostraciones completas se darán sólo para 
el caso de las funciones de dos variables. El caso general n-dimensional no difiere, 
teóricamente, del caso plano, no obstante los razonamientos en el caso 
rica adoptan una forma más engorrosa y, por lo tanto, difícilmente con- 
templada. 


45.1. REDUCCIÓN DE LA INTEGRAL DOBLE 
A UNA REITERADA 
En el presente párrafo se mostrará que la integración de las funciones de varias 
variables puede reducirse a la integración sucesiva de las funciones de una sola va- 
riable, Comenzaremos por definir el concepto de integral reiterada, 
Supongamos que en el segmento [a, b) se han dado las funciones p (x) y Y (x) ta- 
les que p(x) < V(x), a < x < b, y que en el conjunto (fig. 185) 
X= (,y):0<x<€b, el) <y< 00) (45.1) 


está definida la función f(x, y)- 
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sl 
E) 


..bk y 7 
Fig. 185 


Sila función f(x, y), como función de la variable y, es integrable en el segmento 
1060), YG9)] para todo x e [a, b] fijo, es decir, si para todo x e (a, b) existe la in- 
wo 


tegral f, Jx, y)dx y la función 
en 
vo 


Pò = | Smdy (45.2) 
lo 
es integrable en el segmento (a, b], entonces la integral 
b piw 
f [ [i sud] as 45.3) 
¿Lo 
se llama reiterada y se designa mediante 
è w 
[ax | sandy. (45.4) 
¿a 


La función AQ), definida por la igualdad (45.2), se denomina integral depen- 
diente del parámetro x. De este modo, la integral reiterada (45.4) es una integral de 
la integral dependiente de parámetro (véanse también $$ 53, 54). 

Observemos que el conjunto X, que se define por la fórmula (45.1), es medible en el 
sentido de la medida plana de Jordan y cerrado. En efecto, de la continuidad de 
las funciones ø y y en el segmento (a, b] proviene su carácter acotado, por lo cual el 
conjunto X está acotado. Luego, su frontera ôX se compone de las gráficas de las 
funciones citadas y, y y también, quizás, de los segmentos de las rectas x = a y 
x = b. Cada uno de los conjuntos mencionados tiene medida cero (véase el teorema 
3 en el p. 44,2), razón por la cual la frontera 3X del conjunto X tiene también medi- 
da cero. En fin, el conjunto X se da con ayuda de las desigualdades no estrictas 
a < x € b, e(x) < y < Y(%), donde las funciones p y Y son continuas, a conse- 
cuencia de lo cual dichas desigualdades quedan vigentes también al pasar al límite, 
de lo que precisamente proviene el carácter cerrado del conjunto X. De este modo, 
X es un compacto medible, 

Las condiciones suficientes para que haya la posibilidad de reducir la integral 
doble a una reiterada se proporcionan por el siguiente teorema. 


116429 
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Teorema 1. Sea f(x, y) una función continua en el conjunto X dado mediante la 
Sórmula (45.1). En este caso 
>» wa 


[j Sd = | ax eno. (45.5) 
X 2 


A la demostración del teorema antepongamos el lema siguiente. 

Lema 1. En las suposiciones del teorema 1 la función (45.2) es continua en el seg- 
mento a, bl. 

DEMOSTRACIÓN DEL LEMA. Señalemos ante todo que la integral (45.2) existe para 
odo x € (a, b]. Efectivamente, la función f(x, y), siendo continua por totalidad de 
las variables x e y, es continua respecto de cada una de ellas. Por esto, la integral ci- 
tada existe como integral de una función continua respecto de y en el segmento 
led), V. 

Al sustituir en esta integral la variable y por £, rigiéndose por la fórmula 


y= PL) + (96) — PODIO EL, (45.6) 
obtendremos 
i 
Fo = | fleet) + (90) — PAD) — vdr. (45.7) 
G 
Pongamos 


800) = Sl pK) + (46) — PDA (0) — pa). 


Como la función g(x, 1) se obtiene con ayuda de una operación aritmética y una 
composición de las funciones continuas /, y, Y y (45.6), entonces, en virtud del teo- 
rema sobre funciones continuas (véase el p. 19.5), g(x, £) es continua por totalidad 
de las variables x, £ en el rectángulo 


Am (A,):05x<b,0<1< 1 


De este modo, para la función F(x) (véase (45.2)) tiene lugar, debido a (45.7), una 
representación más simple 


Po) = $e, nde 
é 


(más simple porque los limites de integración en ella son constantes). 

Sea ahora x € la, b], x + Axe la, b). 

Designemos mediante «(5; g) el módulo de continuidad (véase el p. 19.7) de la 
función g(x, f). En este caso 


VQ + Ax) — Foot = |i al + âx, Ddi — Jamoa < 
i 


< | lg% + Ax, N — gi, DI dt < o (laxl;g). (45.8) 
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La función g (x, í), siendo continua en el conjunto acotado cerrado A, es en éste 
uniformemente continua, por lo cual (véase el p. 19.7), ln, wô; g) = 0. De aquí, 
en virtud de la desigualdad (45.8), tenemos: 

lim, UFO: + Ax) — FO] = O, 
lo que precisamente implica la continuidad de la función F(x), definida por la fór- 
mula (45.2). O 
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Ha de notarse ante todo que la integral en el se- 
gundo miembro de la igualdad (45.5), es decir, 
. 2. 
| Pode = | dx | fæ y)dy 
à ds 
es la integral de una función continua (véase el lema) y por esta razón existe. 

Partiremos ahora el conjunto X en las partes Xy, /, J = 1,2, ... ,k, de la mane- 
ra siguiente. Consideraremos la partición 7, = fx} = $ del segmento la, b] en k 
segmentos iguales: 

a= x< < n < y = b, 
ha 


dk 


y sen 


Po = ph), 


viw) = 90) + ENO — vo) 


eo = p + 1960 — voh 


ra = po) + Eo) — eG) = 460. 


-1X S xne 0) < Y < eA), y searg = (Xy) h 
. Evidentemente, 17 es la partición del conjunto X (fig. 186). Ahora tene- 


Los 


vo sw 
fax | Jaye YE fax Jena 


o w da 


y 
ga 
y 
| a ji 
j a +F 
Fig. 196 
e a 
-5 E dax | sæ ydy 459) 
AAA 10 
Pongamos 


my= it Jey M= p SEL] 1,2, 
o 
Observando que 


> Í iD- oy- ds, 


Ja | sume oy j a T y= 


yiwo 


= My hi le) — e, - i) dx = MynXy, (45.10) 


4-1 


y, por'analogía, 
o 
| Jæy)dy > mynXy. (45.11) 
q 9-10 
Con ayuda de las desigualdades (45.10) y (45.11) paralainseralreierada (45 9) o5- 
tenemos la siguiente estimación en términos de las sumas inferiores y superiores de 
A 
> ww 
m= È E myuXy< | de | fi y)dy < 
Si To w 
t 


< E E M%=Sp 4512) 


iZi ii 
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Para la finura 8, de la partición 17 de la región G tenemos lim 5, = 0. En 
efecto, como ya se ha indicado, las funciones y y y están acotadas en el segmento la, 
b) debido a su continuidad, es decir, existe tal constante M > O que lex)! < My 


IY) < M, cualesquiera que sean x € (o, b]. Por ello, para el diámetro d(X) de 
cada conjunto Xy € r tenemos 


ES y O NS 


Observando que para x” € fx; p, x], x” € lx, 1, xj], en virtud de la definición de 
las funciones y, se cumplen las desigualdades 


Lepe") = oe) = Lila) = PU HE lo”) — e! + 


Ea 


+ Liven- van < 2o( 


J=0,1, 


donde ul, p) y w(8, Y) son los módulos de continuidad de las funciones y y Y, res- 
pectivamente, asi como para todos x € (a, b] las desigualdades 


Mo Lio - vol - 


lew = 


140) e= 


2 900 o IAO + too 
E k 


axo < (y máx lefa") = e-e < 
a 


< (O E (2 4 Je a 


Por consiguiente, 5, = máx d(X;) — O cuando k — +o. Por esta razón, siendo la 
función f(x, y) integrable en X (véase el p. 44.4), tenemos 


Am sg = 1m Sg = [frerero. 


Pasando ahora al limite en la desigualdad (45.12) para k — œ, obtendremos la fór- 
mula (45.5). O 


F gi 7 
Fig. 188 Fig. 189 


Si el conjunto X es de tal género que existen las funciones continuas «(y) y 80), 
a0) < BL), € < y < d tales que 
X = (%3) e <} < dat) < x < B0), (45.13) 
mientras que la función f(x, y) es, como hasta ahora, continua en X, entonces, en 
virtud de que la variable x no tiene ventaja alguna anie la variable y, del teorema 1 
proviene que 


© 
[frenaxdy = | dy | S0naz. (45.14) 
x i 


En cambio, si para el conjunto X son justas tanto la igualdad (45.1), como tam- 
bién (45.13) (fig. 187), entonces igualando entre sí los segundos miembros de las 
igualdades (45.5) y (45.14), para la función f(x, y), continua en el conjunto X, ob- 
tendremos la fórmula 


b w © m 
f d | suma = | dy | Sanar, (45.15) 
i w E 


Aea o oala aAA OR A ER atie Sa 
Se debe decir que las condiciones, bajo las cuales se han demostrado las fórmu- 
las (45.5), (45.14) y (45.15), pueden ser debilitadas. 
Ejemplo. Calculemos la integral de la función z = x?y, extendida a la región fi- 
nita G que está limitada por una parte de la parábola y =x y la recta y = 1 (fig. 
188). Tenemos 


foare j te [702 


1 


= ¡Elo ja 


PERIERE Fa ERA 
darse én la forma (45.1) ó (45.13), entonces con el fin de emplear las fórmulas obte- 
nidas se debe tratar de dividir el conjunto dado en unas partes, Sakun diia 
cuales ya tendrá la forma (45. 1) 6 (45.13) (fig. 189). Si se logra alcanzario, 
por ser aditiva la integral en los conjuntos (véase el p. 44.9), el clcul dela integral 
dada se reducirá al cálculo de las integrales extendidas a las partes mencionadas; las 


45.2. Generalización para el caso n-dimensional 167 


últimas integrales pueden ser reducidas, con ayuda de las fórmulas (45.5) y (45.14), 
a las de multiplicidad unitaria. 
Ejercicios. Calcúlense las integrales: 
dxdy A 
SAA [Ni e 5 0y> iy 2> 0, y > 0) 
x 
2. || yardy. X = (017 > 9 < lia? do + Bè < O 
x 


3. || x dedy, X = (0) x < 20; < x = y + $> 009) > O) 
x 


a [Jara x= 


s. jj rue. ¡ 
a H 

6 | $ cosa? + paray. >f 
Di i 

7. | f sng- narav. 1f jo ioè + dedy. 
o% è p-m 


Simplifiquense las expresiones por cambio del orden de integración (la función f es conti- 
un en toda la región de integración): 
i $ 3 , 
if dy | sonar fax | sæd. 
ds As 
E © de 
Sand + | de | sauna. 
os 


12, | dx 


13. f de 


) 
f d a | swng. 


14 Demis rl de Dc 


è 
Í æ Í ræna = [0 [00 
$ i O: 


j 
2 3 0-9 
f 


45.2. GENERALIZACIÓN PARA EL CASO n-DIMENSIONAL 


Consideraremos primero el caso tridimensional. Supongamos que X C R? y la 
función f(x, y, z) está definida en X. Designemos mediante X,, la proyección del 
conjunto X sobre el plano coordenado de las variables x e y (Ñg. 190): 


= ((x, y, 0): existe tal z que (x, y, 2) € X]. 
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Si el conjunto X es de la forma 
X= (2D yEX y PAY) ES A 


donde las funciones p(x, y) y Y,(x, ») son continuas en el conjunto X, el cual es 
representable, a su vez, en la forma (45.1), y la función f(x, y, 2) es continua en el 
conjunto de partida X, entonces resulta válida la fórmula, análoga a la (45.5), 


e m w 
Jff æn odrdydr= [ae j y | sayade (45.16) 
2 d nan 


AlI reunir en el segundo miembro dos integrales exteriores, podemos escribir (45,16) 
en la forma 


nan 
fj] æy zdedydz= [faxdy | sæy,ade (45.17) 
Y dy nn 


Designemos ahora con X(x) las secciones del conjunto X mediante los planos 
perpendiculares al eje de coordenadas Ox 


Xy) =X N (9, 2)3x = xo). 
Al reunir en el segundo miembro de la fórmila (45.16) dos les interiores, ob- 
. integrales interiores, ob- 


SÍ Sy, 2)dxdidz = j dx pi fix, y, 2ddydz. (45.18) 


De este modo, las fórmulas (45.17) y (45.18) muestran que en el caso tridimen- 
sional existen dos métodos de reducción de la integral tridimensional a una reiterada 
que contiene integrales de menor . 

En el caso particular, cuando f(x, y, z) = 1, tenemos (vase la propiedad 1° de 
las integrales múltiples en el p. 44.6) ff] dxdydz = X, (aX cs el volumen del 


conjunto X), Í dydz = pX(2), (uX (x) es el área de la sección X(+)). 
ES 
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De este modo 
MX =| ¡Xo)dx, (45.19) 


es decir, el volumen de un cuerpo es igual a la integral del área variable de la sección 
X) 

Ejemplo. Hallemos el volumen de un cilindro eliptico de altura A, de cuya base 
sirve una elipse de semiejes a y b. Al tomar como plano de coordenadas xy el plano 
de una de las bases del cilindro y como eje z, el eje de simetria del cilindro, perpendi- 
cular a las bases (fig. 191), obtendremos, de acuerdo con la fórmula (45.19), 

A 
px >t pX (z)dz. Mas X (z) es una elipse cuyos ejes son a y b, por lo cual (véase el 
» 


ejemplo 4 en el p. 32.1) 4X(2) = rab, y, por consiguiente, „X = zab Í d= 
= rabh, 

Por analogia con el caso tridimensional, las integrales múltiples de una función 
de cualquier número de variables n > 3 pueden reducirse: s las integrales reiteradas, 
Supongamos que R” es un espacio n-dimensional, R”=! un hiperplano x, = 0, 
XCR'Yy Xy xa- y la proyección del conjunto X sobre el hiperplano de las va- 
riables Xy, .. Piles decir, sobre R°- 


se el p. 45.1), se demuestra que X es también medible, pero ya en el sentido de la me- 
dida n-dimensional, y está cerrado, razón por la cual es un compacto. 
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Sila función f(x) = f(xy ~- +X,) es continua en el compacto X, es licita la fòr- 


Xp- Do (45.20) 


la cual reduce la integración de la función de n variables a la integración sucesiva de 
la función de una sola variable y de otra función de n — 1 variables. 

Sila proyección X,, x, del conjunto X sobre el hiperplano R”” ! puede, a su 
vez, representarse en una forma análoga a la del conjunto X, entonces la integral 
(n — 1)-múltiple, obtenida en el segundo miembro de la igualdad (45.20), puede ser 
reducida a una integral (n — 2)-múltiple. Continuando este proceso, si esto es, por 


supuesto, posible, llegaremos a continuación a una fórmula del tipo 
CS SO e v xpd, + dí = 
E b he) id 
-j dx de, f dx, n. 
¿o ewid 
Vasiti 0 


Ip e Addy (43:21) 


O) 


De este modo, en el caso que se considera la integración de la función de n va- 
riables se reduce a la integración sucesiva n veces de las funciones de uña variable. 

Designemos ahora conX,, .. ., la proyección del conjunto X al espacio 
RT xp: Y CONX (Eps « ¡Ep la sEcción del conjunto X mediante los hiperplanos 
dedimensiónn — m que pasan porel punto (x,, +. Xy O, «+. ,0) y son ortogonales 
al subespacio Rm _ „„. Al reunir en la fórmula (48.21) las m primeras y =m 


di. (45.22) 
Si fla, 1 Ln X, entonces, de sta fórmula obtenemos por analogia 


con (45.1 
a= Pa dA, = Ape (45.23) 


m 


Fig. 192 
Ejemplo, Calculemos la integral de la función f(x, y, z) = xy?x”, extendida a una 


región finita G, limitada por las superficies 2=x),)=x,x=1y2=0 
(fig. 192). Al aplicar la fórmula (45.16), tendremos 


i metde = | xax Pay j va = 


Ejercicios, Calcúlense las integrales: 


15. [ff zaxaya Xd 
x 


16. ff] (+ y+ aeyidardda X = (tx y, Dix > Oy > Oz > 0; 
r+yrist 

1. [ff (dr -y + zidrdydt; la región X está acotada por las partes de las superficies 
r=0y=02=0x+3=L20=2-e 

18, 11] ?dxdy de; la región X es la parte común de las bolas x? + y? + z? < R? y 


ddr 


45.3*. DESIGUALDAD INTEGRAL GENERALIZADA DE MINKOWSKI 
Como otro ejemplo de aplicación de la regla de cambio del orden de integración, 
demostremos una desigualdad integral de uso frecuente. 
Supongamos que la función f(x, y) es continua en el rectángulo A = (x, 
y) 14 < x < b,c < y < d). Evidentemente, para cualquier y e [c, d) fijo es conti- 
nua respecto de x en el segmento (a, b), y para cualquier x e la, b) fijo es continua 
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respecto de y en el segmento [c, d). 
Para todo p > 1 resulta válida la desigualdad generalizada de Minkowski 


(iive) ON <J Jaffres o] i (45.24) 


Pongamos b 
FO) = | 10, y)ldx. (45.25) 


La función Fes continua (véase el lema 1 en el p. 45.1) y no negativa en el segmento 
le, d]. Por ello, y ED p dalak puta soni Isra y aa nia en 038 


mento, y0 < {row <+% 


sí F?yidy = 0, entonces, en virtud de la continuidad de la función F, 
tendremos (véase la propiedad 9 en el p. 28.1): FO) = Oen [c, d). Por eso de la fór- 
mula (45.25), debido a la misma propiedad, se deduce que para cualquier y € [c, d] 
tiene lugar f(x, y) = Den [0, b), aa decir fix, y) = Oen A. En este caso la desigual- 
dad (45.24) es, evidentemente, váli 

4 
Sea | FP(y)dy > 0. Al cambiar el orden de integración y al aplicar la desigual- 
dad de Holder (28.48), obtendremos, en virtud de (45.25), 


j Por ¡o-on[j 0, niasa = = 
“ 
- j aj 10% yI1FP- y)dy < 


<j [i as] P [f menor] as (45.26) 


1 
donde + ; = 1, y, por lo tanto, g(p — 1) = p. Al reducir ambos miembros de 


Pi ve 
la igualdad (45.26) por el factor (row) + 0, tendremos 


G row)” <j [i vo swar) ae 


Sustituyendo aquí (45.25), obtenemos la desigualdad (45.24). O 
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La condición de continuidad de la función f no es esencial para que la desigual- 
dad (45.24) sea válida y puede ser debilitada. Con el fin de simplificar la demostra- 
ción, a titulo de dominio de definición de la función f se ha empleado un rectángu- 
1o. Para las suposiciones más generales, la demostración de la desigualdad de Min- 
kowski, basada sobre la misma idea, puede encontrarse en la monografía **Desi- 
gualdades”” por Hardy G. H.; Littlewood D. E., Polya G. (Hardy O. H., Little- 
wood D. E., Polya, Inequalities, 1934). 


$ 46. CAMBIO DE VARIABLES 
EN UNA INTEGRAL MÚLTIPLE 


46.1. SENTIDO GEOMÉTRICO DEL MÓDULO 
DE JACOBIANO EN EL CASO BIDIMENSIONAL 


Supongamos que O es un conjunto abierto en el plano R?, y G*, un conjunto 
abierto en el meaa F es la aplicación de G sobre G* y 


= (4, y)eG, M*= (x, y)eG*, F(M)= M*. 
La aplicación F se da mediante un par de funciones 
x=xlu v), y= yiu, v). (46.1) 
Supondremos que F satisface las siguientes condiciones: 


1) aplica biunivocamente G sobre G *; 
2) es continuamente derivable en G; 
A y) 
lu, v) 

Observemos que la aplicación F~?', inversa de F, es también una aplicación 
biunivoca continuamente derivable provista de un jacobiano distinto de cero en G * 
(véase el p. 41.7). Es por eso, en particular, que F es una aplicación difeomorfa del 
conjunto abierto G (véase la definición 11 en el p. 41.7) sobre G °. 

Si y es un contorno sencillo cerrado dispuesto en G, entonces, en vista de que la 
aplicación F es biunivoca, su imagen y * = Ffy) es también un contorno sencillo 
cerrado. pa 

Lema 1. Sea T un conjunto acotado abierto y Ñ C G. En este caso T* = FT) 
es también un conjunto acotado abierto y 

AFM) =F(T). (46.2) 

DEMOSTRACIÓN. Como F y F—' son aplicaciones homeomorfas, los conjuntos 
abiertos en estas mismas se aplican en conjuntos abiertos, Por consiguiente, los 
puntos interiores de un conjunto cualquiera, P, por ejemplo, o T *, respectivamen- 
te, pasan a los puntos interiores de su imagen y los puntos de frontera, a los de fron- 
tera. 

En efecto, sea, por ejemplo, M un punto interior del conjunto I, es decir, existe 
un entorno del punto U = U(M) dispuesto en T: U C T. Entonces, el entorno 


3) el jacobiano J(u, v) = no se reduce a cero en G. 
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U* = F(U) del punto M* = F(M) se dispone en T *: U* C T *, es decir, M* es 
un punto interior del conjunto PF", 

Sea ahora M un punto de frontera del conjunto T, M* = F(M) y U* es un en- 
torno del punto M*. Por ser homeomorfa la aplicación F, el conjunto 
U = F"ME*) es el entorno del punto M, y como M e aT, emonces en el entorno U 
se tienen tanto los puntos que pertenecen al conjunto F, como los que no le pertene- 
cen. Por consiguiente, en el entorno U* del punto M* = F(M) (teniendo en cuenta 
que este entorno es la imagen dei entorno U = U(M) del punto M cuando se realiza 
la aplicación F) hay también tanto puntos pertenecientes al conjunto T'* como 
aquellos que no le pertenecen, es decir, los puntos de frontera realmente se aplican 
en puntos de frontera: 


FET) care. (46.3) 


Ya que los razonamientos análogos son lícitos también para la aplicación inver- 
sa, en la fórmula (46.3) podemos sustituir el signo de inclusión por el de igualdad, es 
decir, se cumple la condición (46.2). Además, de lo que el conjunto F es abierto se 
deduce, en virtud de lo demostrado, el carácter abierto del conjunto I'*. Luego, 
dado que T es un conjunto acotado, lo será también el conjunto cerrado T. Por ello, 
de acuerdo con el lema 3 del p. 41.4., el conjunto FT) está acotado. Del carácter 
acotado del conjunto F(Ñ) se desprende que el conjunto T * = F(P) es también 
acotado, pues FT) € FM). O 

Corolario. Si la frontera T en las suposiciones del lema 1 se compone de un nú- 
mero finito de las curvas derivables continuamente a trozos, los conjuntos abiertos 
T y T* son cuadrables. 

DEMOSTRACIÓN. Si y es una curva continuamente derivable dispuesta en G y 
u = ul), v = v(t), a < 1 < b, es una representación de dicha curva, las fun- 
ciones u(t) y v(1) son continuamente derivables en el segmento |a, b). En la aplica- 
ción F la curva y pasará en la curva y * = F(y) cuya representación será 


xA) = xul) Y) YO = JU), VU), a <th, 


donde, en virtud de las fórmulas de derivación de una función compuesta (véase el 
p. 20.3) y del teorema sobre la continuidad de la composición de funciones conti- 
nuas (véase el p. 19.5), las funciones x(1) e y(£) tienen también derivadas continuas 
én el segmento [a, b]. Por consiguiente, la curva y * es también continuamente deri- 
vable. De aquí se infiere inmediatamente que si y es una curva derivable conti- 
nuamente a trozos, es decir, es una reunión de un número finito de curvas conti- 
'nuamente derivables (véase el p. 16.3), entonces y * es también una curva derivable 
continuamente a trozos. 

“Ahora, si la frontera 3T de un conjunto abierto I C G se compone de un núme- 
ro finito de las curvas derivables continuamente a trozos, la frontera 3l * del con- 
junto abierto T * C G* consta también, en virtud de lo dicho anteriormente, de un 


D Hemos obtenido esta afirmación sólo como una consecuencia directa del homeomor- 
fismo dela aplicación F. Desde luego, en el caso dado esto se deduce directamente de las supo- 
siciones más fuertes admitidas más arriba (véase el corolario del teorema 7 en el p. 41.8). 
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número finito de curvas derivables continuamente a trozos. Por consiguiente, 
ôT, como AT * son rectificables (véase el teorema 1 en el p. 16.5), a consecuencia de 
lo cual tienen medida cero (véase el teorema 4 en el p. 44.2). Por ello, en el caso con- 
siderado los conjuntos abiertos T' y F * son cuadrables, pues tienen las fronteras de 
medida cero. O 

Supongamos ahora que (uy, vo) € G y h es cierto número. Examinemos un 
cuadrado cerrado S (fig. 193) cuyos vértices están dispuestos en los puntos 


(gs Vo), (g + A, Vo), (o + A, Yo + K), (tug, Yo + A). (46.4) 


Sea $ C G (para h suficientemente pequeño esta inclusión siempre se cumple; 
¿por qué?). La frontera òS del cuadrado $ compuesta de sus cuatro lados es, Ob- 
viamente, un contorno cerrado sencillo suave a trozos. En virtud del corolario del 
lema 2, el conjunto S* = F(S) (véase fig. 193) representa una región cuadrable 
cerrada (que S* es una región cerrada se desprende del principio de conservación 
de la región, véase el p. 41.8). 

Veamos cómo se porta la razón 


MESAS h (46.5) 


cuando h tiende a cero. 
Introduzcamos las designaciones: 


xluo Yo) = Xo Pl Yo) = Yo. 


AO) 


Ayo, vo) dy Y L 
du WE E hs: 


» u a 
¿el a HANA, 
Por ser derivables las funciones (46.1), son válidas las siguientes fórmulas 
x= x(u, Y) = Xp + ailu — uo) + 0,40 — vo + Er, 


aa 


(46.6) 
y = y (UV) = yo + aylu — uo) + anl — voer, 
donde las funciones &; = £;fo, Yo Au, Av), i = 1, 2 tienden a cero cuando r — 0. 


” Aquí, como siempre, «X denota la medida {el área, en el caso dado) del conjunto X. 
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A la par con la aplicación F, consideraremos una aplicación lineal Ê del plano 
RÌ, sobre el plano R?,, definida por las fórmulas 


2= xp + ant — Up) + ayl — voh 


(46.7) 
I= yo+ ayu — uo) + aml Yoda 

Por el curso de geometria analitica se sabe que, realizándose una aplicación lineal, 
la imagen de todo paralelogramo y, en particular, de un cuadrado es un paralelogra- 
mo, con la particularidad de que la razón entre el área del último y el área del para- 
lelogramo que se aplica es igual al valor absoluto del determinante de la aplicación el 
cual, en el caso de la aplicación F coincide con el jacobiano J(u, v) de la aplicación 
Fea el punto (up, vp). De este modo, en el caso dado, para la aplicación (46.7) tene- 


mos 

EO, jen sa 

xS ai da 

La aplicación continuamente derivable F en el entorno del punto (up, Vo) difiere 

de la aplicación lineal Fen una función infinitamente pequeña de orden superior 

que el incremento de los argumentos (véase (46.6)). Probemos que de aquí se infiere 
la validez de la igualdad 


1= 1 Jovo) | (46.8) 


m E 1 vl. (469) 
Más aún, mostremos que la razón en esta igualdad tiende a su límite uniformemente 
en cualquier compacto dispuesto en el conjunto abierto G. Enunciemos este resulta- 
do como un teorema. 

Teorema 1. Supongamos que la aplicación F de un conjunto abierto G C R}, 
sobre otro conjunto abierto G* C R3, es biunlvoca y continuamente derivable en G 
y supongamos también que el jacobiano J(u, v) no se reduce a cero en G, Entonces, 
Si S es un cuadrado cuyos vértices coinciden con los puntos (46.4), se tiene 

EOS) 1 ¿aga vo)! + elip Yo» A), (46.10) 
PS 
donde la función £ = elu, Yo, h), para h — O, tiende a cero uniformemente respec- 
to a (ug, Vo) en cualquier compacto A C Gs. 

Corolario. Para todo punto (uy, Y) de un conjunto abierto G se verifica la igual- 
dad (46.9). 

DEMOSTRACIÓN. Probemos que el área de la imagen del cuadrado S, realizándose 
la aplicación F, se diferencia del área de la imagen de este cuadrado, cuando se reali- 
za la aplicación Ê, en un infinitésimo de orden más elevado que el área 4? del mismo 
cuadrado S y esta estimación es uniforme en cualquier compacto A C O, es decir, 


a MES) = pË(S) + eh, (46.11) 


* De este modo, A 3 (iig, Ya): 
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donde e tiende a cero uniformemente en el conjunto A, cuando la longitud A del la- 
do del cuadrado S tiende a cero (véase en el p. 39.4. la definición que muestra cómo 
una función tiende al límite). Por cuanto (véase (46.8)) 


(46.12) 


MS) = hd 
de (46.11) se desprende directamgnte la afirmación del teorema, es decir, la fórmula 
(46.10). 

Pasando a la demostración de la fórmula (46.11), fijemos, ante todo, el conjun- 
to A. Ya que A es un compacto y A C G, las funciones e = £¡(1/q, Yo, Au, Av), 
i = 1, 2, (véase (46.6) tienden uniformemente hacia cero en el conjunto A para 
r — O (véase la observación al teorema 4 en el p. 20.2, como también el p. 39.4): Los 
conjuntos A y X2, N G no se intersecan y son cerrados, siendo A, además, acota- 
do, a consecuencia de lo cual (véase el lema 7 en el p. 18.2) 7 = p(A, X2,NG)>0. 

En adelante escogeremos h de modo tal que sea IAI < T En este caso de lo 
QUe (ug, vo) e A proviene que $ C G. 

Estimemos la distancia entre las imágenes de un mismo punto del cuadrado $ en 
las aplicaciones F y Ê. Sea 

M = (uv) ES, F(M) = (y) y FM) = @, 9). 


De (46.6) y (46.7) obtenemos x = 2 + Ey, y = 9 + £y, y por,ende, 
PEM, AMY = VE- F O -IY = NR. 

Como r es la distancia entre el vértice (ug, vg) del cuadrado $ y el punto M € S, y 

Ih IVŽ es la longitud de la diagonal del cuadrado S, entonces, evidentemente, se ve- 

rífica la desigualdad r < 1A1V2 y por esta razón se tiene 


d= up PIF(M), PIM) < Ihleslug vo A). (46.13) 


donde £ = 2yo, Yo A) = sup VIET F 23) tiende a cero uniformemente en el 


conjunto A, para A — 0. 

Construyamos los paralelogramos cerrado $% y abierto $° cuyos lados sean 
paralelos a los del paralelogramo $ = F(S) y disten a la magnitud d de los lados 
correspondientes suyos (fig. 194) de modo tal que sea 


sc S= PS)C Sy (46.14) 
Probemos ante todo que, siendo h suficientemente pequeños, el conjunto $; no 


es vacio. Más aún, mostremos que el paralelogramo $, contiene en si un circulo 
abierto de radio d cuyo centro se ubica en el centro del paralelogramo S. 


es la letra inicial de la palabra exterior. 
'7 es la letra inicial de la palabra interior. 
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5 


Fig. 194 


Designemos mediante a y b las longitudes de los lados del paralelogramo $ y me- 
diante Hy Hp, las longitudes de sus alturas tiradas en los lados de longitud a y b, 
respectivamente (fig. 195). Para demostrar que, siendo h suficientemente pequeños, 
el circulo de radio d y centro ubicado en el centro del paralelogramo $ está conteni- 
do en $, basta, obviamente, establecer la validez, para A suficientemente pequeños, 
de las desigualdades 


4d<H, 4d< Hy (46.15) 
Demostrémoslo, Supongamos, para concretar, que el lado del paralelogramo $ de 
longitud a une los vértices que en la aplicación Ô constituyen las imágenes de los vér- 


tices (ug, Vo) Y (uo + h, vo) del cuadrado S, es decir, une los puntos (Xy Yọ) Y 
(žo + aih, Yo + ayh). En este caso 


PE AA (46.16) 
Análogamente, 
b= ihag Fah. (46.17) 


Las funciones ay = ay (Up. Yo), i, j = 1, 2, son valores de las derivadas par- 
ciales correspondientes de as funciones x(u, v) € y(u, y) en los puntos (ug, vo) del 
compacto A. En virtud de la continuidad supuesta de estas derivadas parciales, elas 
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están acotadas en el conjunto A, es decir, existe tal constante c} > O, que en A se 
verifican las desigualdades layl < cy, i j = 1,2. 
De aqui y de las fórmulas (46.16) y (46.17) se deduce que 


lal <cVZlal, (46.18) 

161 <cV2IAl. (46.19) 

Luego, por hipótesis, el jacobiano J(u, v) de la aplicación F, que representa una 

función continua, no se reduce a cero en el conjunto G y, pòr consiguiente, támpo- 

co en el compacto A. Por esta razón existe (¿por qué?) una constante cy > Otal que 
en el conjunto A se verifica la desigualdad 


174, V)I > cy (46.20) 
JU, Yo)1h?, obtendremos (véanse: (46.18), 


(46.19) y (46.20): i 
A 
AS 


bH, 1 
h?m 2 0, VË 1h 1H 
12 (uo, vo)! > ar á 


es decir, 
avā 


a 


v2 
a; 


Ihi < 


Ho (46.2) 


a. (46.22) 
3 


lal < 


Disponiendo de estas estimaciones, es fácil demostrar la validez de las desigual- 
dades (46.15). En efecto, al hacer uso de las desigualdades (46.13), (46.21) y (46.22), 


Wicie, 
c 


obtendremos 


4d < klal < Ho (46.23) 


(46.24) 


Elijamos ahora tal 3 > Oque para 1hl < y (up. yo) € A se cumpla la condición 


Mi a, 
a 


(46.25) 


Esto es siempre factible debido a que la función e, = £(4g, vo, A) (véase (46.13)) 
tiende a cero uniformemente en el compacto A cuando A — 0. De (46.23), (46.24) y 
(46.25) se desprende que para lAl < ô se verifican las desigualdades (46.15), de 
donde, en particular, se deduce que el conjunto $, no es vacío. En lo que sigue su- 
pondremos siempre, durante la demostración, que 141 < ô. 
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El conjunto $, \ $, se denominará cuadro y se denotará con K: 
R=S,N S. 


El cuadro Á es un conjunto cerrado, pues $, es un paralelogramo cerrado y Š; 
abierto. Representa una reunión de cuatro trapecios, privados de puntos interiores 
comunes, cuyas alturas miden 24 y las líneas medias coinciden con los lados corres- 
pondientes del paralelogramo S. Por ello, „ = 4d(a + b). 

Observemos que si el conjunto $, fuera vacio, el cálculo del área del cuadro Å se 
realizaría de otro modo: los trapecios mencionados se transformarian en unos trián- 
galos en los cuales los lados del paralelogramo ya no serían, por regla general, las 
neas medias, 

De la expresión obtenida para el área y.R del cuadro Å se deduce, en virtud de las 
desigualdades (46.13), (46.18) y (46.19), que pR < 8Y2c,£,h?, Al poner 
£4 = 8V2c,8), tendremos en definitiva 


MOS (46.26) 


donde la función e, tiende uniformemente hacia cero en el compacto A cuando 
h= 0. 

Mostremos ahora que el área del conjunto F(S)se diferencia del área del parale- 
logramo VŠ = F(S) en una magnitud no superior al área del cuadro R. Para ello es- 
tablezcamos ante todo que 


Se FIS) C Se (46.27) 


a efecto, si Me S, entonces F(M) e $ y, de conformidad con (46.13), p (F(M), 
M) <d. 

Luego, el conjunto $, contiene, por construcción, todos los puntos del plano que 
distan del paralelogramo $ a una magnitud no superior a d. Por esta razón 
F(M) €S, y la inclusión F(S) C S, queda demostrada. Resta demostrar que 
$, C F(S). Hemos de notar, ante todo, que 

F@S)C R. (46,28) 


En efecto, si M6AS, se tiene F(M)€dS y, de acuerdo cor (46.13), P(FIM), 
F(M)) < d. Pero el cuadro A contiene, por construcción, todos los puntos del pla- 
no que distan de la frontera ô$ del paralelogramo $ a una magnitud no superior a d, 
Pór lo cual FOM) € Å y la inclusión (46.28) queda demostrada. Como, bajo las su- 
posiciones asumidas, la frontera 3F(S) de la imagen F(S) del cuadrado S coincide 
con la imagen F(9S) de la frontera ôS del cuadrado $ (véase'4l lema 1), la inclusión 
(46.28) puede escribirse en la forma 

aFS)CR. (46.29) 


¡Sea ahora My el centro del cuadrado S. En la aplicación Ê éste pasa al centro 
My = F(Mp) del paralelogramo $. Sea Q un círculo cerrado de radio d con centro 
en el punto My (la magnitud d se determina por la fórmula (46.13). Hemos de- 
mostrado anteriormente que Q C $,. Si M3 = F(M¿), entonces, de acuerdo con 
(46.13), p(M3, Mo) < d, y, por lo tanto, M 8e Q, por lo cual también M3 € $,. De 
este modo, la clausura $, contiene, a ciencia cierta, un punto de F(S), a saber, la 
imagen M del centro Mọ del cuadrado S en la aplicación F. 
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Probemos ahora que todos los puntos S, también pertenecen a F (S). Admitamos 
lo contrario; supongamos que cxiste un punto M* € $, tal que M* e F(S) (véase la 
fig. 195), Todo segmento es, obviamente, un conjunto linealmente conexo, por lo 
cual, de acuerdo con el lema 9 del p. 18.2, en el segmento MEM * con sus extremos 
en los puntos M y M* hay un punto de la frontera ôF (S) del conjunto F (S). De es- 
te punto no puede servir M, puesto que Mp es un punto interior del conjunto S y 
para la aplicación F los puntos interiores pasan a interiores, por eso el punto 
Mg = F(Mo) es interior y no de frontera del conjunto F(S). Debido a esto el punto 
de intersección del conjunto F (S) con el segmento M3M * es un punto del parale- 
logramo abierto $,, lo que contradice la inclusión (46.29). 

De este modo, no existe un punto M*€S,, para el cual sea, 
M” € FIS), por lo.cual $, C F(S). La fórmula (46.27) se ha demostrado. 

De (46.14) y (46.27) proviene que 


nS; < BPS) < uS, uS; < nFIS) < uS,, 


y, por lo tanto, 
IAF(S) — FS) < pS, = pS, = nR. 


Por esta razón, en vista de (46.26) 


IuF(S) — KPIS) < ep, (46.30) 
donde e, tiende hacia cero uniformemente en el compacto A cuando A — 0. 
Pongamos 
FIS) ~ pP 
ego) a ETD O, (46.31) 


entonces de (46.30) se infiere que Iel < Iel y, por ende, en el conjunto A € tiende 
a cero uniformemente cuando A — 0. De (46.31) tenemos 


MES) PS) + eh, 


es decir, se ha obtenido, la fórmula (46.11), de donde, como ya se ha señalado, se 
deduce directamente (46.10). O 
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Dejamos intactas al principio las designaciones y suposiciones asumidas en el 
Punto antecedente, en particular, supondremos que F es una aplicación biunivoca 
continuamente derivable del conjunto abierto G C R2, sobre otro conjunto abierto 
G* C Ri, , provisto de un jacobiano distinto de cero en G . Sean T y T * unos con- 
Juntos abiertos cuadrables (y por eso acotados), F C G,F* C G*, y supongamos 
que, al realizarse la aplicación F, el conjunto T se aplica sobre T' *. En este caso T' y 
T* son unos compactos, los puntos interiores de T pasan a puntos interiores, 
mientras que la frontera de T se aplica sobre la de T'*. 

Teorema 2 (fórmula de cambio de las variables en una integral doble). Sea 
Six, y) una función definida y continua en Y *. En este caso 


182 


3> 2 dudy. (46.32) 


Au, v) 


5 Sa, y) dxdy = i Silu, v), y(u, v) 
r 


T 


DEMOSTRACIÓN. Observemos que las integrales que figuran en (46.32) existen co- 
mo integrales de las funciones continuas en la clausura de las regiones cuadrables. 
Efectivamente, por hipótesis, la función f(x, y) es continua en T * y el jacobiano 
y) 
Alu, vy 
composición de las funciones continuas. 

Tomemos una partición de rango k del plano R, en cuadrados. Elijamos el ran- 
go k tan grande que todo cuadrado de este rango que se interseca con T se contenga 
integramente en G (por qué tal rango existe?) Designemos con T), 
i = 1,2, ... , ig toda clase de intersecciones no vacias de los interiores (los conjun- 
tos de puntos interiores) de los cuadrados de rango k con el conjunto P. Los conjun- 
tos T'; son cuadrables y abiertos, pues sus fronteras tienen medida cero, puesto que 
se componen, en el caso general, de una parte de la frontera del cuadrado corres- 
painan de rango k y una parte de la frontera del conjunto T. La totalidad 


, en E, mientras que la función f [x(u, v), y(u, v)] es continua en Ī como 


= (1,)/2/f forma la partición del conjunto F, con la particularidad de que, evi- 
ia. 
ims, (46.33) 


Sea ahora P= F(T); la frontera de 1"; se aplica sobre la frontera de T}, razón por 
la cual la frontera de T se compone, en el caso general, de una parte de la frontera 
del conjunto T * (al aamitir que el conjunto T'* es cuadrable, convenimos en que es- 
ta frontera tiene medida cero) y una parte de una curva suave a trozos que es la ima- 
Ben de la frontera del cuadrado,correspondiente y tiene también, debido a está cir- 
cunstancia, medida cero. De lo dicho proviene que Tes un conjunto abierto 
cuadrable, De. lo que la aplicación F es biunivoca se deduce que la totalidad 
rf = (T/Zl forma la partición del conjunto T * (fig. 196). 

Estimemos la finura de la partición 7 ?. Sea 5, el diámetro del cuadrado de rango 


k (evisestomene, &= A) (py JET f, M3 = (x2, y JET $. En este caso 
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existen tales MeT; y Mel, que F4) = MT, F(M) = M3, con la particularidad 
de que p(M,, M3) < 3, Por consiguiente, 


oM, MP == AI LN A, (6.34) 
donde w(; x) y w(; y) son los módulos de continuidad de las funciones x = x(u, 


v) e y = y(u, v) en el compacto F. Siendo estas funcioñes continuas en T, son úñi- 
formemente continuas, por lo cual (véase el p. 19.7) 


(46.35) 
De (46.34) para el diámetro dl) obtenemos 
drp- No) PM, M3) < PEGO AA 
pS 
y, por consiguiente, 
NT OS 

por lo cual, en virtud de (46.35), 

Mon ô, 3 (46.36) 


Tomemos ahora sólo aquellos elementos de las particiones 7, y 7 Ẹ, cuyas clausu- 
ras no se intersecan con las fronteras àI" y ôP * de los conjuntos I y T'*. Designé- 
moslos mediante 7,(3T”) y rF(AT' *), respectivamente: 

OL) = (T: Mety Ñ; N ar = 0), 
rar”) = (Pp:Pperp pN are = 0). 


En virtud de las suposiciones asumidas, T' fe 7 ¿(91' *) cuando, y sólo cuando, 
Te 7,(07 ); en este caso 1 (9T) consta de aquellos, y sólo aquellos elementos P € 74 
que representan los cuadrados íntegros contenidos junto con sus fronteras en el con- 
Junto T. 

Formemos las sumas integrales incompletas 0, ;gpo, (Véase el p. 44.3) para la 
función f(x, y), tomando a título de puntos (£,, y¡) e Ñ; € 7 p(3T *) las imágenes de 
los vértices cualesquiera (u,, v,) de los cuadrados correspondientes P': 


E= xp Y) m= UA > (46.37) 
En otras palabras, consideraremos las sumas de la forma 
Sar)” Sennar e (46:38) 
rior») 


9 No es dificil convencerse de que la igualdad (46.36) puede obtenerse inmediatamente 
de la continuidad uniforme de la aplicación continua del compacto (véase el lema 4 en el 
p. 41.4). 
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Como se sabe (véase el teorema 5 en el p. 44.3), debido a que la condición 
(46.36) se cumple, tenemos 


= || 405 yxay. (46.39) 
E 


Por otra parte, para T'?= F(T), para los cuales Fes un cuadrado, y, por lo tanto, 
para Pq, (91), de acuerdo con el teorema 1 del punto anterior, tenemos 


JU VDlaT; + EMT (46.40) 


donde £ = £(up Y» 5,,) tiende uniformemente en el compacto T' hacia cero cuando 
k — 0. Sustituyendo (46.37) y (46.40) en (46.38), obtendremos 
onary E Seo vd, yl V) uy VaT, + 
ii rara 
+ E efe v) yip var, (46:41) 
Teror) 

La sumación en estas sumas está extendida a todos los índices j, para los cuales T,no 
se interseca con la frontera de T. Para la primera suma que figura en el segundo 
miembro de la igualdad (46.41), se tiene, en virtud de la condicion (46.33) (véase el 
teorema 5 en el p. 44.3) 


im E fleu vd. yp VD lup vaT, = 
En por) 
- ni Su, v), y(u, Y] lJ(u, v)ldudv. 


En cuanto a la segunda suma en la igualdad (46.41), ésta tiende a cero cuando 
k — œ, En efecto, por ser continua la función f{x(u, v), y(u, v)] en el compacto T, 
es acotada en él, es decir, existe tal constante C > 0, que 
Vela, v), y(u, YK C, (u, 9) ET. 
Siendo fijado e, > O arbitrario, en virtud de que en Fe tiende a cero uniforme- 
mente para k — œ, podemos escoger k de modo tal que para k > kg se verifique la 


desigualdad Ie! < 2. , cualesquiera que sean (up. v) eT, T, C P; entonces 
p 


k afixtu, yhy tup vaT] < 
ean 


< 2 A <L E aT; S eo 
erer) x 
Así pues, 
imoga || Setu, v) yiu, D) IIu, vyl dudv. (46.42) 
úl 


Precisamente de (46.39) y (46.42) proviene directamente la fórmula (46.32). O 
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El teorema demostrado se generaliza con facilidad también a un caso algo más 
general, cuando el jacobiano de la aplicación (46.1) puede reducirse a cero en la 
frontera de la región de integración, mientras que la propia aplicación fala de ser 
biunívoca en esta frontera, Con más precisión, es válido el siguiente teorema. 
Teorema 2". Sean G y G* unos conjuntos cuadrables abiertos: G C Ri,» 
G* CR], y supongamos que 
x= xiu, v), 


y= 4, v), 
es una aplicación continua de Ú sobre Õ* que aplica G sobre G* de manera 
biunivoca y continuamente derivable, con la particularidad de que el jacobiano 
(2 de dicha aplicación no se reduce a cero en G y es continuamente prolon- 


du, v) 
gable a G. En este caso, si la función f(x, y) es continua en el conjunto G*, se tiene 


Ax, y) 


J Fx, y)dxdy = y Situ, v), y(u, v) Jana. 


a, y] 


DEMOSTRACIÓN. Sea Tp, k = 1,2, ... una sucesión de conjuntos abiertos 
cuadrables acotados cuya frontera se compone de un número finito de curvas suaves 
a trozos, y - 
T CG, PCr U mea. 


pa 


En calidad de T', puede tomarse, por ejemplo, una totalidad de todos los puntos 
interiores del conjunto $,(G) (vénse el p. 44.1). Supongamos que T? = F(T 4); en- 
tonces Pf será también un conjunto cuadrable abierto acotado y 


Pp =FO,) CG’, T}CT}, p U Ti=0* 
Pe] 
Del cumplimiento. de estas condiciones se deduce que (véase el teorema 2, p. 31.2) 
JmpT 46, ImuTp=p0* (46.43) 


Para cada uno de los conjuntos P,, k = 1, 2, ... , se cumplen todas las condi- 


ciones del teorema 2, razón por la cual 
Ea [5 serte | e 
i 


au, v) 


Jaca». (46.44) 


La función /(x, y) es continua en Ú:* y por esta razón es integrable en G*, 


O | es innegrabie pora misma 
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razón * en G. Por ello, como las condiciones (46.43) quedan cumplidas, obtenemos 
(véase la propiedad 10° en el p. 44.6): 


lim j S, ydxdy = g SO, y)dxdy, 


en 


a y) 


ln [f Attu yl Jana» = 


re Ñ Blu, v) 


= ff Mietu marta, nhe E P |dudv. (4649 


Pasando al limite para k — œ, en la igualdad (46.44) obtendremos, en virtud de la 
fórmula (46.45), la fórmula buscada para cl cambio de las variables en la 
integral. O 

El cambio de las variables en una integral múltiple simplifica a menudo conside- 
rablemente la investigación y el cálculo de la integral. Además, a diferencia de una 
integral sencilla, el objetivo del cambio de variable consiste frecuentemente no en la. 
simplificación de la función subintegral, sino en el paso a una región de integración 
más simple, incluso a cuenta de la complicación determinada de la función subin- 
tegral. 
Ejemplo. Calculemos la integral | f cos VX? F yldxdy. 

x ma 

Con este fin introduzcamos las coordenadas nuevas 7, y (coordenadas polares), 

rigiéndonos por las fórmulas 
x=rcose, y= reno. (46.46) 
dx, y) cosp = rse 

En ente cmo -ery PA | 7 7- L aplicación (46.46) aplica el 
rectángulo G = |(7, p):0 <r < 1, = r < 6 < r) (aqui r y y se consideran co- 
mo las coordenadas cartesianas en el plano 7, y), de manera biunivoca, conti- 
nuamente derivable y con el jacobiano distinto de cero, sobre el circulo K = 
Y): XË + y! < 1), del cual se ha excluido el radio dispuesto en la parte negativa del 
eje Ox, es decir, sobre el conjunto (fig. 197) G* = KN ((X, y):x < 0,y = 0). 

Entre tanto, el rectángulo cerrado G pasa, realizándose la aplicación (46.46), a 
'un circulo cerrado G* = K; con la particularidad de que en la frontera de Ú esta 
aplicación ya no es biunivoca. El jacobiano de la aplicación (46.46) es continuo en G 
y, además, en un punto de la frontera, asaber, en el origen de coordenadas, se redu- 
0% u cero. Todas las condiciones que sé imponen sobre la aplicación (46.1) en el teo- 
rema 2” de este punto se cumplen para la aplicacion (46.46), por lo cual puede apli- 
carse la fórmula del cambio de variable en la integral 


* Recordemos que, en virtud de las condiciones del tegrema, dicha función es conti- 
nuamente prolongable del conjunto G a ©, con la particularidad de que los valores de la fun- 
ción prolongada en la frontera del conjunto G no influyen en los valores de la integral (véase 
ep. 443). 
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= fav | reoserdr=2a[ 
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La fórmula (46.32) de cambio de variables en la integral doble puede ser de- 
mostrada también para el caso más general, en particular, cuando el jacobiano de la 
aplicación se reduce a cero en la región de integración, mientras que la función sub- 
integral tiene discontinuidades. Si los conjuntos de los puntos indicados tienen me- 
dida cero y se aplican también en los conjuntos de medida cero, con la particulari- 
dad de que los conjuntos citados dividen las regiones de integración G y G * en un 
número finito de conjuntos abiertos, en cada uno de los cuales la función subin- 
tegral resulta prolongable de modo que se obtenga una función continua hasta la 
misma frontera, entonces la fórmula (46.32) se deduce directamente de lo demostra- 
do más arriba. 


Ejercicios, Sea f(x, y) = 2e(é — y)sen x(x — y) y sea X un cuadrado cuyos vértices 
son(1, 0), (0, 1), (— 1,0), (0, — 1). Calcúlese la integral $ 40%, y)dxdy, sirviéndose del 


cambio de variables u = x + y, v = xy. 
2. Pasando a las coordenadas polares, calcúlese la integral jj Sx. yydxdy, donde 
DANA UNA: 
bfl, y) = VE X= li da y < VIa), 


46.3. COORDENADAS CURVILÍNEAS. 
Las fórmulas 
x= xiu, Y), y= y(u, Y) (46.47) 
pueden considerarse no sólo como aplicación, sino también como el paso de un sis- 
tema de coordenadas al otro, en el caso general, curvilíneo. Aclaremos, ante todo, 
la nocion de sistema de coordenadas curvilineas. 
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Sea G un conjunto abierto en el plano R2, y a todo punto M = (x, y) € G, y, 
por consiguiente, a todo par ordenado de números (x, y), que representan las coor- 
denadas del punto M en el sistema elegido de coordenadas rectangulares, se le ha 
puesto en correspondencia un par de números (x, v) de un modo tal que a los pun- 
tos diferentes M, y M, corresponden diferentes pares (4, v) y (uy. va). En este caso 
suele decirse que en el conjunto G se ha dado el sistema de coordenadas u, v. Si al 
punto M le corresponde el par (u, v) se escribe M = (u, v). Cualquier par (u, v) es 
una función del punto M € G, razón por la cual cada uno de sus elementos, u y y, es 
también una función del punto M u(M), y = v(M), o bien, que es lo mis- 
mo, de sus coordenadas cartesianas: 


u= ulk, y), 
væ»). 


Viceversa, a todo par (u, v) del conjunto de pares en consideración corresponde 
un punto Me G, es decir, dicho punto M es una función de los pares (u, 
v) : M = M(u, v), por lo cual sus coordenadas cartesianas x e y son también fun- 
ciones de los pares citados (u, v). En otras palabras, resultan válidas las fórmulas 
(46.47) que predeterminan una aplicación, inversa de la aplicación (46.48). 

Los conjuntos de puntos (x, y) € G que satisfacen la condición u(x, y) = ug Y, 
por consiguiente, v(y, y) = vg donde ugy » son ciertas constantes fijadas, se lla: 
man lineas coordenadas en el sistema de coordenadas u, y. 

Haciendo uso de la fórmula (46.47), las lineas coordenadas pueden escribirse en 
la forma 


(46.48) 


x= xp Y) PN 
y= yluy v), 
Y, correspondientemente, en la forma 
x= x(u, vo, 
46. 
y = ytu, v. aN: 


En el caso de las coordenadas cartesianas las lineas coordenadas son rectas; en el 
caso general, ciertas curvas que se definen por las representaciones (46.49) y (46,30). 
A esto precisamente se debe la denominacilon “coordenadas curvilineas” (fig. 198). 

Supondremos que las funciones (46.47) satisfacen en G todas las condiciones, 
bajo las cuales se ha deducido la fórmula (46.32) de cambio de variable en la in- 
tegral, en particular, dichas funciones son continuamente derivables y el jacobiano 
FEP es distinto de cero en. Debido esto, las licas coordenadas en elentono 
de todo punto perteneciente a G son unas curvas continuamente derivables. 

Investiguemos qué sentido tendrá en este caso el módulo del jacobiano. Fijemos 
algunos valores ug Au, vo Av. Supongamos que Mg = (ug, vg), T cs el conjunto de 
todos los puntos-cuyas coordenadas curvilineas,u,-x satisfacen las desigualdades 
ug < u< ug + Au, ⁄ < Y < Yọ + âv,ysea T C G. Elconjunto se denomina 


Fig. 198 


paralelogramo coordenado (curvilíneo). El conjunto T está abierto (¿por qué?) y su 
frontera representa un contorno suave a trozos (se compone de las curvas del tipo 
x = x(u V), Y = y(u v), donde vg € Y < Yo + Av, etc.) y por eso I es una re- 
gión cuadrabie. Calculemos su área (véase la fig. 198). A) aplicar la fórmula de cam- 
Bio da vesíblo oa la bniagrat y ol osora integral del valor medio (le e. 4.0, 
obtendremos 


ar $ ray = Sí ¿2 amar = 
r 


mocicuotav 
vocvcvorav 


tâu  votáv 


w 
a |n du f d= 
Ju, y) ly 


Y) 
Au, v) 


| awar, met: 
l 


Por ser continuamente derivables las funciones (46.47), 


anj an 
CAES 
donde lím, €= 0. De este modo 


matano 
ar aen | Auâv + câuâv. (46.51) 
Du, V) lo 

La fórmula (46.51) señala que el módulo del jacobiano en el punto (ug vg) 
representa el coeficiente de la parte principal del área del paralelogramo coordenado 
con vértice en el punto (ug, Yọ) respecto del producto Au Av para Au? + Ay? — 0. 
Esta observación se utiliza a menudo en la práctica al calcular el jacobiano de la 
transformación de las coordenadas curvilineas en las cartesianas. Mostrémoslo en 
el ejemplo de las coordenadas polares r, p. Fijemos ciertos valores r, 7 + Ar, p y 


+e, 
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Fig. 199 


p + Ap, y examinemos un paralelogramo coordenado T (fig. 199), formado por 
Jas lineas coordenadas r, 7 + Ar, y y e + Ap. Las longitudes de sus dos lados son 
iguales a Ar, y Ap, respectivamente, Al calcular el área de este paralelogramo, co- 
mo si fuera éste un rectángulo ordinario, tendremos 
aT =rárdp. 
De este modo, el coeficiente del producto Ar As resultó ser igual ar, de donde cs 


natural esperar que 2% 2 =r. Efectivamente, es asi (véase el ejemplo en el 


p. 46.2), lo que se debe a que en nuestros cálculos inexactos del área de T se ha ad- 
mitido un error cuyo orden de infinitud es superior que el producto Aráp para 
Ar? + Ap? — 0, Efectivamente, al calcular xT como una diferencia de las áreas de 
dos sectores, obtendremos 


Ap 1 
DL ar are Lar? = raray +>ariap. 
E 2n e y ar ” 2 ió 
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Todo lo expuesto en los puntos anteriores de este párrafo, junto con la de- 
mostración, se extiende al caso n-dimensional, por lo cual nos limitaremos sólo a la 
enunciación de los teoremas correspondientes. 

Teorema 3. Supongamos que G , C Ry G, C Rfson unos conjuntos abiertos, 
x= FO) = [x= Xft + dah iE 1,2, 0. A ende spilcación Dunbyoca conti. 
nugmente derivable de G sobre G „, cuyo jacoblano J(0) = a e ditin 
to de cero en G,. Sea, además, S un cubo n-dimensional: `" " 
SAPLI h, i= 1,2, a p a) CG p tO = (O, a 0). 

Entonces Iim, mos 1O; con lo cual, si 

20 p 
EEO L JEON + 000, A), 
aS 


para cualquier compacto A C G, la función e{®, h), (e A, tiende uniforme- 
mente hacia cero en A, cuando h — 0. 
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Teorema 4. Sean: 

1) G, y G; unos conjuntos abiertos medibles Gy C RI, G, C Rf; 

3) x = FÚ), la aplicación continua de T,, sobre O, que aplica G, sobre G, de 
una manera blunívoca y continuamente derivable; 


y es continuamente prolongable a G,. e 
“En este caso, si la función f(x) es continua en G,, se tiene 
0040, = [SEDIAC 
Ejercicios, Eseribanse las fórmulas del cambio de variables en las integrales triples para 
la transformación de coordenadas: 
3.x = rcosýcosø, y = cosýseng, z = rsený, 0 < r < + 0,05 p € 2r, 
-35 y < $ Coordenadas esféricas). 
4.x = roos, y =rsenp,2 72,06 r<+0,0€ p< 2r, - o <7< + o (coorde- 
nadas cilíndricas). 
OBSERVACIÓN. Siendo vigente la fórmula del cambio de variable para cualquier 
conjunto medible G C R” y cualesquiera coordenadas curvilineas 4), ... „y, resul- 
ta licita la siguiente fórmula. 


ff djina ff Ao 


y | + du 


(46.52) 


entonces 


f dx = S duy oo duy> (46.53) 


La condición (46.52) se cumple a ciencia cierta, iu, ... .u, Son también las coor- 
denadas cartesianas en el espacio R” y, por tanto, se expresan mediante x), «.. y 
con ayuda de una transformación linea! cuyo determinante es igual a + l; 

x= YE egip i=h2 1 det 

El primer miembro de la fórmula (46.53) es igual a la medida a G del conjunto G 
“en las coordenadas x,, ... X,'* (véase la propiedad 1° de la integral múltiple en el 
p. 44.6) y el segundo miembro de la misma, cuando 4, ... „tiy son las coordenadas 
cartesianas, es igual, correspondientemente, a la medida del conjnto G “'en las coor- 
denadas 7, ... „u„'”. De este modo, la fórmula (46.53) indica que la medida de un 
conjunto abierto medible no depende de cómo se elige el sistema de coordenadas 
cartesjanas. 


=l. 
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A decir verdad, debemos observar que al demostrar la fórmula del cambio de va- 
riables en la integral múltiple, nos hemos servido de aquel hecho demostrado en la 
geomertia que, realizándose las aplicaciones afines (es decir, aplicaciones lineales re- 
gulares), el valor absoluto del determinante de la transformación, es igual a la razón 
entre el volumen del paralelepipedo, que es la imagen de cierto cubo, y el volumen 
del último. 


Ejercicios, 5. Sea G = (My. 2)31 <x < 31 <x+y < 


dxdydz 


1<x + y + y+ z< 5) Calcúlese la integral Pit E 
krety te 


do a las variables u, v, w que están ligadas con x, y, z mediante las correlaciones 
x+y+z=ux+y=uv, x= uyw. 
6. Sea G = f(x, y. 2):X < yz < 2x; y < zx < 2y; z < xy < 22). Culcúleso la in- 


cal f avzdkaydz, pasando a as variaties u, v, w que etda padas conx», pat 


las correlaciones ux = yz, vy = 2X, WE = x». 
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41.1. INTEGRALES CURVILÍNEAS DE PRIMERA ESPECIE 


Sea dada en el espacio tridimensional R? una curva y = (1(£); a < 1 < b) (véase 
$ 16). Consideraremos las funciones univocas F definidas en los puntos 7 (f) de esta 
cur FU). Siol), a < r < $, es alguna otra representación de la misma 
curva yysit = t(r),a < 7 < B, es la aplicación del segmento [a, 8] sobre el seg- 
mento (a, b] que realiza la equivalencia de dichas representaciones (es decir, si 
t= (1), a < 7 < B, es la transformación admisible del parámetro, véase el 
p- 16.1), entonces, como el valor de la función F se determina sólo por un punto de 
la curva, tendremos 


FG) = FUU). t=(), aSr SB. 


Las funciones en consideración F admiten, en el caso general, diferentes valores 
en los puntos de la curva, correspondientes a los valores distintos del parámetro, pe- 
o coincidentes como puntos de un espacio (véanse los puntos múltiples en el 
p. 16.1). Este punto de vista corresponde a la interpretación fisica de la curva y, 
por ejemlo, cuando ésta representa una trayectoria que sigue un punto material en 
movimiento, y a la de la función F, cuando F interviene como una fuerza que actúa 
contra dicho punto y que depende no sólo de la posición del punto en el espacio, 
no también del instante en que este punto se encuentra en el lugar dado. Además, 
semejante enfoque proporciona también algunas ventajas mateméticas que se 
pondrán de manifiesto en lo que sigue. 

De lo expuesto se desprende que las funciones citadas, definidas en una curva, 
no pueden considerarse como funciones prefijadas en cierto conjunto del espacio 
R?, por lo cual, en palabras estrictas, no pueden designarse mediante F(x, y, z), 
donde x, y, z son las coordenadas cartesianas de los puntos espaciales. No obstante 
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en los problemas que se considerarán abajo tal designación Neva un carácter tradi- 
cional y por esta razón se empleará en nuestros razonamientos. Si se recuerda 
siempre que en dichos problemas se trata de las funciones, definidas en los puntos 
de las curvas, la designación citada no nos llevará a las equivocaciones. 

Supongamos ahora que está dada una curva orientada rectificable y, con la par- 
ticularidad de que r(s) = (x(s), y(s), 2(s); O < $ < S] es su representación en la 
cual a titulo de parámetro interviene la longitud variable del arcos, y sean A = r(0) 
y B =,1(S) los puntos inicial y final de esta curva, En estg caso escribiremos 
y = AÈ. La curva de orientación opuesta se designará con BA. 

Definición 1. Supongamos que en los puntos r (s) de la curva y se ha dado cierra 


Junción F. La expresión | F(x, y, z)ds que se determina según la fórmula 
A s 
f Fæyzds= | Fols) y(),z(s))ds, (471.0) 
Ad s 


se denomina integral curvilínea de primera especie de la función F a lo largo de la 
curva AB. 
Dicha integral se designa también mediante los simbolos 


y re y | FlrG)lds, o bien, más brevemente, | Fas. 
à + 


De este modo, aunque la definición de integra! curvilinea de primera especie está 
relacionada con el concepto de curva, es decir, con una imagen geométrica, ella se 
reduce a una integral ordinaria por un segmento, por lo cual a la integral curvilinea 
se extienden todas las propiedades de la integral ordinaria. 

Demos a conocer algunas propiedades especificas de la integral (47.1). 


i Ls 
A 


Esto es obvio. 
2. Si la función F es continua en los puntos de la curva y como función del pa- 


rámetro s, es decir, si es continua la función Flr(s)),0 < $ £ S,enconces | Fds 


existe. 
En efecto, de acuerdo con la definición (47.1), la integral f Fds se reduce a la 
s 3 
integral f F(x(s), X6), 2(s)lds de una función continua por un segmento que, 
o 


como se sabe, existe. 
3°, Una integral curvilinea de primera especie no depende de la orientación de la 


cura: i 
| Fæ y alas = | Fæ, y, Des. 


Ab sa 


Efectivamente, supgngamos que M = r(s) es un punto de la curva ÁB, y s es 
longitud del arco AM. Sia = $ — s, entonces o es igual a la longitud del arco 


196429 
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2 
M 


F(sjer{sS-0) 
Afro 
Fig. 200 
(fig. 200). La función r = r(S — 0 < o < S, es la representación de la curva 


» por lo cual, al realizar en la integral (47.1) el cambio de variable s = S — o, y 
al notar que ds = — do, obtenemos 


s 
ee y. z)ds = f Flt), y(5), 2(5)lds = 


o 
=- | FKS = AS 0), US — o)ldo = 
3 


s 
> Í FS = 0) (S — 0). 2(S = oldo = | Fix, y, z)do. 
A 


Esta propiedad de la integral curvilinea de primera especie se debe a que la longi- 
tud del arco de una curva, de acuerdo con la definición, se considera positiva, inde- 
pendientemente del extremo a partir del cual dicha longitud se calcula. 

Antes de pasar a la siguiente propiedad, hemos de notar que È Fds, al igual 


E 
que cualquier otra integral, es un limite de las sumas integrales correspondientes; la 
peculiaridad del caso dado consiste sólo en que estas sumas pueden ser descritas en 
términos geométricos ligados con la curva y, a lo largo de la cual se realiza la in- 
tegración. He aquí una formulación más precisa. 
4°. Sea 7= [5/28 la partición del segmento [0, $), els; y. 3;); As/=8/=5j. 1» 
la longitud del arco de la curva y entre los puntos r(s,..,) y rs), i = 1,2, a, i 
h 
mientras que o, = E Flr(£,1as,. Entonces, si la función Flr(s)) es integrable 
a 


según Riemann en el segmento |0, S), se tiene 
| ras. (47.2) 


lim o, 
emn 
Efectivamente, o, cs, evidentemente, la suma integral de Riemann de la integral 
s 
Y Fir(s)lds, y, por ende, la fórmula (47.2) proviene directamente de la (47.1). 
La fórmula (47.1) es muy cómoda en el estudio de las propiedades de la integral 
| Fds, no obstante, no es así ni mucho menos en el cálculo de la misma, puesto 
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que suele ser muy dificil o incluso prácticamente imposible encontrar una represen- 
tación de la curva dada, en la que por parámetro se toma la longitud variable del ar- 
co. Por esta razón indiquemos la fórmula de la integral f Fds para cualquier 
representación paramétrica de la curva y. 

$". Supongamos que y es una curva suave (véase la definición 16 en el p. 16.4), 
r(t) = felt), YU), x(1); a < 1 < b) es su representación continuamente derivable 
Y, por consiguiente, 941) + KO + xt) > 0,05 i < b9. 

Sea la función F continua en la curva y (en aquel sentido que la función Flr(0)1 
€ continua en el segmento |a, b]). En este caso 


» 
| Fo das | FO WO xV AE AF d. (41:3) 


En efecto, bajo las suposiciones asumidas, la curva y es rectificable y la longitud 
variable del arco s = s(f) puede tomarse como parámetro (véase el corolario 2 del 


teorema Zen el p. 16.5), a consecuencia de lo cual la integral | Fdstiene sentido, 


Al realizar el cambio de variable s = s(£) en el segundo miembro de la igualdad 
(47.1) y recordar que (véase el p. 16.5), 


EA 
de aj 


obtendremos la fórmula (47.3). 

De (47.3) se infiere que para la curva dada el valor de la integral que figura en el 
segundo miembro de la igualdad (47.3) no depende de cómo se elige el parámetro en 
la curva, pues, cualquiera que sea la elección del parámetro, dicha integral es igual a 
la integral que figura en el primer miembro de esta igualdad. 


47.2, INTEGRALES CURVILÍNEAS DE SEGUNDA ESPECIE 


Existe una serie de problemas matemáticos y aplicados que conducen a las in- 
tegrales curvilineas de otro género. Por ejemplo, siz = r(t) es el radio vector de un 
punto material en movimiento y F = F(£) es la fuerza que actúa contra este punto, 
entonces sería natural determinar el trabajo de la fuerza F a lo largo de la trayectoria 


T del punto como una integral f Fdr, o bien, siempre que F = (P, Q, R), y 
£ 
dr = (dx, dy, dz), en la inscripción de coordenadas como una integral 
f Pdx + Qdy + Rdz. (47.4) 


Recordemos que esta condición es indicio de que ta curva está privada de puntos singu- 
lares (véase la definición 15 en el p. 16.4). 
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Recordando que (véase el p. 16.5) 
de 


dy de 
E S cose, cosa, Em cosy, (47.5) 
nose Tos Gi co K 


donde t = (cosp,cosf, soey) si deooli ains; la integral (47.4) puede 
ser representada formalmente en la forma 


i (Poosa + QcosB + Rcosy)ds. 


Enynciemos añora la definición estricta de las integrales del tipo (47.4). Sea 
y = ÁB una curva orientada suave, es decir, una curva orientada continuamente 
derivable, privada de puntos singulares. En este caso existe su representación conti- 

nuamente derivable 


r) = = pihy = ehz = xika StS b, A= rla), B= rb) 


tal que 
URANO, acib. 


Seas = s(t) la longitud variable del arco, O < s < S, Ses la longitud de toda la 
curva y, calculada a partir del extremo A, (cosa, cosf, cosy) es el vector unidad 
tangente a la curva, a = a(s), 8 = B(s), y = y(s),0 € s € S, y supongamos que 
la función F, al igual que en el punto anterior, está definida en el conjunto (r(9), 
a < £ < b) de todos los puntos de la curva y. 


Definición 2. La integral $ Fx, y, z)dx se determina según la fórmula 
8 Fe, y, z)dx = ii F(x, y, z)cosads. (47.6) 


Análogamente, según la definición, debe ser 
$ F(x, y, 2)dy = 5 Fix, y, 2)cosBds, 


F(x,y, 243 = F(x, y, 2)cosyds, (41.7) 
b 4 


Las integrales del tipo (47.0) y (47-7) se llaman integrales curvilineas de segunda 
especie de la función F a lo largo.de la curva AB. 

EE carbcter natural de estas definiciones e ve de lá fórmulas (47.9), 

Demos a conocer algunas propiedades de las integrales curvilineas de segunda 
especie, limiiándonos, para brevedad, sólo al caso de la integral (47.6). 

1°. Si la función F es continua en la curva y, es decir, si es continua la función 
Flr(t)l, a < 1 < b, la integral (47.6) existe. 

En efecto, admitidas las suposiciones respecto de la curva y, la función £ = 1(5) 
Q es el parámetro en la curva y, y s es la longitud variable del arco) es continuamen- 


te derivable en el segmento [0, S], por lo cùa la función cosa = 77 es continua 
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Fig. 201 


en este segmento y, por lo tanto, en virtud de la propiedad 2° de las integrales 
curvilíneas de primera especie (véase el p: 47.1), la integral (47.6) existe, D 

En lo que sigue en este punto supondremos, para simplificar, que la función Fes. 
contínua en la curva y. En este caso todas las integrales que van abajo existen a cien- 
cia cierta. 

2°., Una integral curvilínea de segunda especie cambia de signo cuando la curva 
varla su orientación, es decir, 


F(x, y, z)dx = = Fx, y, z)dx. 


4 i 

En efecto, si a es el ángulo formado por el sentido positivo de una tangente a la 
curva ÁB y e eje Ox, y a”, el ángulo formado por el sentido positivo de la tangente 
a la curva BA y el'eje Ox, entonces para los puntos correspondientes tendremos 
a = a + * (fig. 201), y, por lo tanto, cosa” = — cosa. 

Ahora, haciendo uso de la propiedad de independencia de una integral 
curvilinea de primera especie de la orientación de la curva (véase el p. 47.1), ob- 
tendremos 

$ F(x, y, z)dx = Je y, z)cosa'ds = — 4 F(x, y, 2) cosads = 
à 


-- ¡feta ind - feas 


De este modo, dicha propiedad que posee la integral curvilinea de segunda espe- 
cie se desprende del hecho de que las integrales curvilineas 


dia y ae 


son iguales a las integrales curvilineas correspondientes de primera especie, cuyas 
expresiones subintegrales se diferencian sólo en signo. O 

3°, Si F es una función continua en la curva y. para la integral (47.6) será válida 
la fórmula 


è 
$ F(x,y, z)dx = | Fiol), W0), x (Ole (Dat. (47.8) 


En efecto, de acuerdo con la definición (47.6), 
[ Fle, zide = | Fiet), y(6). z(5)]cosat(s)ds. 
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Al realizar el cambio de la variable »=s(() en la integral que figura en el segundo, 
miembro de esta igualdad y notar que (véase (47.5)cosa=“* =*£, obtendremos 


s A 
J Flx(s), y(5), 2(5)]cosa(s)ds = 
= AO OM sjdi = 


a 
= [FO HOO O 


Ha de notarse que hemos demostrado a la vez que la integral en el segundo 
miembro de esta fórmula no depende de la elección del parámetro en la curva el que 
conserva la orientación de ésta. 

En el caso particular cuando como parámetro / puede tomarse la variable x, es 
decir, cuando la curva y posee la representación y = y(x), z = 2(x),4 < x <$ b, 
y, por lo tanto, está privada de puntos múltiples, la función F será función univoca 
no sólo de los puntos de la curva, sino también de los puntos correspondientes del 
espacio (en este caso a diferentes puntos de la curva les corresponden puntos distin- 
tos del espacio y viceversa). 

La fórmula (47.8) admite en este caso la siguiente forma 


è 
Í Fix, y, 2ddx = [ Fit, y0), zGo)lax. (419) 


4°. La integral j re Y, z)dx es el límite de las sumas integrales correspon- 

å 
dientes que se describen en los términos ligados con la curva y, con más precisión: 
sear = (0,2% la partición del segmento la, b), y ô,, su finura, E,€ (titihi = 1. 


Brae doy e 
a= Y, Frea 
fi 


donde Ax, = x(t,) — xU), entonces 


= | Fay dx. (47.10) 
à 


En efecto, según la fórmula de los incrementos finitos de Lagrange, Ax; = 
= p’ (m)At;, donde 


melo td Aht- tip i= 1,2. 


por lo cual i 
i= Firele DAt. 
iiaia 
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do 
„= FrEe Ean. 
n= E, FVE Ean 


La suma o, es, para la función FIr(()]p(1), una suma integral de Riemann, razón 
por la cual 


» 
uo f Firle’ (dr. (47.11) 


Por otra parte, 
v 

1,015 Y EVED Ie) = e (plas < 
fai 


< 600,59") — a) sup AFIO, 
Sres 


donde w(b; y")es el módulo de continuidad de la funcion y”. Se sabe que de la con- 
tinuidad de la función FÍr(()] en el segmento fa, b) proviene que 
sup IFYO < œ, y de la continuidad de la función p* en el mismo segmento se 
PA 

deduce que Jim, «(5,5 p°) = O, por esta razón se tiene „lim (8, — 0,) = 0. Te- 


so 
niéndolo en cuenta, en virtud de (47.11), obtenemos 


dmo, = Í Firele’ (dt. 


De aquí, de acuerdo con la propiedad 3°, se deduce la fórmula (47.10). O 

Hemos indicado sólo aquellas propiedades de las integrales curvilineas que están 
ligadas con el carácter específico de su defínición y con la curva a lo largo de la cual 
se realiza la integración, Es natural, pues, que, por cuanto las integrales en conside- 
ración se reducen a las integrales ordinarias en un segmento, a las primeras se extien- 
den también las diversas propiedades propias para las segundas (linealidad respecto 
de las funciones a integrar, teorema integral del valor medio, etc.). 


41.3. AMPLIACIÓN DE LA CLASE DE TRANSFORMACIONES ADMISIBLES 
DEL PARÁMETRO DE UNA CURVA 
Una curva orientada continuamente derivable y privada de puntos singulares se 
ha definido (véase el p. 16.1 y 16.2*) como aquella que dispone de tales representa- 
ciones vectoriales continuamente derivables r(£), a < 1 < b que r'(1) + 0 en el 
segmento [a, b]. A título de transformaciones admisibles del parámetro se conside- 
raban las funciones siguientes 


t=1(), a<7<8, ta)=a, 1(6)= 
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que eran continuamente derivables y tenían derivada positiva en el segmento (a, b]. 
No obstante, este requisito resulta, a veces, demasiado pesado, Por ejemplo, para 
un arco y de la circunferencia unidad con centro en el origen de coordenadas las 
representaciones 


y= VIE, 05x< 1, y x=semf, y= cost, os1ej, 


resultan ser no equivalentes en este sentido. Además, la misma representación 
y = YI — x2,0 < x < 1, no determina en nuestro sentido la curva continuamen- 
te derivable, puesto que para x = 1 ella no tiene derivada, Es por eso que sería n 
tural ampliar la clase de transformaciones admisibles de los parámetros y de repre- 
sentaciones admisibles de las curvas continuamente derivables. Podemos hacerlo del 
modo siguiente. 

Consideraremos una totalidad de las representaciones vectoriales r = r(/), 
a < 1 < b, continuas en el segmento le, 6] y continuamente derivables en el inter- 
valo (a, b). Se llamará transformación admisible del parámetro toda funcion 
t= (r)a < 7 < B, tla) = a, 1(8) = b, continua en el segmento (a, 3), conti- 
nuamente derivable y que tiene en el intervalo (a, 8) una derivada positiva. Como 
hasta ahora, dos representaciones se llamarán equivalentes, si se puede pasar de una 
a la otra con ayuda de una transformación admisible del parámetro. 

Definición 3. Una clase de representaciones equivalentes del tipo indicado prefi- 
Ja una curva continuamente derivable, si en la clase citada existe por lo menos una 
representación y = rí(),a < 1 < b, que es continuamente derivable en todo el seg- 
mento la, b) 

Definición 4. Una curva continuamente derivable lleva el nombre de curva sin 
puntos singulares o, en la forma más breve, curva suave, si para cierta representa- 
ción suya r(1), a < 1 < b (y, por lo tanto, para todas las representaciones suyas) se 
cumple la condición r` (1) + 0,0 < 1< b. 

En el sentido de esta definición dos representaciones citadas del arco de una cir- 
cunferencia resultan ser equivalentes y definen una curva suave. 

Quedan en vigor también todas las definiciones aducidas anteriormente de las 
intégfales curvilineas y sus propiedades, si se toma, por supuesto, en consideración 
el hecho de que para ciertas representaciones de las curvas puede obtenerse una in- 
tegral impropia. 

Cabe subrayar que la ampliación de la clase de representaciones de una curva 
permite calcular la integral curvilinea para las más diversas representaciones de la 


curva. Por ejemplo, la integral [P(x, y)dy, donde y es el arco de la circunferen- 


cia unidad considerado más arriba y P, una función continua en y, puede calcularse 
sirviéndose de ambas representaciones mencionadas: 


h xdx 


f Pix, ydy == { PATA 
; 3 
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“a 
$ Pæ. y)dy =- | Písent, costysentdt. 
x 5 


En el primer caso aquí puede obtenerse una integral impropia. 

Además de esto, al demostrar los teoremas pueden elegirse las “representaciones 
buenas”, es decir, aquellas que son continuamente derivables hasta los extremos'del 
segmento, y los razonamientos realizados resultarán válidos también para el cori- 
cepto ampliado de curva. 

Ejercicio 1. Demuéstrese que para la nueva definición de la curva continuamente deri- 
Vale yo), 9), 20) u longitud se expresa mediante a fórmula Í VEEE T at, 
donde la integral escrita es, en el caso general, impropia. 


47.4. INTEGRALES CURVILĪNEAS A LO LARGO 
DE LAS CURVAS SUAVES A TROZOS 


Definición $. Si la curva y es suave a trozos, es decir, puede ser representada co- 
mo reunión de un número finito de las curvas suaves Y, Yzs --- sYp, Y la función 
F(x, y, z) está definida, como antes, en los puntos de la curva y, entonces, por defi- 
nición, pongamos > 

| Four alax= Y | Fa» z)dx. 


Si y es una curva suave a trozos yx =x(0),y = y(),2 = 20,0 < t < b,es 
su representación suave a trozos, se escribirá también 


è 
| Fe, y, 2Jdx = | Fiete), y0), <U)]x (dr 


(aquí la derivada x' (£) puede ser no definida en el número finito de los puntos del 
segmento (a, b]), con la particularidad de que la integral que figura en el segundo 
miembro de la igualdad se entiende, por regla general, en el sentido impropio. 

Las definiciones análogas tienen lugar también para las integrales del tipo (47.7). 
En adelante tropezaremos con las sumas de las integrales del tipo (47.6) y (47.7), es 
decir, con las integrales del tipo (47.4), donde P, Q y R son ciertas funciones defini- 
das en los puntos de la curva y. De acuerdo con las definiciones (47.6) y (47.7), es 
lícita la fórmula 


j Pdx + Qdy + Rdz= | (Pcosa + Qcos8 + Reosy)ds. 


OBSERVACIÓN ). Si T denota una totalidad finita de curvas orientadas suaves a 
trozos y; i = 1,2, ... , k, entonces, según la definición, 
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p= E | Fás, [r= y | Fax, etc. 


A. t oa 


OBSERVACIÓN 2. Hemos definido las integrales curvilineas para las curvas dis- 
puestas en el espacio tridimensional R *, De un modo enteramente análogo se defi- 
nen dichas integrales también para las curvas que se disponen en cualquier espacio 
n-dimensional R”, n = 2, 3, 4,... , . Las integrales curvilíneas en un espacio 
n-dimensional poseen las propiedades que son análogas a las consideradas en el caso 
tridimensional y sus demostraciones son también las mismas que se han realizado 
anteriormente, Por eso no nos detendremos en las formulaciones ni tampoco en las 
demostraciones de las afirmaciones correspondientes. 


Ejercicio 2. Demuéstrese que las definiciones, aducidas en el presente punto, de las in- 


tegrales cirvilineas a lo largo de las curvas suaves a trozos no dependen de cómo se dividen 
dichas curvas en arcos suaves. 
3. Calcúlese la integral curvilinea [Vx FIydx+YX+3dy, donde T es un contorno 


[i 
triangular cuyos vértices son O; 0), BQ; 0), CQ; 4). 


a 
4. Calcúlese la integral curvilinca f EA -dk donde P es el arco de una 
Papy 


astroide x = acos', y = asen?1, limitada con los puntos (a, 0) y (0, a). 


47.5. FÓRMULA DE GREEN 


Definición 6. Supongamos que un contorno sencillo cerrado y es la frontera de la 
región plana y acotada G. Si la orientación del contorno es tal que durante el re- 
corrido del contorno y, correspondiente al crecimiento del parámetro, la región G 
queda a la izquierda (tal recorrido se llama corrientemente recorrido del contorno 
en dirección contraria al movimiento de las agujas de un reloj), dicha orientación se 
denomina positiva; en el caso contrario (es decir, cuando el recorrido del contorno 
se realiza en el sentido de las agujas de un reloj), se denomina negativa (fig. 202). 

Un contorno orientado positivo se aessnará y* , y un contorno orientado nega- 
tivo, y” . Estas nociones están definidas no de modo estricto y no en términos mate- 
máticos exactos. No obstante, nos abstengamos de dar aqui las definiciones preci- 
ss, ya que, por una parte, esto no podría hacerse sucintamenté y, por otra parte, en 
lo que sigue la orientación se indicará cada vez concretamente. De este modo, 
muestra definición “general” de la orientación positiva y negativa de un contorno 
sencillo cerrado nos servirá sólo para los fines de la claridad geométrica de los 
problemas que se considerarán más abajo. 

En adelante la región plana G, cuya clausura puede representarse en la forma 
(45.1) y (45.13) simultáneamente (véase la fig. 168), se llamará, para abreviar, re- 
gión elemental. 


Teorema 1 (formula de Green *?. Sea G una región plana y supongamos que su 
Frontera y es un contorno suave a trozos. Supongamos también que-la región G 
puede ser partida en un número finito de las regiones elementales G; °? que tienen 
Jronteras suaves a trozos y, i = 1,2, ... ,k. Luego, sean dadas en la región cerra- 
a Õ las funciones P(x, y) y Q(x, y) que son continuas en G Junto con sus deriva- 


e -lonadas resulta válida la 
PIE. OE. 2. Bajo las condiciones menci 


d 
fórmula 
aQ _ aP 
22 _ 2P) dxdy = 7 (47.12) 
jf E >) ly | var oas (47.12) 
G > 


DEMOSTRACIÓN. Al principio supongamos que la región G es elemental de por sí 
y, por consiguiente, su frontera puede ser representada comu reunión de las gráficas 
de dos funciones continuamente derivables a trozos p(x) y Y(X), v(x) < V(x), 
a < x < b, y, quizás, de los segmentos de las rectas x = a yx = b, y también co- 
mo reunión de dos gráficas de las funciones continuamente derivables a trozos a (y) 
YB), aW) < BO) c < y < d, y. quizás, de los segmentos de las rectas y = ce 
y = d (fig. 203). 

En este caso, al aplicar la regla de reducción de la integral doble a una reiterada, 
el teorema de Newton — Leibniz (p. 29.3) y la fórmula (47.9), tenemos 


if z dxdy = Í IE z 4 Jus - j Plx, Va) — PQ, vdr = 


è 
= | Ple, valer — f Plx, plx)ldx = | Pæ, y)dx — 
: : A 


$ P, yide = [ Pe, pid. (47.13) 


de $ P(x, y lx = 
& E 


+++) La continuidad de las derivadas parciales en 7 se entiende como su continuidad en el 
conjunto abierto G y su proiongabilidad continua a la frontera de G (vase el p. 39.3). 


Fig. 203 


Al notar que para los segmentos BC y DA 


| Puyax= | Paydx=0 (47.14) 
de ón 


(esto proviene en seguida, por ejemplo, de la fórmula (47.6), pues aquí x = const y, 
por ello, cosa = 0) y al sumar las igualdades (47.13) y (47.14), obtendremos 


jf Mid =- Í Pa- | par- l Pas- 


È 


f Pdx=— j Pax. (47.15) 
DA lód 
Se ha obtenido tal orientación del contorno de frontera y que los puntos A, B, C, 


siguen uno tras otro sucesivamente. Esta orientación es positiva (véase la definición 
6) y se designa mediante y * 


De modo análogo, a partir de que la región G es elemental, se deduce la fórmula 
Sí aay = f Ody. (1.16) 
J ar 


Al sumar (47.15) y (47.16), obtendremos la fórmula de Green (47.12) para el ca- 
so que se considera. 

_Examinemos el caso general. Supongamos que la región G está dividida en las 
regiones G, i = 1,2, ... , k, del tipo citado en las condiciones del teorema. En vir- 
tud de lo demostrado, para todo /= 1, 2, ... , k 


TOO 
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AD 
MD 


Al sumar estas igualdades, obtendremos 


È jj E ES) aos Y | Paeroa (47.17) 


mo O m y 
Ya que la integral doble es aditiva respecto de los conjuntos (véase el p. 44.6), 
tendremos 


y |f -£ya ji 2 0 
A 


En la suma que figura en el segundo miembro de la igualdad (47.17) las integra- 
les curvilineas se toman dos veces a lo largo de todas las partes interiores de las fron- 
teras y; de las regiones G ;, es decir, a lo largo de tales arcos de las curvas y; que for- 
man parte de las fronteras de dos regiones G, i = 1,2, ... , K, y, por consiguiente, 
no integran la frontera de la región G; además, las orientaciones de estos arcos de 
las curvas y, son opuestas (fig. 204). Puesto que una integral curvilinca de segunda 
especie cambia de signo cuando varía la orientación de la curva, la suma de dos in- 
tegrales curvilineas a lo largo de las partes indicadas de las curvas y; es nula, Por 
eso, en la suma derecha de la fórmula (47.17) quedarán sólo las integrales a lo largo 
de las partes orientadas positivas de la frontera y de la región G, que dan en suma 


f Pax + Qdy. De este modo, 
$ 


£ | Pax+Qdy= | Pax+Qd». (47,18') 


m w 


De (47.17), (47.18) y (47.18°) se deduce la fórmula (47.12) para el caso 
general. O 

Sea G una región acotada en el plano R? y supongamos que su frontera consta 
de un número finito de contornos sencillos que se llamarán contornos de frontera. 
Si un contorno de frontera es, a la vez, la frontera de una región no acotada dis- 
puesta en R? N G, se denominará exterior; en cambio, sies, a la vez, la frontera de 


Fig. 205 


una región acotada dispuesta en R? \ Ú, se llamará interior. En la firura 205, y, es 
el contorno exterior, mientras que y; y Yy Son contornos interiores, 

Si la frontera de la región G se compone del contorno exterior ye y los contornos 
interiores Yj, Yiz» «> » Yim Y Sila región G puede ser dividida en un número finito 
de regiones, elementales respecto de ambos ejes de coordenadas, que tengan fronte- 
ras suaves a trozos, entonces resulta válida la fórmula 


if 2P) ardy= [aeae y | Parowary 


mo oi 


Como hasta ahora, las funciones P y Q se suponen continuas, junto con sus deriva- 
= 2 en la región cerrada G. 


Ea fórmulas demuestra igual que la (47.12), siempre que se toma en conside- 
ración que en la suma que figura en el segundo miembro de la igualdad (47.17) 
quedarán las integrales curvilineas a lo largo de las partes orientadas positivas del 
contorno exterior y a lo largo de las partes orientadas negativas de los contornos in- 
teriores (véase la fig. 205). 

Indiquemos, además, que en la fórmula (47.19) todos los contornos (tanto exte- 
riores, como interiores) están orientados de una manera tal que durante su recorrido 
la región de integración queda a la izquierda. 

Definición 7. Supongamos que la frontera 3G de una región plana acotada G se 
compone de un número finito de contornos sencillos suaves a trozos, La totalidad 
de estos contornos orientados de manera tal que, al recorrer cada uno de ellos, la re~ 
gión G queda a la izquierda (a la derecha), se llama orientación positiva (negativa) 
de la frontera de G y se designa 3G(— 3G, respectivamente). 

La fórmula de Green puede ser extendida a una clase de regiones más ampl 
Con este fin diremos que en virtud de lo demostrado, la fórmula de Green es válida 
para un triángulo y, por ende, para cualquier polígono. Por eso, mediante un paso 
límite, aproximando la frontera de la región con unas quebradas compuestas de un 
número finito de lados, podemos obtener la fórmula de Green para cualquier región 
(e, incluso, para un conjunto abierto), cuya frontera se compone de un número fini- 
to de curvas suaves a trozos. Sin embargo, no nos detendremos en la demostración 
de este hecho y sólo nos limitaremos a su enunciación. Con ello, haciendo uso de la 
definición 7, escribiremos la fórmula (47.19) en una forma más compacta. 


das 


47.6. Cálculo de las áreas mediante integrales curvilíneas m 


Teorema 1 . Supongamos que la frontera de una región plana acotada G se 


compone de un número finito de curvas suaves a trozos. Si las funciones P, Q, > y 
2 son continuas en Ō, entonces 


aQ _ aP E 
Jf 20 2) aca = f Pax + Qdy, 


do 


donde ôG es la frontera orientada positiva de la región G. 

La fórmula de Green para las integrales múltiples sirve como análogo de la fé 
mula de Newton — Leibniz para integrales de multiplicidad unitaria; en ambas fór- 
mulas las integrales de las derivadas extendidas a una región da integracion se expre- 
san a través de los valores de la función en la frontera de la región mencionada (en el 
caso de la fórmula de Green dichos valores se siguen integrando). 

Ejercicios, Sirviéndose de la fórmula de Green, calcúlense las siguientes integrales 
curvilineas, donde Fes un contorno sencillo cerrado compuesto de las partes de las curvas cu- 


yas ecuaciones están indicadas para cada integral (el sentido del recorrido del contorno es po- 
stivo). 


| dre art ir rm 
! 


3 


6. f È det Und ym tx y > 


nof ge i 
e | ira 
y y = 


41.6. CÁLCULO DE LAS ÁREAS MEDIANTE INTEGRALES CURVILÍNEAS 
Al poner en la fórmula de Green Q = x, P = O, obtendremos |Í drdy = 


= | xdy, y, por lo tanto, 


tà uOe j xdy. (47.20) 
Por analogía, al poner P = — y, Q = 0, oblendremos 
4G=- (ax. (47.21) 


Sumando las fórmulas (47.20) y (47.21), tendremos 


10=3 | ady- yds. (47.22) 
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Ejemplos. 1. Hallemos, con ayuda de la fórmula (47.22), el área:limitada por la 
2 y 
elipse 7 + > = 1. Hagamos uso de su representación paramétrica: 
y = bsent. Al aplicar la fórmula (47.22), obtendremos el árca buscada: 
ps 


ab j (cos? + sen?r)dr = xab. 


acost, 


sel f all 
> 

Comparando este método de cálculo del árca limitada. por una elipse con el cita- 
do anteriormente (véase el ejemplo 4 en el p. 32.1), podemos cerciorarnos con facili- 
dad cuán menos es aquí el volumen de cálculos. 

2. Hallemos el área limitada por la astroide (véase en el tomo 1, fig. 84) 
x = acos?t, y = asen*1, 0 < £ < 2r. Teniendo en cuenta que en este caso el cre- 
cimiento del parámetro £ corresponde a la orientación positiva del contorno, tene- 


x 
3 f ady = yden È | (cos“rsent + sen“rcos?r)di = 


2 
j U = cosdeJdt = E 


30? 
16 


Ejercicios. Calcúlese, con ayuda de la integral curvilinea, el área de una figura limita 
por las lineas: 
Br axel 
max x= Ly 


=o. 
1 (en el primer cuadrante). 


41.7. SIGNIFICADO GEOMÉTRICO DEL SIGNO DEL JACOBIANO 
DE LA APLICACIÓN DE UNA REGIÓN PLANA 

Sea F una aplicación biunivoca y continuamente derivable de la región plana 
G C Ri, en el plano R2, con un jacobiano distinto de cero en todo punto de G. En 
este caso, en virtud del principio de conservación de la región, el conjunto 
G* = F(G) es también una región (véase el p. 41.8), mientras que el jacobiano, 
siendo continuo, mantiene invariable su signo en G (véase el teorema 4 en el 
p. 19:6), es decir, o bien es G positivo en todo punto, o bien es negativo en todo 
punto. 

Supongamos que en la inscripción de coordenadas la aplicación F'se da mediante 
Wes x= x(a, v), 


y= y(u, v). (47.23) 


Lema 1. Si y es una curva suave a trozos dispuesta en G, su imagen y * = Fly) 
será, realizándose la aplicación F, también una curva suave a trozos. 
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DEMOSTRACIÓN. Supongamos al principio que y es una curva suave, es decir, una 
curva continuamente derivable privada de puntos singulares (véase las defini 
15 y 16 en el p. 16.4) y sea 
u=ut), v=v(), a<1<b, 
una representación suya. Entonces, en el segmento (a, b] las funciones u(() y (0) 
son continuamente derivables y 


2 2 
w) + (E) >0 
ar ar 


Como representación de la curva y * = F(y) servirá un par de funciones 
x= x(u(), ve), y= yut), v0), a<reb, 
las cuales, en virtud de las propiedades de la composición de funciones conti- 


'nuamente derivables (véanse los pp. 19.3 y 20.3), serán también continuamente de- 
rivables. Mostremos que la curva y * no tendrá puntos singulares. Efectivamente, 


como 


entonces, tomando estas igualdades por un sistema de ecuaciones lineales respecto 


de Sy Z, vemos que si en cierto punto £ e lo b) se cumplieran las igualdades 


ar 
z - 2 = 0, entonces, debido a que el jacobiano 
dx ax 
x.y) jôu av 
Alu, v 
lu, v) yo 
du av 


no se reduce a cero, el sistema citado tendria la única solución, a saber, la solución 
de 


nula, es decir, en el mismo punto £ se verificarian las igualdades Se -Foy 
7 


de este modo, el punto correspondiente de la curva y sería singular lo que, por hipó- 
tesis, no es posible. 

Asi pues, si la curva y es suave, la curva y * = F(y) es también suave. De aquí 
proviene en seguida que la imagen de una curva suave a trozos en la aplicación que 
se considera es también una curva suave a trozos, pues tal curva suave a trozos (véa- 
se la definición 16 en el p. 16.4) representa una reunión de un número finito de cur- 


vas suaves. O 


146429 
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Sea, ahora, F C G, donde T es una región limitada y su frontera 3T está consti- 
tuida por el contorno sencillo suave a trozos (las fronteras de este tipo se llaman 
suaves a trozos). Supongamos, además, T * = F(T). Entonces, en virtud del princi- 
pio de conservación de región, el conjunto T * será también una región y, más aún, 
su frontera dT'* es la imagen de la frontera òT de la región F (véase el lema 1 en el 
p. 46.1), es decir, AT * = F(3T). Por eso la frontera âT * es también el contorno y * 
sencillo (debido al carácter biunivoco de la aplicación F) y suave a trozos (de acuer- 
do con el lema 1 de este punto). Por consiguiente, a lo largo de los contornos 
y = aF y y* = AT'* pueden calcularse integrales curvilineas. Supongamos que las 
regiones T y I * son de tal índole que admiten el uso de la fórmula de Green, por 
ejemplo, satisfacen tas condiciones que se imponen sobre la región en el teorema 1 
del p. 47.5, (Según se ha senálado, la fórmula de Green, en realidad, es siempre 
aplicable bajo las suposiciones admitidas, pero esto no fue demostrado). 

Designemos, como siempre, por y* el contorno y orientado positivo (véase el 
p. 47.5), Sea 


u = ul), vu) a<ıi<b, 


la representación del contorno y* y, por lo tanto, 


x= xl, vh y= MO WO) a<1<b, (47.24) 
es una representación del contorno y *. ds 
Supondremos, ademas, que existen derivadas mixtas ma? is y que éstas 
ju 


son continuas, por lo cual son iguales entre si en todos los puntos de la región G. 
De acuerdo con la fórmula (47.20), 


Meme | xdy, (41.25) 


dondez = + 1, sila orientación del contorno y * es positiva y £ = — 1, en el caso 
contrario. En otras palabras, e = + 1 (e = — 1, respectivamente), siempre que al 
recorrido positivo del contorno dado y corresponde en la aplicación (47.23) el re- 
corrido también positivo (negativo, respectivamente) del contorno y * = F(y). 
Al transformar la integral (47.25) según la fórmula (47.8) y hacer uso de la repre- 
sentación (47.24) del contorno y”, tendremos 
è, 


» 
lay du | ay dv ð» a 

=. din AS ES Zdu +2 av. 
PE foi ef Gu dr * av dr, fog a i 


Apliquemos a la integral obtenida la fórmula de Green (véase el teorema 1 en el 
013. Ai poner P = 2,0 = 2 y tens que en ese enso 
u y 


Rr, D P uy, DY 
Bu T Gu av © ouav’ av ~ av du ` avav 


á 
(aqui se utiliza la condición de existencia de las segundas derivadas parciales se 
7 
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a 
y 22. requerida anteriormente), obtendremos 


dudy 
aQ _IP_ dx dy _ xay y) 
du w dd 3v du uv) 


de donde 
pte f Pdu+Qdv=e Sí 2 auar=e if DED) dv 
du av Hu, y) 
+ E r 


El primer miembro de esta igualdad es superior a cero, por lo tanto, el segundo 

miembro es también positivo y, como el jacobiano de la aplicación (47.23) no cam- 

bia de ¡ezo 
Mu, Y 

ay) 

y Y en este caso, 

æ, De este modo, el signo de £ no depende de la elección del 


10, esto es posible sólo en el caso en que e > 0, es decir, cuando el 


número £ es del mismo signo que el jacobiano 
20) 20.) 
a lau, y 
contorno y, sino que se determina por el signo del jacobiano el cual es el mismo en 
todos los puntos de la región G. 
Queda demostrado, pues, el siguiente teorema. 
Teorema 2. Si las suposiciones asumidas anteriormente están cumplidas, resulta 
válida la fórmula 


(47.26) 


Además, si 30:22 > den Y, entonces = + 1; en otras palabras, stel jacobiano 
de la aplicación F es positivo, entonces al recorrido positivo de todo contorno 
y C G, que sirve de frontera para la región limitada T C G, le corresponde, en la 


aplicación F, el recorrido positivo del contorno y * = Fly) que sirve de frontera de 
la región limitada Y * = F(T). En cambio, si el jacobiano 2-2) 


cese = — |, es decir, al recorrido positivo de todo contorno y del tipo indicado le 
corresponde, en la aplicación F, un recorrido negativo del contorno y * = F(y). 

De este modo, el significado geométrico del signo de un jacobiano consiste en 
que, siendo positivo el jacobiano, la orientación del contorno se mantiene invariable 
durante la aplicación y sí cambia, cuando el jacobiano es negativo. 

Con ayuda de la fórmula de Green (47.19) la fórmula (47.26) se generaliza fi 
mente para el caso cuando la frontera de la región T se compone de un número fini 
to de contornos cerrados suaves a trozos. 

Diremos, además, que mediante la fórmula (47.26) puede obtenerse sin dificul- 
tad alguna la demostración más fácil del teorema 1, citado en el p. 46.1, sobre el sig- 
nificado geométrico del módulo del jacobiano. En efecto, sea Mp ET, d(T) es el 


< OenT, enton- 


1. 
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diámetro de la región T, y supongamos que la región T se contrae de tal o cual modo 
hacia el punto Mọ, y, por consiguiente, df") — O. Según el teorema del valor medio 
(véase el p. 44,6), 


at, y) 


pl, MeT, 
m 


Au, y)! 


sm PED 
acrisol Au, y)! 


PATA 
A k h 

Y, por lo tanto, BA 

arimo uT laa la 

es decir, hemos demostrado la fórmula (46.9) y lo hicimos, en cierto sentido, de mo- 

do más general; así, por ejemplo, aqui T no es necesariamente un cuadrado (aun- 

que, hemos impuesto sobre la aplicación F las condiciones un tanto más fuertes, al 


j (41.27) 


exigir que scan continuas las derivadas parciales 23 y 29”, y, además, quese 
dudy > dvdu 
pueda aplicar la fórmula de Green pasa la región F *). No es dificil convencerse de 


que la razón en el primer miembro de la fórmula (47.27) tiende a su limite uniforme 
mente en el sentido indicado en el teorema 1 del p. 46.1. 


Pese a que la deducción de la fórmula (47.27) resulta más fácil, lo que se ha con- 
seguido a cuenta de las suposiciones más fuertes, cabe senalar que la demostración 
del teorema 1, aducida en el p. 46.1, es preferible desde el punto de vista del sentido 
matemático, puesto que revela mejor la misma esencia del problema vinculada con 
el hecho de.que una aplicación derivable localmente se aproxima bastante bien por 
la aplicación lineal. 


41.8. CONDICIONES DE INDEPENDENCIA 
DE UNA INTEGRAL CURVILÍNEA DEL CAMINO DE INTEGRACIÓN 


Todas las curvas (los contornos) que se consideran en este punto se supondrán 
suaves a trozos lo que, para abreviar, no se especificará cada vez especialmente, In- 
diquemos, además, que en toda región G dos de sus puntos cualesquiera se pueden 
siempre unir con una curva suave a trozos, por ejemplo, con una quebrada (véase el 
lema $ en el p. 41.4) dispuesta íntegramente en G- 

Sea dada una región G y sean definidas en ésta las funciones continuas P = 
= Px, y) y Q = QU%. y). Examinemos la cuestión concerniente a las condiciones 
que deben cumplirse para que la integral curvilinea Í Pdx + Qdy (los puntos 


4 
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a E 
Fig. 206 


A&G y B eG son arbitrariamente fijados) no dependa de la elección de la curva 

que une A y B y que se dispone en G. 

Lema 2. La condición de independencia de la integral curvilinea en considera- 
ción del camino indicado de integración es equivalente a que sea nula la integral a lo 
largo de cualquier contorno cerrado dispuesto en la región G. 

DEMOSTRACIÓN. 1. En efecto, supongamos que para cualquier contorno cerrado 
+ C G tiene lugar la igualdad 


J Pax + Qy =0 


y scan dadas dos curvas (AÈ); y (AÈ), que unen en G los puntos A y A (véase la 
fig. 206). Designemos mediante ($ ), una curva que se obtiene de (43), al cam- 
biar en ésta su orientación por la opuesta. La reunión (4), U ($A ), de las curvas 
(AB), y (BÀ); es un contorno cerrado, razón por la cual 


Pax + Qdy = 0; (47.28) 
AMIA 
pero 
Pdx + Qdy = AN Pdx + Qdy + 
ADA Adn 
. Í Pdx + Qdy = Pdx + Qdy ~ pi Pdx + Qdy. (47.29) 
SAn in Abn 
De (47.28) y (47.29) proviene que 
ji Pdx+Qdy= „| Pax + Qdy, 
tdn Gn 


es decir, la integral curvilinca [Pax + Qdy no depende del camino de imegra- 
he 


ción ÁB C G, cuando A € G y Be G están fijados. 


2. Viceversa, supongamos que lz integral Í Pdx + Qdy no depende del cami- 
no de integración en el sentido mencionado y sea dado un contorno cerrado y dis- 
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puesto en G. Elijamos en éste dos puntos A y B + A; entonces y = ÁB U BA y 


[eider he da Lala 
a a a da 

AN e dE al cambiar en ésta su 
orientación por la opuesta. C 

Enunciemos el criterio de independencia de una integral del camino de integra- 
ción, 

"Teorema 3. Supongamos que las funciones P(t, y) y Q(x, y) son continuas en la 
región plana G. Para que la integral curvilínea | Pdx + Qdy, con los puntos fi- 

2» 

Jados A € G y B € G, no dependa del camino de integración AB C G, es necesario 
y suficiente que la expresión Pdx + Qdy sea la diferencial total de cierta función 
u = u(x, y), definida en la región G: 


du = Pdx + Qdy (47.30) 


(esto es equivalente a que Ye = 0,4,»)e0). 


dy 


_ Sh esta condición se fina cualesquiera dos puntos A = (Xy, yọ) € G y 
que une dichos puntos en G: ÁB C Q , se verifica 


| Pax + Qdy = uten yi) = uto Yo). (67.31) 
Ed 


DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD DE LA CONDICIÓN (47.30). Admitamos que la in- 
tegral en consideración no depende del camino de integración dispuesto en la región 
G, sino que sólo depende de los puntos inicial y final del camino. Supongamos que 
Mo = lío) € O, M = (x, y) 8 G y MoM cs una curva suave a trozos que une en, 
G los puntos Mọ y M (una curva de tal género, incluso una quebrada, siempre existe, 
véase el lema 5 del p. 41.4). Pongamos 


uM) =u% y) E | Pax + Qdy. 


Moda 


La función u(x, y) es univoca, puesto que el valor (M) = u(x, y) no depende de 
la elección de la curva que une en G los puntos Mg y M. Probemos que 


uw, y) dut, y) 
ay 


b P,.y) y = Qk, y). 


Fijemosel punto M = (x, y) y elijamos el punto M, = (x + A, y)e G,h +0, 
de una manera tal que el segmento MM} que une M y M, (el cual, evidentemente, 
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Fig. 207 


es paralelo al eje Ox y tiene la longitud igual a 1/1), se contenga en G (fig. 207). Pa- 
ra todos los números h, suficientemente pequeños, tal elección es siempre posible 
(apor qué?). En este caso tenemos 


u=(x+h, y) - ux, y) 


= | Pax+Qay- | Pax + Qdy = $ Pax + Qdy. 
Mon Ma ETA 


Alo largo del segmento MM, la coordenada y se mantiene constante, por lo cual 
Qdy = 0, y, por consiguiente, u(x + A, y) — uw, y) = | Pdx = 

Mia mim 

ses 

=| PQ, y)dt. Al aplicar el teorema integral del valor medio, obtendremos 


ui + h, y) ui, y) = PO + 0h, y), 0<0<1, 


de donde 


u% + hy) uwy) 


T =P +0h,y)} 0<0<1 (47.32) 


El segundo miembro de esta igualdad tiene un límite para kx — 0, puesto que la fun- 
ción P(x, y) es continua, y por consiguiente el primer miembro también tiene un 
límite cuando A — 0. Pasando al límite en (47.32), tendremos ua n = P, y). 
De un modo completamente análogo se demuestra min la igualdad 
HED 001. 
Asi pues, la existencia de la función v(x, y), para la cual se verifica la correla- 


ción (47.30), queda demostrada. 
Supongamos ahora que A € G , B e G , ÁB es una curva que une en G los puntos 


AyB.yseax = x(0),y = (0), 2 < £ < b, una representación suya y, por lo tan- 
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to, A = (x(a), y(a)), B = (x(6), yb). En este caso 


[Pheto), yx (O + QUO), yy (ide 


| Pax + Qdy 


: 
m | [REOOO de, au dJa 
dx di y di 


è 
= | u 0, y (Ddi=ulx(0), y(6))—u beta), ya) =u(B)-u(A), 


es decir, la fórmula (47.31) queda también demostrada. 

LA DEMOSTRACIÓN DE SUFICIENCIA de la condición (47.30) referente la indepen- 
dencia de una integral curvilinca del camino de integración se deduce directamente 
¿dela fórmula (47.31). Efectivamente, el punto inicial de cualquier contorno cerrado 
y coincide con el final, por lo cual, en virtud de (47.31), se tiene 


| Pax + Qdy = u(A) — u(4) = 0. 


De conformidad con el lema 2, esto precisamente significa que la integral 
curvilinea correspondiente no depende del trayecto de integración. O 

Observemos que, aunque el teorema demostrado nos proporciona las condi- 
ciones necesarias y suficientes referentes a la independencia de una integral 
curvilínea de: camino de integración, dichas condiciones se comprueban con dificul- 
tad. 

Al hacer más estrecha la clase de las regiones en consideración podemos obtener 
sn criterio considerablemente más simple y efectivo. Inroduzcamos la siguiente de- 

inición. 

Definición 8. Una región plana G se llamo simplemente conexa, si, cualquiera 
que sea el contorno sencillo y CG, ta región limitada T, cuya frontera está consti- 
tuida por y, se contiene en G. 

Hablando metafóricamente, el hecho de que una región es simplemente conexa 
significa que ella no tiene “agujeros”. Un circulo nos da el ejemplo de una región 
simplemente conexa, un anillo circular representa una región no simplemente cone- 
xa (fig. 208). 

Antes de enunciar el otro criterio que caracteriza la independencia de la integral 
curvilinea del camino de integración, demostremos un lema que nos hará falta al de- 
mostrar dicho criterio. 

Lema 3. Supongamos que las funciones P(x, y) y Q(x, y) son continuas en la re- 
gión G; y es una curva suave dispuesta en G; x= x(0),y = y(1),a < 1 < b, essu 
representación, 1 = (t; Z8 es la partición del segmento la, b), y A,, una quebrada 
cuyos vértices se ubican en los puntos (X() »(4)), i = 0, 1,, «=>» lo (véase el 
p. 16.5). En este caso 

sim, | Pac+Qdy= | Par+Qdy (47.33) 
TAN t 
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Cabe señalar que como las funciones x(() e y(r) son uniformemente continuas 
en el segmento (a, b], las longitudes de los lados de la quebrada A,, es decir, las de 
los segmentos cuyos vértices se encuentran en los puntos (x(t; 1), > (1-19) Y œ(t;), 
(1) tienden también a cero cuando ô, — 0. 

DEMOSTRACIÓN. La curva y es un compacto; ya que este compacto no se interse» 
ca con el conjunto cerrado R,, N G, la distancia entre ellos es superior a cero (véa- 
se el lema 7 del p. 18.2). Sea y un número cualquiera tal que p(y, R2, \ G) > 
> 1 > 0, Designemos mediante y, la totalidad de todos los puntos del plano que 
distan de y a una magnitud no superior a y. El conjunto y, está acotado, cerrado 
(véase el p. 18.3, lema 1) y y, € G 

Dado que las funciones x(() e » (r) son uniformemente continuas en el segmento 
la, b], existe tal número ô > O, que para cualesquiera dos puntos 1' € (a, b] y 
1” e la, b), que satisfacen la condición 14° — £” | < ô, se cumple la desigualdad 


AM M”) = O ARO AA < n, 


donde M’ = œM"), y(0"), M” = (x("), yU” ) (compárese çon el lema 4 en el 
p. 41.4), Es evidente que todos los puntos del segmento cuyos extremos se ubican en 
los puntos M“ y M” se hallan alejados del punto f` a una distancia no superior a 
n, razón por la cual se disponen en el conjunto Y,» Y. POr corisiguiente, en G. Esto 
significa que si la finura 5, de la partición y del segmento |a, b] es tal que ô, < ôg, 
todos los puntos de la quebrada A, se disponen en G y para las particiones de este gê- 
nero 7 tiene sentido la integral | Pax + Qdy. 
s 
Examinemos las integrales | Pdry | Pax. Pongamos 
5 a 


x= xUD, yayi) P= Pyh 


de 
wos E Pax 


AAA 


Según se sabe (véase el p. 47.2, la propiedad 
mo, = $ Pax. (47.34) 


los vértices de la quebrada A,; en este caso 


do 
j| Par= Y $ Pax. (47.35) 
» mo 


Sean, luego, M; = (xi, 
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Por otra parte, indiquemos que (haciendo uso de las designaciones adoptadas en el 


9.02 
? f de= $ cosads=1M,¡Mcosa = Ax; 


MEM, 
por lo cual 
"o= E PaE P, | a= $ Pax. (47.36) 
1 E E 
Al designar con L, la longitud de la quebrada »,; con $, la longitud de la curva y 
y con w(8; P), el módulo de continuidad de la función P(x, y) en el compacto yp, y 


teniendo presente que en virtud de la definición de la curva: L, < S, obtendremos, 
a partir de (47.35) y (47.36): 


| Pax = |< E] Í ipata] 
» 


< u, P) Y lax < oli PIL, < olb, PIS. 


De aquí, en virtud de que la función P(x, y) es uniformemente continua en el con- 
Junto y,» tenemos Jim, $ Pax — 0,)= 0, y, por ende, de conformidad con 
Á 


(41.34), 
am | Par= | Par. (41.3) 


Análogamente se demuestra también la igualdad 
dm, Í Qdy= | Qdy. (47.38) 


De (47.37) y (47.38) se deduce directamente la afirmación del lema, es decir, la 
fórmula (47.33). O) 

OBSERVACIÓN, Una afirmación, análoga al lema, es licita también para las in- 
tegrales curvilineas en un espacio, con la particularidad de que la demostración del 
caso espacial se realiza siguiendo el mismo esquema que se usa en el caso plano. 

Teorema 4. Supongamos que las funciones P(x, y) y Q(x, y) son continuas jun- 
t0 con sus derivadas parciales Z= y 22 en una región plana G. Para quie la tniezyat 
curvilinea j Pdx + Qdy no dependa del camino de integración ÁB C G , siendo 


fijados arbitrariamente los puntos A € G y B € G „es necesario y suficiente (siempre 

que la región G es simplemente conexa) que en todos los puntos de las región G se 
i òP 00 

cumpla la igualdad — = E. 

mpl Dok 
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DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD. Supongamos que la integral en consideración 
no depende del camino de integración dispuesto en la región G , sino sólo dela posi- 
ción de los puntos inicial y final. De acuerdo con el teorema 3, existe una función 

3 du 
u=u(x, y) tal que du=Pdx+Qdy, es decir, tal aue SE =P,“ = Q. Como 
x 


dy 
A. PR. PERA A E 
ay yaa ay 


ee Pu Pu 


y 


Er y, por lo tanto, las derivadas mixtas var y ay son continuas, entonces 
(véase el p. 21.1), son, además, iguales, es decir, ŻE = 22. 
dy dx 


DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA. Supongamos ahota que la región G es sim- 
plemente conexa y en todos los puntos suyos se verifica S2 = 22 Si y es un con- 
7 
torno cerrado sencillo y suave a trozos, dispuesto en G, y si D es una región limitada 
cuya frontera es y, entonces, al aplicar la fórmula de Green (utilizamos aqui el 
hecho de que la región G es simplemente conexa), obtendremos 


bQ 2) 
Pdx + j 
[ serors [| egee 
> o 
Si la curva y, dispuesta en G, tiene un número finito de puntos múltiples, entonces 
para cada uno de sus “bucles” y4, k = 1,2, ... , Kg, que representa ya un contorno 
cerrado sencillo, tenemos sucesivamente, en virtud de lo demostrado, [ Pdx + 


+ Qdy = O, de donde se infiere que para toda la curva y también 7i 
$ Pax+Qdy=0. (47.39) 


Pasando al caso general, fijemos nuestra atención en que mediante el procedi 
miento considerado la igualdad (47.39) se demuestra también en el caso cuando y 
sea una quebrada cerrada de un número finito de lados. Desde el punto de vista geo- 
métrico, la diferencia sólo consiste en que la autointersección de una quebrada de 
un número finito de lados puede componerse no sólo del número finito de puntos, 
sino también del número finito de segmentos lo que complica los razonamientos de 
un modo insignificante. La posibilidad de aplicar la fórmula de Green a una región 
finita, limitada por una quebrada del número finito de lados, proviene de que la re- 
gión citada puede ser dividida en triángulos, los cuales son, evidentemente, regiones 
elementales respecto a ambos ejes de coordenadas. Por consiguiente, en este caso se 
cumplen las premisas del teorema 1 en el p. 47.3. 

Entre tanto, cualquier curva cerrada suave a trozos y, dispuesta en G, puede ser 
aproximada, con cualquier grado descado de precisión, mediante unas quebradas 
cerradas de un número finito de lados, a consecuencia de lo cual, pasando al límite, 
podemos obtener la igualdad (47.39) para toda curva cerrada de G. Hagámoslo. 

Supongamos que y es una curva cerrada suave a trozos en la región G; la citada 
curva está dada mediante la representación r((), a < £ < b, y es una reunión delas 
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curvas suaves yy, =»- » Yg- Inscribamos la quebrada Ay dentro de toda curva yj, 
J = 1,2, ..., £. La reunión de todas las quebradas )y, j = 1,2, ...,k, forma una 
linea quebrada cerrada A, correspondiente a cierta partición y del segmento (a, b). 
En virtud de lo demostrado, tenemos 

f Pdx + Qdy = 0. 


Pero, de acuerdo con el lema, 
Í Pdx+ Qdy= | Pdx+Qdy, j=1, 
» 


y, por lo tanto, 
w, J Pdx + Qdy = f Pdx + Qdy, 
por lo cual 
| Pax + Qdy = 0. O 


La condición 5 ŽO se denomina, a veces, criterio de la diferencial total en una 
región simplemente conexa, puesto que, de acuerdo con los teoremas 3 y 4, dicha 
condición es necesaria y suficiente para que la expresión Pdx + Qdy'en la región G 
sea una diferencial de cierta función u(x, y), (x, y)€ G. 

Como conclusión de este punto hemos de notar que al demostrar la suficiencia 
de las condiciones del teorema 4 para que la integral curvilínea sca independiente del 
camino de integración, resulta muy esencial la exigencia de que la región en conside- 
ración sea simplemente conexa y esta exigencia no puede ser menospreciada. Con- 
firmemos esto con un ejemplo. 


n y x 
plo. Sea P&, y) = — Qu) = 
Ejemplo. Sea P, y) = = ¿ria 06,7) = E 
Es fácil compobar que 
-Ls (47.40) 


para todos los puntos del plano, excepto el origen de coordenadas (0, 0). Esto pro- 
viene, por ejemplo, de que 


a(uasz) - EZ ts (41.41) 
TS 


De este modo, en el caso dado por la región G puede tomarse todo el plano con 
el origen de coordenadas '"punzado": G = R? N ((0, 0). Es evidente que la región 
G no es simplemente conexa. A título de contorno cerrado elijamos la circunferen- 
cia unidad 

Yo = br = cost, y = sent, 0 < £ < 2r), 
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entonces 


a 
+ xd) 
fearon | ad fasa 
EET, 
> > 


Por consiguiente, en este caso las condiciones (47.40) quedan cumplidas y existe 
un contorno cerrado yo, a lo largo del cual la integral no es nula, No es dificil con- 
vencerse de que, en general, 

| Pax + Qdy = 2% (47.42) 


+ 


a lo largo de cualquier circunferencia y, de radio r y con centro en el origen de coor- 
denadas. 

Luego, cualquiera que sea el contorno sencillo suave a trozos y que constituya la 
frontera de una región limitada en la que está contenido el origen de coordenadas 
(en este caso suele decirse que el contorno y contiene en su interior el origen de coor- 
denadas), para este contorno se verifica también 


| Pax + Qdy = 2r. (47.43) 


Para demostrarlo elijamos una circunferencia y, de tal radio  quesea y, C T; en es- 
te caso y y y, no se intersecan. Al unir los contornos y y y, por medio de los segmen- 
tos A, y Ay, como lo muestra fig. 209, obtendremos dos contornos cerrados Y1 Y Y2 
que no contienen en su interior el origen de coordenadas y que se componen de los 
arcosy; y y; de la circunferencia y,, las partes y" y y” del contorno y y los seg- 
mentos Ay Y Ay 

En virtud de la condición (47.40), para estos contornos se verifican las igualda- 


des 
| Pax+Qdy=0, | Pax + Qdy = 0. 
“n ES 


Al sumar estas igualdades y omitir, para abreviar, las expresiones subintegrales, ob- 
tendremos (fig. 209): 


aier MIE a E Es 


E E E 


De aquí, debido a (47.42), proviene precisamente (47.43). Más aún, esta igualdad se 
verifica también en el caso, cuando el contorno y, al recorrer “una vez” alrededor 
del origen de coordenadas, forma un número finito de “bucles” que no cercan el 
origen de coordenadas (fig. 210), pues la integral a lo largo de estos bucles es nula. 

Si Mp es un punto fijo de la región en consideración G, Mge G, M € G, y MM 
es una curva que une en G los puntos Mọ y M, entonces u(M) = ES + Qdy 


ya será una función multiforme cuyos valores se determinan por la elección de dis- 
tintos trayectos que unen los puntos My y M. Si yy es una curva fija cualquiera que 
une Mp y M, entonces todos los valores de la función w en el punto M se dan me- 
diante la fórmula 
u(M)= $ Pdx+Qdy+2xn, n=0,2%1,%2,.. 
do 

esto es, cada recorrido en torno al origen de coordenadas cambia el valor de la fun- 
ción u(M) en la magnitud + 2x, según sea el sentido del recorrido. 

En el caso dado podemos convencernos de esto inmediatamente: de la fórmula 
(47.41) se deduce que 


- yde + 
| erows | EER (wat), 
» 


donde (xe) es un cierto valor fijo de Arctg?. ; por esto 
x 
uM) Arg? 4 
Un lector reflexivo se dará cuenta de que muchos razonamientos aducidos en es- 
te ejemplo no dependen de la forma concreta de las funciones P y Q y son verificos 
siempre cuando nos enfrentemos con un “punto singular” ajslado, es decir, un pun- 
to en el que se perturba la condición (47.40). Por supuesto, “recorrido” tal punto 
singular una sóla vez, se obtendrá no 2r, sino, en el caso general, algún otro núme- 
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singular una sóla vez, se obtendrá no 2x, sino, en el caso general, algún otro núme- 
ro, 

El resultado análogo al teorema 4 tiene lugar también cuando y es una curva es- 
pacial (véase el p. 52.6). 


Ejercicios. 10. Demuéstrese la fórmula 


au v au ay u 
jj váudxdy = jj Rad TD as | bed 


7 


donde G es una región plana, para la cual es válida la fórmula de Green, y es el contorno que 
la limita, » es la normal exterior unidad al contorno y, y A, el operador de Laplace (véase el 
p. 41.10. 

11, Calcúlese la integral [200 + idr + (4y + cosy)dy, donde I es una curva ar- 


bitraria suave a trozos que une los puntos (1, 0) y (Ẹ, y). 
12, Sea I'un contorno cerrado sencillo suave a trozos, arbitrariamente elegido, que limita 
una región en la que está contenido el origen de coordenadas. Calcúlese la integral 


e 
a lle) — y008y)ax + (xcosy + yseny)dy] 
Fey 


para el sentido positivo del recorrido del contorno F 
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48.1. DEFINICIONES FUNDAMENTALES. 

Al igual que en el caso de integrales ordinarias, introduzcamos el concepto de in- 
tegral múltiple impropia, es decir, de integral múltiple de las funciones que o bien 
no están acotadas o bien están definidas en una región no limitada. La definición de 
ln integral múltiple impropia la enunciemos de modo tal que se abarquen ambos ca- 
sos mencionados (compárese con el p. 33.1). 

Definición 1. Sea G un conjunto abierto (acotado o no acotado) en el espacio 
n-dimensional R” . Una sucesión de conjuntos abiertos G, k = 1,2, ... , se llama- 
rá sucesión que agota de modo monótono el conjunto abierto G, sí 


DG¿C Gp k = 1.2, 


»UG0=0. 

Aquí G significa, como siempre, la clausura (véase el p. 18.2) del conjunto G. 

Definición 2. Sea dada en un conjunto abierto G la función f (acotada o no aco- 
tada) integrable según Riemann en cualquier conjunto abierto D, medible según 
Jordan, de tal género que D C G. La función f se denomina integrable en el sentido 
impropio en el conjunto abierto G. siempre que para toda sucesión de conjuntos 
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medibles abiertos Gy, k = 1,2, ... , que agota de modo monótono el conjunto G, 
existe el limite lim | JdG, que no depende de la elección de la sucesión citada G y» 
ÓN 

Este límite recibe el nombre de integral impropia de la función f extendida al 
conjunto abierto G y se designa por |! FdG, o, en la forma desarrolada 
Jf f Sp Xp o + Xp)dx dx «dp 


De este modo, 


j sac m | S4G,. (48.1) 


Sila integral | fdG existe , suele decirse que ella converge , de lo contrario, la in- 
tegral diverge. 

Cabe notar que en el caso de n = 1, la definición citada de la integral impropia 
no es equivalente a la definición de integral impropia de la función de una sola va- 
riable, dada en el $ 33. Esto se debe a que en el párrafo indicado a título de conjun 
105 G, se han tomado sólo los intervalos, es decir, conjuntos abiertos medibles uni 
dimensionales del tipo muy especial. Por esta razón, el concepto de integral impro- 
pia (48.1), introducido en este párrafo, lo emplearemos sólo en el caso de n > 2, 
conservando intacto para el caso de n = 1 la noción anterior de la integral impro- 
pia. 

Si el conjunto abierto G es medible según Jordan y la función / es integrable en 
G, In integral impropia de la función f coincide con la integral habitual de Riemann, 
lo que resulta de la aditividad completa de la integral de Riemann (vénse el p. 44,6). 

La definición (48.1) permite extender a las integrales impropias toda una serie de 
las propiedades de integrales propias: aditividad de la integral en los conjuntos, 
linealidad de la integral, integración de las desigualdades, reducción de la integral 
múltiple a una reiterada, fórmula de cambio de variable, etc. 

Por ejemplo, si x = F(u) es una aplicación biunívoca continuamente derivable 
del conjunto abierto D C R” sobre otro conjunto abierto G-C Rt, y si el jaco- 
biano J(u) de dicha aplicación nunca se reduce a cero en D, entonces para toda tan- 
ción f, continua en G, queda válida la fórmula del cambio de variable en la integral: 

f S004G = $ AFWNIWIAD. 

La demostración de esta afirmación es la misma que la usada para el teorema 2 
en el p. 46.2; conviene sólo usar la definición (48.1) en lugar de la aditividad 
completa de la integral. 

Haciendo uso de la aditividad de la integral múltiple impropia, podemos escribir 
la definición (48.1) en otra forma equivalente, Teniendo presente que para un con- 
junto abierto medible T C G es válida la igualdad 

| dG- | far = | fact, (48.2) 


podemos decir que la integral [ fdGG converge cuando, y sólo cuando, para cual- 
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quier sucesión de conjuntos abiertos medibles G,, k = 1, 2, ... , que agota de mo: 
do monótono el conjunto G, existan las integraks [ fa(G\ G,) y 
fm | Jaan āp =o. 


Ejercicio 1. Demuéstrese la fórmula (48.2); en particular, pruébese que las integrales 
J fda y | SA(GNT) convergen o divergen simultáneamente. 


48.2. INTEGRALES IMPROPIAS DE LAS FUNCIONES 
NO NEGATIVAS 

Teorema 1. Sea f una función no negativa en el conjunto abierto G £ R", Cual: 
quiera que sea la sucesión (G,) de conjuntos abiertos medibles según Jordan Gp, 
que agota de modo monótono el conjunto G, el limite 

im f fdo, (48.3) 
sea finito o igual a + œ, siempre existe. 

Si dicho límite es finito, la integral S)4G existe y, por lo tanto, el limite 
(48.3) es igual a esta integral; si, en » el límite (48.3) es infinito, la integral 
[SAG no existe 

En este último caso se escribe È f(x)dG = + œ, Esto se justifica por lo que, 
en virtud del teorema enunciado, para cualquier otra sucesión (1) de conjuntos 
abiertos medibles D,, que agota de modo monótono G, tenemos 


lim f S004D,= +0. 


DEMOSTRACIÓN. Es evidente que el teorema quedará demostrado, si probamos 
que bajo el supuesto de que en el conjunto abierto G la función fes no negativa, pa- 
ra cualquier sucesión de conjuntos medibles G,, k = 1,2, ... , que agota de modo 
monósono la región G, existe un límite finito o infinito 


m fao 


y este limite no depende de la elección de la sucesión citada. 

Sea Gp, k = 1,2, ... , una sucesión de conjuntos medibles que agota de modo 
monótono el conjunto abierto G. Entonces conforme a la definición de tal suce- 
sión, G, C Gp, y Y, Como f > O,setiene [ fdG¿< | fdGiyy k=1, 
2, ... , Y, por ende, siempre existe un límite finito o infinito 

E 

Sea ahora Dy, k = 1,2, ... , alguna otra sucesión de conjuntos medibles que 
agota de modo monótono el conjunto abierto G. En virtud de lo demostrado más 
arriba, existe un límite finito o infinito 

Jim į fdD,= 


pS 


156429 
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Mostremos que 
(48.4) 


Para todo elemento fijado G, de la primera sucesión existe un número Ko = Kgk) 
tal que Ss 
GC Dy (48.5) 


Efectivamente, si no se encontrara el número indicado kọ, para todo m = 1, 
2, ... natural existiría un punto x(” € Gy N D. El conjunto abierto G,, siendo 
medible según Jordan, es acotado, razón por la cual su clausura G; representa un 
conjunto acotado cerrado, esto es, un compacto. Por ser acotado el conjunto, la su- 
cesión [x0") es también acotada y, por ende, de acuerdo con el teorema de 
Bolzano—Weierstrass (véase el p. 18.1, teorema 2), se puede separar de ella una 


subsucesión convergente fx“), Si x! Mm, x%?, entonces, debido a que el 


conjunto E, es cerrado, tenemos x € G,, y por eso xy e G. Mas, en este caso, de- 
bido a la propiedad 2 de las sucesiones que agotan de modo monótono un conjunto 
(véase la definición 1), se encontrará un número my tal que Dm 2x%, Dado que 
Dm, *s un conjunto abierto, será un entorno del punto x y, por consiguiente, con- 
tiene casi todos los puntos de la sucesión (xV"») que converge hacia x”, Designemos 
mediante vo un número cualquiera tal que sea m,, > mp yx € Dm. En virtud 
de la propiedad 1 de las sucesiones que agotan de modo monótono un conjunto, 
Ed € Dim, y, pero, como xro) e G, esto contradice a la elección de la sucesión 
Beete modo queda demostrada la existencia del número Ko mencionado anterior- 
mente (véase (48,5)) (además, su existencia proviene también directamente del lema 
de Heine — Borel, véase el p. 18.3, puesto que el sistema (D,) forma un recubri- 
miento abierto del compacto O). 
Demos a conocer ahora que en virtud de la condición f > O, de la inclusión 
(48.5) se desprende que l; SdG,< [fdD,, Pero, evidentemente, 
| SAD y, $ Lp por lo cual, para todo k = Í,2,... 


| 446, < Iy 
Pasando al límite en esta igualdad, para k — œ, obtendremos 1, < Ly. 
Del mismo modo se demuestra también la desigualdad 7, > 73. D) 
Ejemplo. Examinemos la integral 7 = f| e”*=%dxdy. Pongamos G, = 
Ra 


= (œ, y) :x2 + y? < KÌ, k = 1,2, ... . Ésta es una sucesión de conjuntos abier- 
tos cuadrables (en el caso dado, simplemente una sucesión de círculos) que agota de 
módo monótono todo el plano R?. 
Seal, = |] e” *-Paxdy. Pasemos a las coordenadas polares: 
me pd £ 
| errardo= | de | —e“"rdr=2% 
> 


-a jt 


rl = e). 
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De aquí, de acuerdo con la definición (48.1), 
1= iml=x. (48.5) 


La fórmula (48.6) permite hallar el valor de la integral 


j eaa, 


llamada integral de Poisson *? que se encuentra a menudo en diferentes aplica- 
ciones. En efecto, designando con D, el cuadrado Ixi <k, Iyl < k, k= 1, 
2, «... y aplicando a la integral, extendida a Di» de la función e=**=2 la fórmula 
de reducción de la integral múltiple a una reiterada (véase el p. 45.1), obtendremos 

ps a =at- r3dedy = 
la ij e->-dxdy = lim f| e 'dxdy 

R? Dr 
booa PE 


= lim qi f entoraxdy= lim f (5era) eta > 


aya 


Ej (i e-r y» (re pi y 
t% J 
Por esto de (48.6) se infiere inmediatamente que 


T e~®dx = Vr. 


Teorema 2 (criterio de comparación). Supongamos que en el conjunto abierto G 
se verifican las desigualdades 0 < f(x) < g(x), x€ G. En este caso la convergencia 
de la integral | fix)dG se deduce de la convergencia de la integral f 20d6.y 
la divergencia de la integral | g(x)dG se deduce de la divergencia de la integral 

[/oJaG. 

El teorema citado se demuestra por analogía con el teorema semejante para el 
caso unidimensional (véase el p. 33.3). 

A título de ejemplos y patrones para la comparación con otras integrales consi- 
deraremos las siguientes 


dx, ... dx, 
sé 5 REA (48.7) 
j OR 
+. exter 


% S. D Poisson (1781— 1890), matemático y fisico francés. 
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drdi 
meere 


(48.8) 


E] 


La primera integral se toma por el exterior de una bola unidad; la segunda, por el in- 
terior de la misma. 

Con el fin de investigar estas integrales resulta cómodo introducir las coordena- 
das esféricas p, 91,---» Py, €n el espacio n-dimensional, sirviéndose de las fórmulas 


X1 = PCOS py COS Pp 3 -+ COS P3 COS p 


(48.9) 


x, =P y 
donde 
r r 
Pm 0 -F CAS Im 
Con auyda de estas fórmulas a las coordenadas cartesianas x}, ... , x, de un 
punto del espacio se las asignan las coordenadas esféricas p, y» ... + Pp- 1, Y Vice- 


versa. Con ello conviene tener en cuenta que, al igual que en el caso de las coordena- 
das polares en un plano, aquí no existe una correspondencia biunivoca completa 


entre los conjuntos de n números. a) Y Or Pp = Pd 
Observemos que p EI Fa. E ' 


Mediante cálculos elementales, pero un tanto engorrosos (que aquí no se reali- 
zan), podemos mostrar que el jacobiano de esta transformación tiene por expresión 


a 


E) 
e? ra 
EA] RUSIA T 
Pongamos, para abreviar, 
Elen = Pp 1) = cos pacos)... cost, y. 

NO es dificil convencerse de que $ø ..., 9,_1) > Oy que 

wna n 

f f = f Pozos onddo, + doni > 0. 

i a da 
Esto proviene inmediatamente de la propiedad 9 de las integrales múltiples citada en 


el p. 44.6. 

Investiguemos ahora la convergencia de la integral (48.7). A titulo de sucesión de 
conjuntos medibles abiertos G, k = 1,2, ... , que agota de modo monótono el ex- 
terior de la bola unidad Q, tomemos la sucesión de conjuntos 
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G, = = re DGA <o<k, kaha. 


Esmas 11 


: 
2 Pp dodo, dep., = © f p*-1-*dp, 


i 
Lo 
7 


De este modo, el problema de convergencia de la integral (48.7) se ha reducido a 
lø, la cual, comosesabe (véase el 


la convergencia de la integral j a 
i 


p. 33.3) converge cuando n — 1 — a < — 1, es decir, cuando a > n, y diverge 
para a < 1. Así pues, queda demostrado el lema. 

Lema 1. La integral (48.7) converge, si a es superior a la dimensión del espacio y 
diverge en el caso contrario. 

Consideraremos ahora la integral (48.8). Al poner 


1 1 
G= foo edi < -F Jana 7 


obtendremos 


lts 


PO ++ y Pa- 11d, de € f praia. 


Sa ñ 


T 
integral (48.8) se ha reducido a 


De este modo, el problema de convergencia de 
lla convergencia de la integral Í p"-'-*dp. Esta integral, como se sabe, converge, si 
n= 1-a> - 1, esdecir, sia < n, y diverge en el caso contrario. El resultado 
obtenido enunciemos nuevamente en forma de un lema. 


Lema 2. La integral (48.8) converge, si a es inferior a la dimensión del espacio y 
diverge en el caso contrario. 
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Al igual que en el caso unidimensional (véase el p. 33.3), sirviéndonos de las in- 
tegrales (48.7) y (48.8), podemos enunciar los criterios de convergencia de las 
tegrales múltiples impropias, sin embargo aquí no nos detendremos en esto detalla- 
damente. 


48.3. INTEGRALES IMPROPIAS DE LAS FUNCIONES 
QUE CAMBIAN DE SIGNO 
Definición 3. La integral impropia | fdG se llama absolutamente convergente, 
si converge la integral | \fidG. 


Para estudiar la convergencia absoluta de una integral de la función f(x), nos se- 
rán útiles las funciones 


Sa) i 10) >0, 10 i 10050, 
vdd E apeo %"lLo, 10) >0 
Es fácil ver que nas n-s 
+ L 
A (48.10) 
OSLAS JO), 0</_0)< 1/0, (48.11) 
SOES- YON =S a) +S. (48.12) 


De las fórmulas (48.10) se deduce que si la función / es integrable según 
Riemann en cierta región medible según Jorgan, las funciones /, y /. serán tam- 
bién integrables según Riemann en dicha región; de la primera fórmula (48,12) pro- 
viene la afirmación recíproca. Por ello, de (48.10) — (48.12) se infiere que la in- 
tegral | fdG converge absolutamente cuando , y sólo cuando, convergen las integra- 
les 


| 1,40 y | fda. 

Al igual qué en el caso de integrales impropias de la función de una sola 
riable, de la convergencia absoluta de una integral múltiple proviene la convergencia 
de la misma (siempre que, por supuesto, se consideran sólo unas funciones que son 
integrables en cada conjunto medible abierto, contenido junto con su clausura en 
un conjunto abièrto por el cual se realiza la integración). Esto proviene en seguida 
de las fórmulas (48.11), la primera fórmula (48.12) y del teorema 2 del presente 
párrafo (véase el'p. 48.2). No obstante, para las integrales múltiples propias es váli- 
do también el teorema recíproco. 

Teorema 3. Si una integral múltiple [/dG (n > 2) converge, converge absoluta- 
mente. 

Este teorema, algo sorprendente a primera vista, está relacionado con la diferen- 
cia en la definición de las integrales impropias de la función de una variable y de n 
variables (n > 1), citadas al principio de este párrafo %. 


9 Hemos de notar, sin embargo, que cn el caso n-dimensional también podríamos obte- 
ner la misma relación entre la convergencia y la convergencia absoluta de una integral que 
existe en el caso unidimensional, siempre que se introduzca del modo correspondiente la defi- 
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es, 


H 


Fig. 21 


DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Supongamos que la integral 1 SdG diverge ab- 
solutamente, es decir, para cierta sucesión (y, por lo tanto, para Cualquier sucesión 
véase el teorema 1 en el p. 48.2) de conjuntos abiertos medibles según Jordan 
Gys k = 1,2, ... . que agota de modo monótono el conjunto abierto G, se tiene 
lim | I/1dG, = + œ. Sin restringir la generalidad de razonamientos (pasan- 
do, si es necesario, a una subsucesión) podemos suponer que 
| UdG, >3 | UNd0, +2, k=1,2, (48.13) 
Sea Az = Gr, N Õpi en este caso A, es un conjunto medible abierto y, como 
Õ, C Ge, p entonces (fig. 211) Oy, y = Ay U Gp» y, por consiguiente, 
| dG = | Ida, + | VIdO,. 
De aquí, en vista de la desigualdad (48.13), | 1/144,>2 | I/IdG, + 2k. 
Haciendo uso de la segunda fórmula (48.12), Obtendremos 
Í/.dA, + [1.44,> 2[U4G,+ 2. 
Sea, para concretar, | f,dA¿ >. | S_dAyi en este caso 
2 5,44,> | S.dA,+ | S-dA,>2 $ IfldG, + 2% 
y, por lo tanto, 


| sada, > | dG, + k. (48.14) 


Nuestro objetivo es obtener una desigualdad del tipo semejante no para la fun- 
ción f ,, sino para la función f. Con este fin parece que podríamos omitir simple- 
mente todos los puntos, donde la función Y, se anula; entonces en el conjunto que 


nición de la integral n-múltiple impropia. Por ejemlo, en el caso de las integrales extendidas a 
todo el espacio, resulta suficiente para ello que en la definición de la integral a titulo de ele- 
mentos de la sucesión, que agota de modo monótono un conjunto, se tomen sólo las bolas 
n-dimensionales con centro en el origen de coordenadas. Por otra parte, aplicando a una in- 
tegral unidimensional la definición de integral impropia citada en el p. 48.1 y entendiendo la 
integral unidimensional de Riemann en el sentido del $. 44, el teorema 3 y su demostración 
tienen lugar también para n = 
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queda tendríamos f = f, . No obstante, el conjunto obtenido puede, en el caso ge- 
neral, resultar no medible, razón por la cual recurriremos al rodeo. 

De la desigualdad (48.14) proviene que realizada cualquier partición suficiente- 
mente menuda 7 = (X/2'? del conjunto A, (véase el p. 44.3), para cualquier suma 
integral de Riemann tenemos 


o 
E EMAS | YI4G,+k, EX, i= 1,2, -sig 
m 
Elijamos la partición mencionada y del conjunto medible abierto A, de una manera 
tal que todos los elementos X, de dicha partición sean también conjuntos abiertos 
medibles según Jordan, lo que es siempre posible (véase el p. 44.4). Designemos con 
X faquellos conjuntos X, € 7, para los cuales f, (£) > Oen todos los puntos ¿ € X; 
en este caso, al elegir £, € X, + X'?de tal modo que sea /(£,) = 0, obtendremos 


Er EdmXp> | 1/1dG,+k, (48.15) 
7 


donde (como también en lo sucesivo) la “virgulilla” de la suma significa que la su- 
mación se extiende sólo a aquellos indices /, para los cuales X, = X}. Pongamos 
B,= (U’ Xpivéase fig. 211). Es obvio que B, es un conjunto abierto medible 


dispuesto dentro del conjunto A,, y r* = [XA constituye su partición. En la 
clausura de este conjunto f, > 0, y, por consiguiente, f, = f. De la desigualdad 
(48.15) se deduce que para lá suma inferior de Darboux s, de la función fen el con- 
junto B, se verifica la desigualdad s,. > | /dG, + k. De aqui se desprende, 
evidentemente, que 


[ faB,> | INldG, +k. (48.16) 
Observemos que f > — 1/1, y, por ende, 

f saa, >- $ dG, (48.17) 
Al sumar las desigualdades (48.16) y (48.17), obtendremos: 

| /dB,+ | S4G,>k. (48.18) 


Sea D, = B, U Gp, k = 1,2,... . Es evidente que D, es un conjunto abierto 
medible y 


CpC D;C Grep km dodo (48.19) 


En vista de que los conjuntos B y G, no se intersecan (puesto que no se intersecan 
los conjuntos Ay y G4), de (48.18) tenemos 
| aD, > k, 
de donde 
lm j fdD¿=+>. (48.20) 


ki 
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De la inclusión (48.19) se infiere que los conjuntos D,, k = 1,2, ... , forman 
una sucesión de conjuntos abiertos medibles, que agota de modo monótono el con- 
junto abierto G, pues tal era la sucesión dada G¿, k = 1,2, ... , por lo cual la 
igualdad (48.20) significa que la integral 122 diverge. Ol 
Asi pues, para las integrales mi convergencia de la integral impropia 
[JdG es equivalente a la convergencia absoluta de ésta. . 


Ejercicio 2. Al sustituir en la definición de la integral múltiple impropia los conjuntos 
abiertos en todos los puntos por unas regiones (en particular, considerando solamente las su- 
cesiones, compuestas sólo de las regiones medibles, que agotan de modo monótono la región 
dada) muéstrese que aún para tal definición "más estrecha” de la integral múltiple impropia 
queda en vigor el teorema 3. 


$ 49. ALGUNAS APLICACIONES GEOMÉTRICAS Y FÍSICAS DE 
LAS INTEGRALES MÚLTIPLES 


49.1. CÁLCULO DE ÁREAS Y DE VOLÚMENES 
Sea X un conjunto medible en R”. Como se sabe (véase el p. 44.6): 
“X= j ax. (49.1) 


De este modo, con ayuda de la integral n-múltiple podemos calcular la medida de 
los conjuntos medibles en un espacio n-dimensional (un área en el espacio bidimen- 
sional, un volumen, en el espacio tridimensional). Si la integral n-múltiple (49.1) 
puede reducirse a la reiterada (véase $ 45), el cálculo de la medida del conjunto me- 
dible X de un espacio n-dimensional se reducirá al cálculo de una integral 
{n— 1)-múltiple, 


+2 y Xy. p siendo Xp = f(xy, +. + Xy 1) una función no negativa de- 
finida y continua en la clausura D del conjunto D, y 
NN ES Ap e a aad) 
(de este modo, G representa un análogo n-dimensional del trapecio plano curvilineo 
examinado en el p. 32.1). En este caso 
Sainza) 
G= í dG = $ dD f dx, [SO (14D, 


es decir, qa 
F Slap = v Xq- Dda, «e di po 


La medida de los conjuntos abiertos del espacio R", n > 2, arbitrarios (no forzo- 
samente medibles según Jordan) y, en particular, no acotados, si ella se entiende en 
el sentido de la definición del p. 31.1 y 31.2, es decir, como una medida inferior de 
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Jordan, puede ser calculada mediante las integrales impropias. En efecto, sea G un 
conjunto abierto arbitrario en R” y sea Gy, k = 1,2, una sucesión de conjun- 
tos abiertos medibles que agota de modo monótono el conjunto G (véase el p. 48.1). 
Entonces, como se sabe, (véase el p. 31.2), lim „G, = #G. Mas, en virtud de 
(49.1, 4G, = [4G,. por lo cual aG = lim (dG. 

Seguí la definición de la integral múltiple impropia, j 40, = f a0. 
De este modo, pG = Eag donde la integral en el segundo miembro se entien- 
de, en el caso general (a saber, si a ciencia cierta G no es una región medible) como 
impropia. 

Queda sólo mostrar que para cualquier conjunto abierto G existe siempre una 
sucesión de conjuntos medibles G, k = 1, 2, ... , que agotan de modo monótono 
el conjunto dado G. Demostrémoslo, 

Consideraremos la sucesión 7,, k = 1,2, ... , de particiones del espacio R” en 
cubos (véase el p. 44.1) y designemos mediante Q, un cubo abierto n-dimensional, 
determinado de la manera siguiente. 

Qp = Wep AA 
El número de los cubos de rango dado k (véase el p. 44.1), contenidos en Q, y, por 
consiguiente, con la mayor razón, en la intersección G N Q. es finito. Designemos 
estos cubos cerrados P,, ... , Ph: 

Pje Ti PACON Qo jEub oshe j 
Con G, se designará el conjunto de puntos interiores del conjunto Uu P). Por 


m 


ejemplo, en el caso que se expone en la fig. 212, el conjunto G, se compone de los 
puntos interiores de dos cuadrados, P, y P,, y un intervalo que se obtiene extrayen- 
do los vértices de estos cuadrados de su arista común. 
Precisamente los conjuntos G¿, k = 1,2, ... , son conjuntos abiertos medibles 
que forman la sucesión que agota de motio monótono el conjunto abierto dado G. 
Recordemos que para calcular los volúmenes de los cuerpos resulta, a menudo, 
cómodo el método de secciones: véase la fórmula (45.23). 


49.2. Aplicaciones fisicas de las integrales múltiples ms 


Ejercicio 1. Demuéstrese que la sucesión construida de conjuntos Gp, k = 1,2, 


ma realmente una sucesión de conjuntos medibles que agota de modo monótono el conjunto. 
dado G. 
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Con ayuda delas integrales múltiples se pueden calcular diferentes magnitudes 
fisicas: masa y carga de un cuerpo, centro de gravedad, momento de inercia, flujo 
de líquido, potencial de un cuerpo, ete. 

Hallemos, como un ejemplo, el centro de gravedad de una figura plana. Supon- 
gamos que en una cierta región cuadrable G está distribuida cierta masa cuya densi- 
dad superficial p(x, y) es, en el caso general, variable, es decir, en la clausura Ô de 
la región G está definida una función continua y no negativa p(x, y). La región G 
con la masa distribuida en ella se llamará figura S, y la magnitud 


M= JJ or.nráxar (49.2) 


la masa de dicha figura. Si p(x, y) no es cero idémico, M > 0. 

Determinemos y hallemos el centro de gravedad de la figura $ = ¡Gj 
i= 1,2, ... k, una partición de lu región G (vease cl p. 44.3). Se denominará figura 
5, un conjunto G; con la masa distribuida en él de densidad p (x, y), (x, y) € G,. Eli- 
jamos para cada £ el punto correspondiente (£,. y;) € G,. La magnitud m, = p (j, 
wG; se llamará valor aproximado de la masa de lá figura S; (tal denominación es 
natural según (49,2)). Entre tanto, las magnitudes m,£, y m;n; se denominarán valo- 
res aproximados de los momentos estáticos de la figura S,, / = 1,2, ...,k, respec- 
lo de los ejes coordenados Oy y Ox, respectivamente (es natural llamarlas así, por- 
Que las magnitudes m y y mx (véase el p. 32.6) llevan el nombre de momentos estáti- 
cos de un punto material de masa m con coordenadas (x, y) respecto de los ejes Ox 
y Oy). Por fin, las magnitudes 


A ñ 
S= YE mm= Y »rot-r)n6) 
E a 


` (9.3) 


D tm= E ton, 


S0) 


se llamarán 7-momentos aproximados de la figura $ con respecto a los ejes Ox y 
Oy, mientras que sus limites, para ô, — 0, 


Jm, SOSS jim S0 = S, 
momentos estáticos de la figura S respecto de los ejes Ox y Oy. Bajo las suposi- 


ciones asumidas, estos limites existen. Efectivamente, de las fórmulas (49.3) se ve 
que S/(7) y S,(7) son las sumas integrales de Riemann para las funciones yo(x, y) Y 
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xo(x, y) y por esta razón 
S,= |] »oeydxdy, S,= jj xo(x,ydxdy. (49.4) 
6 G 


Definición 1. El punto (xy yo) se denomina centro de gravedad (centro de masa, 
centro de inercia) de la figura S, si los momentos estáticos respecto de los ejes de co- 
ordenadas del punto material de masa M, que equivale a la masa de toda la figura S 
y que se encuentra en el punto (Xp, Y), son Iguales a las momentos estáticos corres- 
pondientes de la figura S, es decir, si 

Mx = S, Myg = Sy 

De las fórmulas (49.2) y (49.3) obtenemos 


i xox, y)dxdy y yol, yjdxdy 


2" Tot maxay "7 Jf ol pray ` 
d 


Ejercicio 2, Demuéstrese que el centro de gravedad de una figura no depende de cómo se 
escoge el sistema de coordenadas. 
A título de ejemplo consideraremos un “trapecio curvilinco” G engendrado por 


las gráficas de las funciones continuas no negativas f(x) y g(x), 0 $ g(x) < J), 
axb: 


G=iw.y)ia<x<b, g0) <y < Sa) 
Sea p(x, y) ™ 1. Dado que y dxdy = „G, se tiene 


h oW $ 
aa Jj xáxdy =- frar Í o=- f veo-renar, 
o a : 


. m a 


PE ij) sani fe 1 rar agg AA 


„= 


è . 
2a youG = x | Pgdx — x | gas. 


Aquí en el segundo miembro interviene el volumen de un cuerpo obtenido por 
revolución del trapecio curvilineo G en torno al eje de x, es decir, hemos llegado al 
segundo teorema de Guldin. 

Teorema (de Guldin). El volumen de un cuerpo de revolución de una figura pla- 
na alrededor deun eje que no la corta es igual al producto del área de esta figura por 
la longitud de la circunferencia descrita por el centro de gravedad de la misma. 
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Ejemplo. Sirviéndose del segundo téorema de Guldin, calcúlese el volumen # Q 
del toro Q, obtenido por revolución del circulo (x — a)? + y? < 7°, 0 < r < a, 
alrededor del eje O7: pG a Zeg - r? = 2ežar?. 


Ejercicios. Hállese la masa de una figura plana limitada por las líneas: 

A ex +y 

Ay =R, y= 2 y= t Bpl y) = Bix + Iyl. 

Hállense los momentos estáticos respecto de los ejes de coordenadas de la figura plana 
homogénea (p = py = const), limitada por las líneas dadas: 

sy max +y= 3x0. 

6y=0 + y22x=0. 

Hállense las coordenadas del centro de masas de una figura plana limitada por las lineas 
indicadas: 
Tiida + y? m y D 070 = pg = CONS, 

=2,x = 0; plr, y) = x. 

250 p(0 < e < 1/2, r > VĒ). p = pg = const (r, $ son las coordenadas 


t,y = ar y O(G 1 1), p = po = Const. 
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30.1. CONCEPTO DE SUPERFICIE 

Sea dado en el espacio R? un sistema fijo de coordenadas rectangulares carte- 
sianas x, y, z. Las coordenadas cartesianas eù los planos, dónde se disponen las re- 
giones que se aplican, se designarán con las letras u, v; las propias regiones, con la 
letra D y las aplicaciones de éstas que han de ser examinadas, con letras f, 7, p 
(quizás; acompantdas de tales o cuales índices). Como hasta ahora, con D se deno- 
tará la clausura de la región D (recordemos que D se denomina región cerrada) y 
mediante 3D, la frontera de D (véase el p. 18.2). Para las imágenes de los puntos 
M = (u, v) e D se emplearán, en las aplicaciones mencionadas, tanto la inscripción 
del tipo /(M), como la del tipo f(u, y). 

Se denomina superficie continua S todo conjunto de puntos del espacio tridi- 
mensional R? dado como una imagen continua de cierta región plana cerrada D. La 
propia aplicación continua r(u, v) de la región cerrada D sobre el conjunto Sse Ila- 
ma representación de la superficie (o, más detalladamente, representación para- 
métrica) y se escribe a 

S= (rtu, v) : (u, v) € Di. 


Las variables u, v llevan el nombre de coordenadas o parámetros de la superficie 
continua S. e 

Para la superficie continua S = {r = r(u, v) : (u, v) € D} el conjunto de pun- 
tos del espacio R?, dado como una imagen de la frontera ôD de la región D en la 
aplicación r(u, v), se denomina borde de la superficie S y se designa por ôS: 


aS = iru, v) : (u, v) e 9D]. 
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Por analogía con la definición de una curva podemos introducir el concepto de 
aplicaciones equivalentes, pero esta vez no de los segmentos, sino de las regiones 
planas cerradas en el espacio tridimensional R* y considerar, según la definición, 
que dos aplicaciones continuas equivalentes prefijan una misma superficie continua 
(véase el p. 50.2*). Las aplicaciones que realizan la equivalencia de dos representa- 
ciones de una misma superficie se denominan transformaciones admisibles de los 
parámetros. 

Dada la representación r(u, v), (u, v) € D, de cierta superficie continua y fije 
dos los valores de los parámetros u, v, resulta natural que mediante r(u, v) se desig- 
ne un punto de dicha superficie en el que se aplica, para la representación en consi- 
deración, el punto (u, v») € D. 

Subrayemos que la representación de una superficie continua no es forzosamen- 
te la aplicación biunivoca. Un punto de la superficie continua $ = (r(u, v); 
(u, v) € Dj, en el que, realizándose la aplicación dada r(u, v), se aplican por lo me- 
nos dos puntos diferentes de la región cerrada D, se llama punto múltiple de dicha 
superficie. 

De este modo, si el punto M de una superficie continua es el punto múltiple de la 
misma, entonces, dada la representación r(u, v), (u, v) € D, de esta superficie, exis- 
ten por lo menos dos puntos (u,, vi)e D y (up, vi) € D tales que r(u,, vi) = 
= rlu, v) = M. 

La aplicación r(u, v) puede ser definida en la forma coordenada: 

riu, v) = (xa, Y), y(u, v), zlu, Y) 


y en la vectorial: 
r= riu, v), 


donde r(u, v) es el radio vector con extremo en el punto r(u, v) € R?. 

En lo que sigue se estudiarán, ante todo, las propiedadas diferenciales de las su- 
perficies de ciertas clases que se componen de superficies “suficientemente suaves”, 
es decir, de aquellas superficies que son derivables (continuamente) un número sufi- 
ciente de veces. Demos a conocer, por ejemplo, la noción de superficie conti- 
nuamente derivable. 

Se denomina superficie continuamente derivable un conjunto S del espacio R? 
dado como una imagen continuamente derivable de cierta región plana cerrada. 

La propia aplicación continuamente derivable de la región cerrada D sobre el 
conjunto S se llama, como hasta ahora, representación de esta superfície, con la 
particularidad de que se considera, según la definición, que dos aplicaciones conti- 
nuamente derivables de las regiones planas cerradas determinan una misma superfi- 
je continuamente derivable, siempre que son equivalentes respecto de las aplica- 
ciones continuamente derivables (véase el p. 50.29). 

Del modo análogo se determinan también otras clases especiales de las superfi- 
cies continuas: las superficies dos veces continuamente derivables y, en general, las 
superficies n veces continuamente derivables. 

Si en una de las representaciones de una superficie continua podemos escoger 
como parámetros dos coordenadas cualesquiera del espacio R? (por ejemplo, si 
existen una región cerrada D en el plano xy y una función z = f(x, y), (x, y) € D, 
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que es la representación de la superficie continua en consideración), entonces tal 
representación se llama explícita. 

Evidentemente, si una superficie continua admite la representación explicita, es- 
tá privada de puntos múltiples. 

En adelante una superficie continua se llamará simplemente superficie, sempre 
que esto no nos lleve a una equivocación, 

Ejempli a superficie determinada por la representación 
COS Y COSP, y= rcosý smg, z= rse, 

OPE, ers]. 
es una esfera con centro en el origen de coordenadas y radio r. todo el meridiano de 
dicha esfera se compone de puntos múltiples. 

En el punto que sigue daremos otra definición de 1a supericie que sera, en cierto 
sentido, más detallada. Es conveniente, obviamente, omitir dicho punto en el wans- 
curso de la primera lectura y volver a leerlo cuando se sienta la necesidad intrinseca. 


x 


50.2*. APLICACIONES EQUIVALENTES. 
SUPERFICIES DADAS EN FORMA PARAMÉTRICA 

Para definir estrictamente una superficie es preciso, ante todo, introducir la no- 
ción de aplicaciones equivalentes de las reglones planas cerradas. 

Definición 1. Una aplicación continua f de la clausura D de cierta región plana D 
en el espacio tridimensional R? se denomina equivalente a la aplicación continua f, 
de la clausura D, de la región plana D, en el mismo espacio R*, si existe tal aplica- 
ción homeomorfa (véase la definición 3 en el p. 41.4) F d laregión cerrada D sobre 
otra región cerrada D, que, cuando se realiza dicha aplicación los puntos interiores 
pasan a puntos interiores y los límites, también a puntos límites (es decir, D se apli- 
ca soble D, y 9D, sobre 3D) y para todo punto M € D se verifica la igualdad 


SM = AE, (50.1) 


es decir, f = f, OF. 

En este caso F recibe el nombre de aplicación que realiza la equivalencia de las 
aplicaciones f y f,. Si f es equivalente a la aplicación f}, se escribe f ~ f). 

La definición de las aplicaciones equivalentes puede ser expresada en forma es- 
quemática mediante un diagrama, donde las flechas significan las aplicaciones en 
consideración y el resultado de las aplicaciones no depende de la elección del trayec- 
10 en el di: 


Es obvio que: 
1) toda aplicación es equivalente a sí misma: f ~ f (aqui, la aplicación que reali- 
za la equivalencia es aplicación idéntica). 
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Es fácil convencerse de que 
2) sif ~ fy, entonces f, ~ f. 
Dif ~= fi yfi ~ Sy cnt S ~ So 
Sif Y f, son las aplicaciones continuas equivalentes de las regiones cerradas res- 
pectivas D y D,, entonces de (50.1) proviene que las imágenes de los conjuntos D y 
D, en las aplicaciones f y f, coinciden: 
1D =A). (50.2) 


Diremos, además, que las condiciones impuestas sobre las aplicaciones equiva- 
lentes en la definición 1 son independientes. A saber, de lo que F es una aplicación 
homeomorfa de la región cerrada D sobre otra región cerrada D, no se infiere que 
transforma los puntos interiores en interiores. Por ejemplo, si D = ((u, v) : 
1u? + y? < 1)esun circulo y D, = ((u,v):0 < u? + y? < 1) es uncirculo con 
centro ““punzado”, entonces la aplicación idéntica (que es, evidentemente, homeo- 
morfa) de D sobre D, hace pasar el punto interior (0, 0) de la región D al punto 
límite (0, 0) de la región D,. 

Demos ahora la definición de superficie. 

Definición 2. Cualquier conjunto de toda clase de aplicaciones continuas 
ru, v), equivalentes entre sí (véase la definición 1), de las regiones planas cerradas 
D en el espacio tridimensional R? se denomina superficie S dada en forma para- 


métrica y se designa 
S= (r(u, v):(u, v)€ D), (50.3) 


Y cada una de las aplicaciones continuas equivalentes citadas r(u, v) lleva el nombre 
de representación de la superficie S dada en forma paramétrica. 

Sir(u, v), (u, v) e D, es una representación de la superficie $ dada en forma pa- 
ramétrica y si r(u, v) es el radio vector con extremo en el punto r(u, v), entonces 
r(u, y), (u, v) e D, se llama representación vectorial de la superficie citada $ y se 
escribe 


S= (r(u, v), (u, v) e Dj. (50.4) 


Sir(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), las funciones 
x= xu, v), y= yu, Y), z= (u,v) 


llevan el nombre de representación coordenada de la superficie S dada en forma pa- 
ramétrica y se escribe en este caso 


S= [x(u, v), y(u, v), z(u, v); (u, v) e D). (50.5) 


Es evidente que una superficie dada en forma paramétrica se determina 
univocamente por cada una de sus representaciones. Esto permite concebir lo que a 
menudo resulta más conveniente) el segundo miembro de cada una de las igualdades 
(50.3), (50.4) y (50.5) no como una totalidad de todas las representaciones de tipo 
determinado de la superficie en consideración S, sino como su representación 
correspondiente bien determinada. jä 

Definición 3. Sean r(M), Me D, y p(M,), M, € D,, dos representaciones de 
cierta superficie S dada en forma paramétrica y sea F la aplicación de D sobre D, 
que realiza su equivalencia (véase la definición 1). 


so. 


Superficies dadas en forma paramétrica PN 


Si M, = F(M), Me D, M, € D, (el punto M, y, Por ende, el punto M, tam- 
bién están fjos) y, por consiguiente. r(M) = p(M;) = P€ R, entonces los pares 
(P, M) y (P, My) se llaman equivalentes y se escribe en este caso 


(P, M) ~ (P.M). 


Es fácil comprobar que 

D (P, M) ~ (P, 

2) si (P, M) ~ (P, My), entonces (P, M,) — (P, M); 

Dsi (P, M) ~ (P, Mi), y (P, My) — (P, Mp, entonces (P, M) — (P, M). 

Si (P, M) ~ (P, My) y M es un punto interior (limite) de la región cerrada D, 
entonces, de acuerdo con la definición 1, M, será también un punto interior (limite) 
dela región cerrada D,. 

Definición 4. Sea S una superficie dada en forma paramétrica. Cualquier totoli- 
dad \(P, MJ), MeD, de todos los pares equivalentes entre sí (P, M) (el punto 
Pe R? está fijo) se denomina punto de la superficie dada S y el punto P , su porta- 
dor, 

Un punto KP, M)), M € D, de la superficie S se llama interior (de contorno), si 
cada punto M es interior (de frontera) para la región cerrada correspondiente 

Todo punto ((P, M)], Me D, de una superficie S = (r(M), M e D), dada para- 
'métricamente se determina univocamente por cada par (P, M) € ((P, M)), y, como 
en este par P = r (M), cualquier punto de la superficie S, definida cn forma para- 
métrica, para cierta representación dada r(M), M € D, de esta superficie, se deter- 
mina univocamente por el punto M, con la particularidad de que el punto 
P = r(M) es el portador del punto considerado de la superficie. Por esta razón, pa- 
ra abreviar, los puntos de una superficie dada en forma paramétrica se designarán, 
por regla general, no mediante el símbolo ((P, M)), sino simplemente r (M), o bien, 
lo que es igual, r(u, v), donde M = (u, v). En virtud de lo expuesto, esta designa- 
ción posee el significado univoco, 

Definición $. Una totalidad de todos los portadores de todos los puntos de la su- 
perficie S dada en forma paramétrica se denomina portador de dicha superficie. 

En vista de la condición (50.2), el portador de una superficie dada en forma pa- 
ramétrica (el que representa, evidentemente, cierto conjunto de puntos en el espacio 
R?) se determina univocamente por cualquiera de sus representaciones. 

Definición 6. E! punto P € R? que sirve de portador de dos puntos distintos de la 
superficie S dada paramétricamente se llama punto múltiple del portador de la su- 
perficie dada en forma paramétrica. 

Volviendo a la definición de superficie, proporcionada en el p. 50.1, vemos que 
lo que se ha denominado en aquella circunstancia “super/icie continua" se llama en 
tetminos nuevos “portador de una superficie dada en forma paramétrica”. La ten- 
tativa de introducir la noción de “punto de la superficie” para:las superficies pro- 
vistas de puntos múltiples conduce en tal o cual forma a las definiciones 4 y 6. Re- 
calquemos que la noción de superficie dada en forma paramétrica con puntos múl- 
tiples resulta muy cómoda para considerar toda una serie de problemas que se anali- 
zan en los párrafos que siguen. 

En adelante, siempre que no surjan equivocaciones, la “superficie continua” 
(véase el p. 50.1) o bien, que es lo mismo, el “portador de una superficie dada para- 
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métricamente”” (véase la definición 5), como también la “superficie dada paramétri- 
camente” (véase la defición 2) se llamarán simplemente superficie. 

Definamos ahora el concepto de una parte de la superficie. 

Definición 7. Supongamos que S representa una superficie dada paramétrica- 
mente; rtu, v), (u, v) € D, es cierta representación de dicha superficie; D`, una re- 
gión contenida en D: D’ C D. La superficie S' dada paramétricamente que se de- 
termina por la representación r(u , v), (u, v) € D, se denomina parte de la superficie 
s. 

Como ya se ha indicado {véase el p. 50.1), el concepto de aplicaciones equivalen- 
tes de las regiones planas cerradas puede introducirse no sólo para las aplicaciones 
continuas, sino también para otras clases de aplicaciones, por ejemplo, para 
aquellas que son continuamente derivables. En el caso de las superficies dadas para- 
métricamente esto conduce a las superficies continuamente derivables, La defini- 
ción de las últimas está basada sobre el concepto de aplicaciones equivalentes res- 
pecto de las transformaciones continuamente derivables. 

Demos a conocer este concepto. Por función continuamente derivable en la 
clausura de cierta región se entenderá, como antes (véase el p. 39.3), aquella que 
tiene derivadas continuas en la propia región las cuales pueden ser prolongadas a la 
frontera de la misma, 

Una aplicación de cierta región cerrada se denomina continuamente derivable, si 
toda función coordenada que determinada dicha aplicación (véase el p. 41.4), es 
continuamente derivable en la región cerrada que se considera. Las funciones pro- 
longadas en estos casos se denotan mediante los mismos símbolos que se usan para 
designar funciones prolongables de partida. 

Si cierta aplicación u; = p(u, v), Y, = Y(u, v) es continuamente derivable en 
ln clausura D de la región D, entonces, en virtud del convenio adoptado, esto es 


testimonio de que, en particular, el jacobiano den 


Y) de esa aplicación es conti- 
nuamente prolongable de la región D a su clausura D y la prolongación del jaco- 
biano, que se designa por el mismo símbolo e 2 

Ante todo es necesario enunciar qué se entenderá por aplicaciones equivalentes 
continuamente derivables; con. este fin introduzcamos el concepto de aplicaciones 
regulares. 

Definición 8. Una aplicación homeomorfa F de la clausura D de una región pla- 
na D sobre la clausura D de otra región plana D, que hace pasar los puntos inte- 
riores a los interiores y los puntos de frontera a los de frontera, lleva el nombre de 
aplicación regular de la región cerrada D sobre oira región cerrada D,, si tanto la 
propia aplicación F, como la aplicación F- ', inversa de F „son continuamente deri- 
Vables en las regiones cerradas D y Dy, respectivamente, 

Observemos que toda aplicación regular F de una región cerrada D tiene en to- 
dos los puntos de D un jacobiano distimo de cero. En efecto, de acuerdo con la de- 
finición 8, en la aplicación Fa imagen de cada punto interior es un punto interior. 
Por cuanto en estos puntos las aplicaciones directa y, correspondientemente, inver- 
sa son continuamente derivables, sus jacobianos no pueden reducirse a cero, pues el 
producto de éstos es igual a uno (véase el p. 41.7). 


+se llamará también jacobiano. 
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De aquí se deduce que el jacobiano de una aplicación regular F tampoco es nulo. 
en la región cerrada D. Efectivamente, en virtud de que los jacobianos de las aplica- 
ciones, tanto directa, como inversa, son continuamente prolongables a las clausuras 
respectivas D y F(D) de las regiones D y F(D), el producto de dichos jacobianos es 
también igual a uno para todos los puntos de la región cerrada D. 

Ya nos encontramos con las aplicaciones regulares de regiones planas cerradas 
del tipo especial, por ejemplo, en el p. 46.1, 

Definición 9. Supongamos que f y f, son las aplicaciones continuas de las clausu- 
ras D y D, de las regiones planas D y D, en el espacio R? y sean dichas aplicaciones 
continuamente derivables en las regiones cerradas D y D,. Las aplicaciones f y f ise 
llaman equivalentes respecto de las aplicaciones continuamente derivables, si existe 
tal aplicación regular F de la región cerrada D sobre otra región cerrada D, que para 
todo punto M € D se cumple la condición (50.1). 

Ahora podemos definir la superficie continuamente derivable. 

Definición 10. Cualquier conjunto de aplicaciones r(u, v) de las regiones planas 
cerradas D en el espacio tridimensional R?, siendo dichas aplicaciones conti- 
'nuamente derivables y equivalentes respecto de las transformaciones continuamente 
derivables, lleva el nombre de superficie continuamente derivable $, dada en forma 
paramétrica , y cada una de las apicaciones mencionadas r (u , v) se denomina repre- 
sentación de esta superficie 

S = (r(u, v); (u, v) e D). 


Subrayemos que si la superficie $ = [r(u, v); (u, v) € D) es continuamente deri- 
vable, esto significa, en particular, que cualquier su representación vectorial 
r = r(u, v), (u, v) e D, tiene derivadas parciales r, y ry que son continuas en la re- 
gión D y pueden ser continuamente prolongadas a la frontera de ésta. Como, de 
acuerdo con el convenio adoptado, las funciones prolongadas se designan mediante 
Jos mismos símbolos que las prolongables **), se puede considerar que las funciones 
Pu Y F, son continuas en la,región cerrada D. 

De modo semejante podemos definir también otras clases de las superficies da- 
das paramétricamente, por ejemplo, las superficies dadas en forma paramétrica que 


* Los conceptos de tal género como son, por ejemplo, continuidad, limite, derivabilidad 
se nd de modo manar enn: vecs de vacas vada. A ción 
a sr 
teo MR LO er) La derivada 2E o cm por id 

¿roo d 
du da 


van 


9) Con más precisión, este convenio se ha adoptado (véase el p. 39.3) para las funciones 
escalares y, por lo tanto, para las coordenadas de las funciones vectoriales, razón por la cual 
es natural adoptarlo para las mismas funciones vectoriales, 


16 
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son dos veces continuamente derivables o, en general, z veces continuamente deri- 
vables, como también el concepto de su punto, portador y su parte. 

Al resumir, podemos decir en definitiva que se llama superficie de tal o cual cla- 
se, dada en forma paramétrica, cierta totalidad de aplicaciones r(u, v), (u, v) € D, 
equivalentes entre sl en determinado sentido, llamadas representaciones de la citada 
totalidad. 

El concepto de equivalencia se determina en dependencia de la clase que se elige. 

Definición 11. Las transformaciones de los parámetros las cuales realizan el paso 
de una representación de la superficie a otra, equivalente a la primera, se denomi- 
nan admisibles. 

De este modo, si z(u, v), (u, v) € D, y (41, Y1), (uy, Vi) € D,, son dos represen- 
taciones de una misma superficie de cierta clase, dada paramétricamente, y la apli- 
cación 


u = plu, v), 
» = Vu, v) 


de la región cerrada D sobre otra región cerrada D, es la transformación admisible 
de los parámetros, entonces para todos los puntos (u, v) € D se verifica la correla- 
ción (véase (50.1)) 

rlu, v) = plotu, v), YU, v)). 


Una superficie dada en orma paramétrica se determina univocamente, para la 
clase prefijada de transformaciones admisibles, por cualquiera de sus representa- 
ciones, razón por la cual con el fin de definir tal superficie basta prefijar sólo una de 
sus representaciones. 


50.3. SUPERFICIES DADAS IMPLÍCITAMENTE 


Demos a conocer un enfoque más al concepto de supgrficie, Si FU, y, 2) es una 
función continua en cierta región tridimensional, la totalidad de los puntos (x, y, z) 
vales que 

Fixy, z) =0, (50.6) 


se denomina superficie dada implícitamente . Sin detenernos. detalladamente en el 
análisis del enfoque mencionado al concepto de superficie, diremos sólo que en el 
caso cuando la función F satisfaga en cierto punto (Xy, Yo: Zo) las condiciones del 
teorema sobre funciones implicitas (véase el p. 41.1), una parte de la superficie 
(50:6) en cierto entorno del punto citado (es decir, la intersección de este entorno 
con la superficie dada) admite una representación explicita y podemos decir que en 
tales condiciones una superficie, dada implicitamente, se reduce localmente a la su- 
perficie que se determina mediante una representación explícita (véase el p. 50.1). 
Precisamente sólo con este tipo de superficies dadas implícitamente se chocará en lo 
que sigue, por lo cual no nos detendremos especialmente en la explicación de tales o 
cuales conceptos para las superficies dadas en forma implicit 

A titulo de ejemplo más sencillo de una superficie dada implicitamente indi- 
quemos la ecuación 


30.4. Plano tangente y normal a la superficie 2s 


dry. 

Los puntos cuyas coordenadas satisfacen esta ecuación forman la superficie de 
una bola de radio unidad:gon centro en el origen de coordenadas. 

En adelante se estudiarán, principalmente, sólo las superficies continuas, dadas 
mediante representaciones paramétricas y provistas, en el caso general, de puntos 
múltiples. Se denominarán, como ya se ha indicado, simplemente ““superficics"; sí 
el concepto de superficie debe entenderse en otro sentido, esto se especificará espe- 
cialmente. 


50.4. PLANO TANGENTE Y NORMAL A LA SUPERFICIE 


Sea a 
S= (ru, v);(u,v)e D) (50.1) 


una superficie continuamente derivable. Examinemos cierta representación vecto- 
rial suya r = r(u, v), (u, v) e D. Al igual que cualquiera de sus representaciones 
vectoriales, es una función vectorial continuamente derivable en la región plana 
cerrada D. 

Convengamos en considerar, para simplificar, que la intersección de cada recta 
u = uyo y = y¿conla región cerrada D consta de un segmento (que, quizás, se de- 
genera en un punto) o es vacía. Supongamos, por ejemplo, que la intersección deD 
con la recta y = yy es no vacía, entonces 


re ru, y), (u,v)eD 


(voes fijo) es la representación de cierta curva continuamente derivable que se llama 
linea coordenada (u-lípea). El vector 


„= ca TEEN) 
será su vector tangente. Análogamente se determinan otras líncas coordenadas 
(v-líneas) con ayuda de la'representación 

r= riug Y) (u ve D 
(uges fijo) y los vectores, tangentes a ellas, 


= ES = Mr 2). 


Definición 12. Un punto r(u, v) de la superficie (50.7), para el cual los vectores 
1, r, no son colineales (linealmente independientes) se denomina no singular para 
la representación dada de esta superficie. En el caso contrario es decir, cuando los 
vectores r, y 1, son colineales en el punto dado, se denomina punto singular de la 
superficie para la representación dada de ésta. 

Si un punto de la superficie no es singular, en él, en particular, r, + 0, r, +0. 
Evidentemente, un punto de la superficie es no singular, para la representación dada 
de la misma, cuando, y sólo cuando, en este punto r, X 7, + 0. 
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Fig. 213 


Ejercicio 1.Demuéstrese que si r (uy, v) es un punto interior no singular de la superficie 

S, para la representación dada r(u, v), (u, v) e D, es decir, para este punto (ug Y) € D y 

T, X r, 9 O, entonces cierta parte de la superficie $, para la cual el punto 7(4p»,Jes también 

terior, cuenta con una representáción explícita respecto de uno de los ejes de coordenadas, 

Consideraremos una curva en la superficie (30.7). Supongamos que esta curva 
viene dada por las funciones continuamente derivables 


usut), v=x) (40, eD, 0<1<b, 


es decir, por la representación 
ral), v0), (ul), v()ED, 45150, (50.8) 


con la particularidad de que u"X1) + v"X1) > Oen(a, b]. 
Al derivar la igualdad (50.8), Obteñdremos 


dr = r du + rdv, (50.9) 


donde du = u"(£)dt, dv = y'(£)dt. Si el punto de la superficie, en el que se consi- 
dera la igualdad (50.9), no es singular, el vector dr es tangente a la curva (50,8). La 
igualdad (50.9) muestra que en el punto dado r(u,, vg) de la superficie (50.7) la tan- 
gente a cualquier curva ($0.8) en dicha superficie que pasa por el punto 7 (up, Yọ) se 
dispone en el plano de los vectores 7, (ug Yo) Y 7, (g Yo): 

Definición 13. Un plano que contiene el punto r(uy, vy) de la superficie (50.1) y 
en el que se disponen todas las tangentes a las curvas (50.8) que pasan por el punto 
citado, se denomina plano tangente a la superficie en el punto dado, llamado punto 
de tangencia . 

Ejercicio 2. Demuéstrse que para todo vector v, dispuesto en el plano tangente a la su- 
perficie Sen un punto no singular, existe en la superficie $ una curva que pasa por el punto da- 
do, y para-la cual el vector v es una tangente. 

Si el punto dado de la superficie (50.7) no es singular, en él siempre existe un pla- 
no tangente y, además, es único: a saber, en virtud de (50.9), de éste último sirve el 
plano que pasa por r(s va) siendo paralelo a los vectores 7 (uo, Yo) Y 7y(uo Vo). 
De aquí resulta fácil escribir su ecuación en la forma vect Al designar con rg el 
radio vector del punto de tangencia y con 7, el radio vector corriente de los puntos 
en el plano tangente, obtendremos (fig. 213): 
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(en el primer miembro de la igualdad figura un producto mixto de los vectores men- 
cionados). 


Si r=(, y, 2) =o Y e Py = Gx, AR am 
= Aay, a E, D ma s ESR 


del modo siguiente: 
x-4 YY 27% 
Xu $ a |=% 
h » 
En el caso de que la superficie sea dada explicitamente 
2=/0,y) (%.y)eD, (50.10) 
tendremos u = 


(50.11) 
2,20 y=, gf; 


por consiguiente, la ecuación del plano tangente en este caso tendrá por expresión 
x= Xo J-J E” Z| 


1 0 f |=0 
o iq 
aiin z= o= A + WM y» (50.12) 


donde conf, y f, están designadas, para abreviar, las derivadas parciales /,(x, y) y 
Ft, y) en èl punto (ry yo- 

De esta fórmula se deduce que las dos definiciones del plano tangente para una 
superficie representada explicitamente en la forma (50.10), dadas en el presente 
punto y en el p. 20.5, son equivalentes. En efecto, ambas definiciones conducen a 
una misma ecuación (50.12). 

Definición 14. Una recta que pasa por el punto de tangencia de una superficie 
con el plano tangente y que es perpendicular a este plano, se denomina recta normal 
a la superficie en el punto citado. 

Su ecuación, en el caso general, tiene por expresión en un punto no singular de la 
superficie 
o n 2o 


paal 


Ap Y 


LES 


En el caso de la representación explicita (50.10) estas ecuaciones asumen la for- 
ma 


y Xy 


EA A (50.1 
T, 7 -3 (50.13) 
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Definición 15. Todo vector no nulo, colineal con una recta normal, que pasa 
por el punto dado de una superficie, se denomina normal a dicha superficie en el 
punto citado. 

Como ejemplo de normal en un punto no singular de una superficie sirve el pro- 
ducto escalar Ec 


calculado en el punto mencionado. 

De acuerdo con la definición aducida, en todo punto no singular (para la repre- 
sentación dada) r(u, v) de la superficie en consideración existe, siendo fijados los 
valores de los parámetros u y v, una recta normal y dicha recta es, además, única. 
Se debe tener en cuenta que si el punto P de un espacio es un punto múltiple de la 
superficie, es decir, si existen por lo menos dos pares de parámetros (para la repre- 
sentación dada) (4,, »,) y (u v) tales que P = rup, v3) = F(u Y), entonces 
Puede, naturalmente, ocurrir que a estos pares de parámetros les correspondan dife- 
rentes rectas normales, a consecuencia de lo cual en el punto citado P la recta nor- 
mal no será única. 

Para una superficie dada implicitamente por la ecuación 


Fx,y,2) = 0, 


donde F(x, y, 2) es una función continuamente derivable en el entorno del punto 
Pos Yo Zo) Flxo Yo z)=0, y en este punto Fi4+Fi4 
+ F} > 0, la ecuación del plano tangente en el punto (Xp, Yọ, 24) tiene Por expre- 
sión 

We x9F, + O = oF, + (6 F, = 0, 


donde Fy, F, y F, representan los valores de las derivadas parciales correspondien- 
tes tomadas en el punto (xo. Yo. 20): 

Al recordar que un vector de coordenadas Fy, F,, Fp, es decir, el vector 
VF = (F,, FF) lleva el nombre de gradiente de la función F (vtase el p. 20.6), 
vemos que el gradiente de la función en el punto dado de la superficie F(x, y, 
2) = 0 es perpendicular al plano tangente en este punto, es decir, es colineal con la 
recta normal. 

Por ello la ecuación de la recta normal a la superficie tiene por expresión 


pit. POE La E 


E E, E 


Todas estas fórmulas se infieren inmediatamente de (S0.12) y (50.13). En efecto, 
si, por ejemplo, F, + 0 yz = f(x, y) es una función definida por la ecuación 
F = 0 en el entorno del punto (xy, Yo Zg), entonces basta notar que f, = — B, 
1,7 E tase el p. 41.. 
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Si la función dada F(x, y, 2) es continuamente derivable en la región G, para 
cualquier punto de una superfiicie dada implícitamente por la ecuación F(x, y, 
2) = c (c es una constante), obtendremos la ecuación del plano tangente y de la rec- 
ta normal de la misma forma que en el caso F = O, siempre que en dicho punto 
F2 + F? + F2 > 0. Un conjunto de los puntos (x, y, 2) € G, para los cuales 
F'= c, de denomina, como ya sabemos, superficie de nivel de la función F (véase el 
p- 19.0). 

De este modo, el gradiente Y F = (Fy, Fy, F,) en el punto (xo Po, Zo) de la su- 
perficie de nivel F(x, y, 2) = € está orientado a 10 largo de la recta normal a dicha 
superficie en el punto (Xy Yo z). En Otras palabras, el gradiente de la función es or- 
togonal a la superficie de nivel (es desir, es perpendicular al plano tangente a la su- 
perficie de nivel en el punto que se considera). 

Hemos demostrado la existencia del plano tangente en un punto no singular per- 
tencciente a una superficie continuamente derivable cuando esté fijada fa represen- 
tación de la misma. Surge una cuestión: ¿qué será, si pasamos a otra representación 
de esta superficie? Ante todo, ¿seguirá siendo no singular un punto no singular, y, 
un punto singular, singular? Resulta que sl. 

Demostrémoslo. Sean r(u, v), (u, v) € Dy p (uy, vi), Wy, v,) € D, dos represen- 
taciones de una misma superficie continuamente derivable. Por cuanto el paso'de 
cualquier representación de una superficie continuamente derivable a otra represen- 
tación suya se realiza por medio de la aplicación regular, existe tal aplicación regular 


u = plu, v) 


(50.14) 
v= elu») AN 


de La región cerrada D sobre otra región cerrada D, que para todos los puntos (u, 
v) € D resulta ser válida la igualdad 
rtu, v) = plotu, Y), yi, Y) (50.15) 


En este caso según lo demostrado más arriba, el jacobiano de la aplicación ($0, 14) 
nunca se reduce a cero en la región cerrada D: 


30. _ Je o! 
AS 
Al derivar la identidad (50.15), obtendremos 


Tu= PuPu + aby 


| +0, (unen. 


(50.16) 


Fy = PyPu + VPs 


Por consiquiente, un par de vectores ,,, P,, Së transforma en otro par de vecto- 
res ru. r, con ayuda de una matriz regular 


lest 
Pd 


Por ello, para el punto dado (u , v) los vectores r,r, serán linealmente independien- 
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tes, si, y sólo si, son linealmente independientes los vectores p,,,p,, en el punto (u, 
vı) obtenido del punto (u, v) con ayuda de la aplicación (50.14), con la particulari- 
dad de que en el caso de su independencia lineal el plano de los vectores r, y 1, coin- 
cide con el de los vectores p,,, Y Py,- 

Así pues, un punto (para la representación dada) no singular (singular) de una 
superficie continuamente derivable será también no singular (singular) para otra 
representación de la superficie citada , y un plano, tangente a la superficie en un 
punto no singular para una representación de la superficie, será tangente también 
para otra representación de la misma . 

Definición 16. Una superficie continuamente derivable privada de puntos singu- 
lares, se llama superficie suave. 

De acuerdo con lo demostrado más arriba, para comprobar que la superficie da- 
da es suave, basta convencerse de que la misma cuenta con una representación con- 
tinuamente derivable y para esta última no hay puntos singulares. 

Conviene fijar la atención en que las funciones vectoriales 7, y r, de la superficie 
suave S = (r(u, v), (u, v) € D) no sólo son continuas en la clausura de la región D, 
sino, de conformidad con la definición, no son colineales en esta clausura D. En 
otras palabras, para la superficie suave (30.7) en todo punto de la región cerrada D 
se cumple la desigualdad 


1% 5,00. 


OBSERVACIÓN. De las fórmulas (50.16) proviene que 
E ERAS AS 
A X Pr) O X pu) E 


On X Pn) 


Por cuanto, para las transformaciones admisibles de los parámetros (50.14), el 
jacobiano E nunca se reduce a cero en D, de la fórmula obtenida se deduce 
que los productos vectoriales £, X 7, y P, X p, en el punto dado de la superficie 
pueden reducirse a cero, si sólo se reducen Simultáneamente. Pero, se ha notado que 
la condición necesaria y suficiente para que el punto dado de la superficie, para la 
representación dada de la superficie r(u, v), sea no singular es que el producto vec- 
torial, x r, en dicho punto sea distinto de cero. De este modo hemos demostrado 
una vez más que un punto no singular (singular) de la superficie será el mismo tanto 
para una representación de la superficie, como para la otra. 
cicios. 3. Fórmense las ecuaciones de un plano tangente y de una normal a la superfi- 
luv, y=10 + z = 40 — Y enel punto MG; $; 7). 

'4. Trácese a la superficie xyz = 1 un plano tangente que sea paralelo al plano 
x+y+z am O(a = cons). 


i a 
3. Demuésres que todos los planos tangents de la superficie z = 2) ura 
función derivabie arbitraria) pasan por sl origen de coordenadas. | “ę 


ce 
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6. Demuéstrese,que todos los planos tangentes, trazados a la superticie x = u cos v, 
y= usenv,z = au + SO) = const, fes una función derivable arbitraria) en todo punto 
de su línea coordenada y = € (c = const), pasan a través de la recta fija. 


50.5. PRIMERA FORMA CUADRÁTICA DE UNA SUPERFICIE 

Fijemos una representación 7 = r(u, v), (u, v) e D, de la superficie suave dáda 
y analicemos un plano tangente a la superficie en alguno de sus puntos. Según 
hemos visto, los vectores r, y 7, forman en dicho plano una base, Los vectores, dis- 
puestos en el plano tangente, los designaremos por el símbolo dr, y sus coordenadas 
respecto de la base r, y 7,, por du y dv”). De este modo, 

dr = rqu + rdv. 

Hallemos el cuadrado de la longitud de un vector, dispuesto en el plano tangen- 
te, expresándoloen términos de las coordenadas de la base natural 7, y ry (en el ál- 
Bebra lineal esta expresión se denomina, comúnmente, forma métrica principal del 
espacio en consideración, en el caso dado, de un plano) 

ldri2 = (rdu + rdv? = ridu? + 21,1 dudv + ridv?. 
Introduzcamos las designaciones 
ar, Farg, Gu 


(50.17) 


entonces 
ldrl? = E du? + 2F du dv + Gdv?. (50.18) 


Definición 17. Una forma cuadrática Edu? + 2F du dv-+ G dv? se denomina 
primera forma cuadrática de la superficie *”. 

Veamos cómo varia pasando a la otra representación de la superficie (véanse las 
fórmulas (50.14)). Como se sabe (véase (50.16)) en este caso lus bases en el plano 
que se considera se transforman con ayuda de una matriz 


lo sl 

e V 

Por consiguiente, las coordenadas de los vectores se transforman con ayuda de una 
matriz transpuesta, es decir, de la matriz de Jacobi 


ls 


* Esta designación es bien natural, pues si un vector en el plano tangente es tangente a 
cierta curva (50.8) en la superfície, entonces, al elegir adecuadamente el parámetro, el vector 
dr será una diferencial del vector (50.8) y, por lo tanto, para êi se verificará la igualdad (50.9): 

+9) El hecho de que la forma cuadrática en consideración se denomina primera se debe a 
que existen también otras formas cuadráticas relacionadas con la superficie. El estudio de és- 
tas sale de los márgenes de este libro. 
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Al designar mediante A la matriz de la primera forma cuadrática (50.18) para la 
representación de la superficie 7 = r(u, v), y mediante A ,, para la representación 
P= plu, Y), es decir, 


EF 
= E=r, =r, =ar, 
a ll pP h, Farro Car, 


entonces, según se sabe por el curso del álgebra lineal, para la primera forma 
cuadrática de la superficie, al igual que, en general, para cualquier forma cuadráti- 


ca, 
A= JAJ, 


donde con J* está designada la matriz transpuesta respecto de la matriz de Jacobi J, 
De aquí, para los determinantes correspondientes 


E FJa jE F, 
F ol” IF 6, 


EG — F? = (EG, ~ F}) [YD 
161 = F} 
w, v) 


E 


Ya h 


o bien 
(50.19) 


Ha de notarse que en virtud de la propia definición, la primera forma cuadrática 
es definida positiva (en efecto, si du? + dv? > 0, es decir, si dr « O, entonces 
dei? > 0) y por esta razón su discriminante es positivo: EG — F? > 0, Estando 
Ausentes los puntos singulares, se verifican las desigualdades, + O, r, # 0, por lo 
cual, de la definición de coeficientes E y G (50.17)_proviene inmediatamente que 
E>0yG6>0, 

Si se conoce la primera forma cuadrática de una superficie, podemos resolver 
(sin disponer de la ecuación de la superfície y sin conocer las formas de la misma), 
toda una serie de problemas concernientes a ella, por ejemplo, hallar las longitudes 
de las curvas dispuestas en la superficie, como también los ángulos entre ellas, cal- 
cular el área de las partes de la superficie. La variedad de todas las propiedades de la 
superficie que pueden establecerse, partiendo sólo de la primera forma cuadrática, 
se denomina geométra interior de la superficie. Pasemos precisamente a la conside- 
ración de los problemas similares. 


Ejercicios. 7. ¿Cuál de las siguientes formas cuadráticas puede servir de primera forma 
cuadrática de ciena superficie; a) dul + Mudy +dv?; b) du? + Gdudy + 9dv3; 
€) du? ~ Gdudy + 13dv*, d) du? + 2dudv — dv, 
8. Hállese la primera forma cuadrática de un helicoide (superficie helicoidal) 
x= Ucosy, y = usenv,z = av + f(u) (a = const, f es una función derivable arbitraria). 
9. Demuéstrese que la primera forma cuadrática de una superficie de revolución es redu- 
cible ala forma du? + G(u)dv?. 
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30.6. CURVAS EN UNA SUPERFICIE. CÁLCULO 
DE SUS LONGITUDES Y DE ÁNGULOS ENTRE ELLAS 


Examinemos una curva continuamente derivable (50.8) dispuesta en la superficie 
dada (50.7). Supongamos que las longitudes de los arcoss = s(£) en la superficie se 


calcula en el sentido de crecimiento del parámetro, es decir, que Si > 0. Según se 
sabe (véase el p. 57 = | |. de onae as = ldrl, por consiguiente, véase 
(50.18), 


ds? = ldrl? = dr? = E du? + 2Fdudy + Gdv?, 


ds du? dudv dv yz 
F" (E iria ey. 


De este modo, para la longitud L de la curva (50.8) obtenemos la fórmula 


» 
L= f EE) + Pian o (£ya. 
di dai 7 


Pasemos ahora al cálculo de los ángulos entre las curvas en una superficie, 

Definición 18. Si dos curvas se cortan en cierto punto, el ángulo entre ellas en el 
punto citado será aquel que está formado por sus tangentes en el punto mencionado 
(si es que existen). 

Supongamos que dos curvas suaves, dispuestas en la superficie en consideración, 
se cortan en cierto punto. Designemos las diferenciales de sus representaciones en 
dicho punto mediante dr y ôr, respectivamente, y los coeficientes de las descomposi- 
ciones según los vectores 7, y 7y, mediante du, dv y Bu, dv, respectivamente; en este 
caso 


por eso 


dr = rdu + rdv, 

ör = rju + rv. 
Por eso, si p es el ángulo buscado entre las curvas, es decir, el formado por los vec- 
tores dr y dr, entonces 


der Edubu + Fídubv + dvu) + Gdvbv 
cose ia 7 VEGA 2Faudv + Gav! V Ebu? + Fousy + GOV? — 


Ejercici 


. 10. Demuéstrese que para que las u-líncas y v-líneas coordenadas en una su- 
sean ortogonales, es necesario y suficiente que en todo punto de la superficie se verifi- 
que la igualdad F = 0. 

11, Hállse el ángulo entre las curvas y = 2, y 
forma cuadrática du? + dv?. 


— 2uen una superficie con la primera. 


254 $ 50. Elementos de la teoría de superficies 


50.7. AREA DE UNA SUPERFICIE. 


Supongamos que la representación continuamente derivable r(u, v) de la super- 
ficie suave en consideración S se ha definido en la cleusura D de la región cuadrable 
D. Examinemos la partición 7; del plano de variables u y v en cuadrados de cierto 
rango k. Por cuanto del carácter cuadrable de la región proviene el carácter acotado 
de ésta, la región cerrada Dresultará cubierta por un número finito de cuadrados de 
rango k. Numeremos de uno u otro modo todas las intersecciones no vacías de estos 
cuadrados con la región cerrada D y designémosias mediante X,, i = 1,2, ... , iq 
Entonces A 

r=(X,:X,=00D+*9,067,) 


forma la partición de la región cerrada D (véase la definición de la partición en et 
P. 43). 

Examinemos los conjuntos X, que representan en sí cuadrados cerrados comple- 
tos dispuestos en la región D (siendo suficientemente menuda la finura de la parti- 
ción r, tales conjuntos no vacios X, siempre existen; ¿por qué?). Denotemos con 
T(9D) la totalidad de todos los conjuntos mencionados X; (compárese con el 
p. 4.0. 

Elijamos un cuadrado cualquiera X, € r (3D) (fig. 214). Sea h la longitud de su 
lado y sea P, uno de sus vértices. Entonces, al pasar del vértice P, a los vértices veci- 
nos, el radio vector r(u, v) adquirirá (con exactitud de hasta los infinitésimos de or- 
den superior que h).los incrementos iguales en valor absoluto a los números Ir, Al y 
Ir), respectivamente, pues 

riu + h, v) = rlu, v) = ryh + olh), 
riu, v + h) = rlu, v) = ryh + ofh). 


Al determinar el área de la superficie, sustituyamos las imágenes de los cuadra- 
dos X; € (8D) por los paralelogramos rectilineos construidos a partir de los vecto- 
resr,h y r,h (fig. 215). Hallemos el área de tal paralelogramo. Al designarla con 
åo, obtendremos 


da= irh xr hlp = lr, X rph = rr pa 
Las funciones z, y r, son continuas en la región cerrada cuadrable D, por lo cual 
Jim, agm || Ir xr,idudv, (50.20) 
t ia i 


donde 5, significa, como siempre, la finura de la partición 7. Evidentemente, la con- 
dición de que la finura de la partición 5, tiende a cero es equivalente a que los rangos 
k de las particiones del plano en cuadrados, de las cuales hemos partido, tienden ha- 
cia:el infinito. 
Para demostrar la validez de la igualdad (50.20), basta observar que, siendo ele- 
gidos arbitrariamente los puntos P,e X€ 1, i = 1,2, ... , se verifica la igualdad 
b 


Jn, > da = lim, E iux nipe = $ lr, x r,Idudv. 
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Fig. 214 


Efectivamente, en primer lugar, el límite de las sumas integrales de una función 
integrable no depende de la elección, en el caso dado, de los puntos P; € X,€7, Y, 
en segundo lugar, la omisión en las sumas integrales de los sumandos, correspon- 
dientes a los conjuntos X; € 7 que no figuran en 7 (D), no influye, como se sabe (vé 
ase el p. 44,3), en la magnitud del límite de sumas integrales, en nuestro caso, en la 
magnitud del límite (50.20). 

Definición 19. El límite (50.20) lleva el nombre de área o medida y de la super- 


Jicie S: 
selm, Y, e 
.-0 roo) 


Para calcular el área de la superficie, de (50.20) se obtiene inmediatamente la 
fórmula 


„S= pi Ir, X r,ldudv. (50.21) 


Escribámosla en otra forma, expresando el integrando en términos de los coefi- 
cientes de la primera forma cuadrática. Diremos, ante todo, que para cualesquiera 
vectores a y b son lícitas las fórmulas 


lax bl = lal Ibl senád, 
ab = lal 161 cosáb, 


Fig. 215 


256 $ 50. Elementos de la teoría de superficies 


donde db es el ángulo formado por los vectores a y à. Elevemos al cuadrado y sume- 
mos estas fórmulas: 
la x bl? + lab]? = ab? 


De aquí se deduce que 


ixr Uri, y = EG- FI, (50.22) 
por lo cual la fórmula (30.21) puede escribirse también asi: 
S= VEG- Fidudv. (50.23) 


A veces, para abreviar la notación, la expresión VEG — F!dudo se designa por el 
símbolo dS: 
ds = VEG- Fidudv; (50.24) 


y se llama elemento del área. Aplicando esta designación, podemos escribir la fòr- 
mula (50.23) en la forma. 
as= ff ds. 
G 


Mostremos que la magnitud del área de una superficie no depende de la elección 
de su representación (en este caso se consideran sólo las representaciones dadas en 
las regiones cerradas cuadrables). Pasemos a otra representación p = p (u, v) dela 
superficie continuamente derivable dada, la cual viene dada en la clausura D, de la 
región cuadrable D, y, por consiguiente, para la cual la transformación (50.14) de 
los parámetros u, v en los 4, v, es una aplicación regular de D sobre D. 

En el nuevo sistema de coordenadas consideraremos la integral 


“S= VEO, -~ Fidu,dv. 


Para compararla con la integral (50.23), realicemos el cambio de variables (50.14), 
lo que es posible, puesto que todas las premisas del teorema 2° del p. 46.2 están en 
este caso cumplidas, A) utilizar (50.19), obtendremos 


45,= [| VE = Fauan = 


EA 


= jj VEG- Fidudy = uS. 


De este modo, efectivamente, la magnitud del área de una superficie no depende 
de cómo se elige su representación. 

Hallemos la expresión para el área de una superficie que tiene represantación 
explicita z = f(x, y), (x, y) € D. En este casou = x, y = y,0 = (07,103), 
por lo tanto (véanse las fórmulas (50.11), 

P= OS) r= OL, 
Esriei+f Farg, =S fy (50.25) 
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O=ri=1+ £,EG-F=(01+£IM1+SD 


ARI RA aS = |j VEET Tiddy. 
(50.25) 
12. Demuéstrese que el área de una superficie de revolución, definida en el 


coincide con el área de esta superficie, definida en el punto presente, 
13; Hálene el perimetro y los ángulos interiores de un triángulo curvilineo dispuesto en 
la superficie con la primer forma cuca du? + (u? + aè)dv? y limitado por los arcos 


A = 5 0, v = Ia = const > O), 


14, Hillese el Área de un cusdrilitero curvliaco dispuesto en el Aalieoide x = u cosy, 
y = usen y,z = au (a = const) y limitado por los arcos de las curvas y = 0, u = y 
van 

15. En una superficie con la primera forma cuadrática du* + (u? + g?°)dv* cst. 
puesto un triángulo curvilineo limitado por los arcos de las curvas u = av, u = 
Y = 1, Hllese el área de este triángulo. 


50.8. ORIENTACIÓN DE LA SUPERFICIE SUAVE 


En este párrafo se supondrá que en un espacio siempre se elige el sistema directo 
de coordenadas rectangulares cartesianas, Esto significa lo siguiente. Sean /, j y k 
los versores de los ejes coordenados. Mirando desde el extremo del vector k en la di 
rección del plano xOy, concluimos que con el fin de hacer coincidir el vector con el 


J se debe giras el primero al ángulo. en el sentido contrahorario, En este caso suele 


decirse también que la terna ordenada de vectores 1, j, k está concordada según la 
“regla de sacacorchos”. Analíticamente esto significa que en el espacio de puntos 
(x, Y, z) se consideran sólo tales bases ordenadas e, e, e, que se obtienen de la base 


ordenada / = (1; 0; 0), j = (0; 1; 0), k = (0; 0; 1) con ayuda de las matrices que 
tienen determinante positivo (com más precisión, igual a + 1). De esta forma, si 
m= El + Cmaj + Cmk, m= 1,2,3, 


es una base que define el sistema directo de coordenadas, entonces 


En e Cn 
Ca tn eyf +1 
th Ca Cy 


Todas las definiciones y nociones que se introducen más abajo en este párrafo y 
que están relacionadas con las coordenadas vienen dadas con arreglo a los sistemas 
directos de coordenadas. 

Sea S una superficie suave (yéase la definición 16). Cualquier su representación 
vectorial r = r(u, v), (u, v) € D, es continuamente derivable y z, x r, + Oen la 
región cerrada D. 

Por consiguiente, en todo punto de la superficie S está definido el vector unidad 
a rxs, 

o PE, (50.26) 
Tr, xr 1 


17—6429 
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que es una función continua en D. Esta circunstancia se expresa brevemente dicien- 
do que en la superficie S existe una normal unitaria continua, a 

Definición 20. Toda normal unitaria continua y = »(u, v), (u, v) € D, de una 
superficie suave S = (ru, v); (u, v) e D) lleva el nombre de orientación de la su- 
perficie S. 

Evidentemente, si el vector » es una orientación de la superficie S, — » será tam- 
bién orientación de la misma superficie y es fácil mostrar que otras orientaciones no 
existen. 


Ejercicio 16, Demuéstrese que una superficie puede tener sólo dos orientaciones, 


Una de las dos orientaciones, » 6 — » (elegida arbitrariamente) se llama positiva 
y la otra, negativa. 

De este modo, el concepto de orientación positiva o negativa en este sentido no 
se determina univocamente por la propia superfície, sino depende de la clctción de 
su representación. Las orientaciones positiva y negativa de una superficie se llaman 
orientaciones opuestas de la misma. 

En lo que sigue, para concretar, como orientación positiva, para una superficie 
suave dada mediante la representación vectorial fija r = r(u, v), (u, v) € D, se to- 
marh siempre el vector (50.26). 

Subrayemos que la continuidad de la normal y se considera respecto de las va- 
lables u, y, y no respecto de las variables espaciales x, y, z. Si la superficie cuenta 
con puntos múltiples, puede ocurrir que en el punto de un espacio, portador de dis- 
tintos puntos de la superficie, pueden haber varias normales distintas. 

Cuando se requiere que, en la transformación regular de los parámetros u, v, la 
superficie conserve la orientación, se debe exigir adicionalmente que el jacobiano de 
tal transformación sea positivo. En efecto, para la transformación de los pará- 
metros 

u, = plu, v), 


v, = Vu, v) 


de las fórmulas (50.16), según lo hemos visto (véase la observación al final del 
p. 50.4), se deduce que 


y, por consiguiente, si el jacobiano BELY es positivo, o vectores nxn y 
P., X Pu están dirigidos hacia un mismo lado, y si es negativo, hacia los lados 
opuestos: 

De este modo, para las superficies con la orientación elegida, como transforma- 
ciones admisibles se considerarán aquellas transformaciones continuamente deri- 
vables cuyo jacobiano es positivo. 

La superficie $ con una orientación positiva se designará mediante S*, y con 
una orientación negativa, mediante $~. 

Subrayemos que cualquier superfici suave dada paramétricamente es siempre 
orientable, es decir, siempre tiene su orientación. 
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Fig. 216 


Definición 21. Una superficie que tiene fija una de sus orientaciones se denomi- 
na orientada. 

La definición de orientación, aducida anteriormente, no puede ser extendida, 
por supuesto, a las superficies no suaves. Como ejemplo de superficie no derivable 
en un punto, en la que ya no puede elegirse una normal continua, sirve el cono 


=V rF, ds, (50.27) 
En este caso la representación vectorial tiene por expresión: 
ry) = Rs 
por consiguiente 


s (o) 1 ta} 


x 4 y sik 
nxn Casa) irx le va 


x 
FY, 


n x » 

limi lim existe 14), 
Por cuanto los limites, lim, =p, lim, 7 7100 existen (apor qué?) 
entonces la normal unitaria 


+ (a atar) 


tampoco tiene limite para (x, y) — (0; 0). Por ello, en el cono (50.27) no se puede 
elegir una normal continua en D = ((k, y) :x2 + y < 03. 

Como ejemplo de superficie no suave $, en la que existe toda una línea a lo largo 
de la cual las normales, cualquier que sea su elección, sufren discontinuidad, sirve 
una parte del ángulo diedroexpuesta en la fig. 216. La línea mencionada en esta su- 
perficie es el segmento AB. 


50.9. PEGAMIENTO DE LAS SUPERFICIES 


La definición, aducida más arriba, de la superficie continua dada en la forma pa- 
ramétrica no abarca todo lo que interviene intuitivamente en el concepto de superfi- 
cie, Así, por ejemplo, podemos mostrar que la superficie de una bola no es portado- 
ra de ninguna superficie continua dada paramétricamente sin puntos múltiples. Por 


17° 
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otra parte, sería una complicación no justificada considerar que la superficie de una 
bola está provista de puntos múltiples. Existen varios procedimientos para vencer 
este inconveniente. Elegimos un procedimiento basado en el pegamiento de un nú- 
mero finito de superficies. El pegamiento de las superficies surge de un modo natu- 
ral en la resolución de los más sencillos problemas. Por ejemplo, es natural conside- 
rar la superficie lateral de un cilindro como resultado de pegar los lados opuestos de 
un rectángulo; la superficie total de un cilindro, como resultado de pegar su superfi- 
cie lateral y dos bases; la superficie de un cono, como resultado de pegar la superfi- 
cie lateral de éste con su base, etc. 

Pasemos a las definiciones precisas. Diremos que el borde (véase el p. 50.1) de la 
superficie S = {r = r(u, v); (u, v) € D) es una curva, si la frontera ôD de la región 
D es también una curva (con más precisión, portadora de una curva) 

ID = (ult), vN a < £ < b). 
En este caso el borde 3S de la superficie S puede considerarse como una curva: 
aS = (rlut), y); a < 1 < b). 

Definamos la operación de pegado de las superficies para aquellas superficies 
cuyos bordes son curvas. 

Sean dadas las superficies S, = (r,(u,, v); (up, v,) € D,) cuyos bordes ðS, son 
unas curvas, es decir, lo son las fronteras 32, de las regiones D;: 

umul) y= VAL), 9,<1,< dp 1=1,2,. 
Entonces los bordes 95, de las superficies serán las curvas 
V= Ir), VAD a; < 1, < b). 

Supongamos que para algunos pares (/, j), i, j= 1, 2,..., m, (e, se han dado un 
número finito de los segmentos [af,, bi] C [a,, b,], af, < bi, y de los segmentos 
la), b}lClaj bj), a&b}, k=1,2,..., m,=n,,, con la particularidad de que 
tanto los segmentos [a/,, b/,), como también los [añ 6/;] no tienen dos a dos pun- 
tos interiotes.comunes ni tampoco homeomorfismos y): (af, 64) — (af, b4), Ia- 
mados homeomorfismos de pegamiento. Además, en este caso, pará cualquier 
te laf, bij} tiene lugar el “pegado” 

rude), ved) = fu ted). veye. (50.28) 

Designemos mediante y $ una curva cuya representación es 

oru), VAD, ela, bil- 
Las curvas y% se llaman curvas de pegamiento o curvas a lo largo de las cuales se 


realiza el pegamiento . 
Es evidente que, en virtud de (50.28), la aplicación 


rfp e telah, bil. 
es también la representación de la curva y(¡, pues los homeomorfismos y; repre- 
sentan en sí una transformación admisible del parámetro para la curva y. 
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Supondremos, además, que para j” + j los segmentos 
tab, 051 y laf,dll, k=1,2 nyp 1=1,2 


sny 


no tienen puntos interiores comunes y, por consiguiente, todo extremo del segmen- 
to [af, bf] puede pertenecer, además, a lo sumo a un segmento [a/;., biy ]. Esta 
condición significa que toda curva de pegamiento y es una parte sólo de dos cur- 
vas, Y; Y Yj, que forman los bordes de las superficies S, y Sy. 

Las superficies S, y S se llaman adyacentes, si se pegan por lo menos a lo largo 
de una curva y. El sistema de homeomorfismos de pegamiento p f se denomina co- 
nexo, si para cualesquiera superficies S, y S, del sistema en consideración existen en 
él tales superficies Si» Sip» ++» Sy» QUE Sh = Sp, S = S, y cada superfi- 
cie S}, es adyacente respecto de S; „,, es decir, se ha con ésta a lo largo de 
una o varias curvas con ayuda de los homeomorfismos de pegamiento correspon» 
dientes pyy,, 92d 2 0 0 Le 

Definición 22, Un sistema de superficies Sy, Sy... , Sm COn el sistema conexo de 
homeomorfismos de pegamiento y!) se llama superficie pegada de las superficies 
Sy» +»: » Sp a lo largo de las curvas y y se designa mediante S = (5). 

Esta definición, a pesar de ser formalmente engorrosa, tlene, evidentemente, un 
significado geométrico muy simple, Hablando metafóricamente, la superficie pega- 
da $ = (S) representa en sí las superficiés S,, ... , Sy, ciertos pares de las cuales Sp, 
3, tienen identificados (pegados) los puntos que se disponen en las curvas y y se 
aplican uno en el otro en los homeomorfismos y, en lo que precisamente consiste 
la condición de pegamiento (50.28). Indudablemente, como ya se ha indicado, se su- 
pone, además, que de cada superficie S, se puede pasas, realizados un número finito 
de pasos, a otra superficie cualquiera S,, cada vez pasando de una cierta superficie a 
otra adyacente, 5 

Si S = (S,) es una superficie pegada, la totalidad de todos los arcos, que repre- 
sentan tales partes de las curvas 35, que ningunos puntos de las partes indicadas, a 
excepción, quizás, de los extremales, se pegan con los puntos de otras curvas d5,, se 
denomina borde 95 de la superfície pegada S. 

Se puede mostrar que reuniendo de modo adecuado las partes citadas de las cur- 
vas 95,, pertenecientes al borde 35 de la superficie $ = (S/), podemos obtener un 
número finito de curvas cerradas (contornos). En Otras el borde de una su- 
perficie pegada consta de un número finito de contornos cerrados. 

Como ejemplo de pegamiento de las superficies puede servir el pegamien! 
obtener una esfera x? + y? + z? = 1, de dos semlesferas z = VI — x7 — y? y 
z= — Vi = x? — y9,x? + y? < 1,2lolargo de su borde, es decir, a lo largo de 
la circunferencia x? + y? = 1, z = 0. Al definirla ecuación deesta circunferencia 
en la forma paramétrica 


x= cosf, Y =sent, 2=0,0<1<2x, 


para 


a titulo de homeomorfismo de pegamiento p: [0, 2x] — (0, 2x] podemos tomar la 
aplicación idéntica del segmento (0, 2x] sobre sí mismo. 

Con ayuda del pegamiento de las superficies suaves se puede dar la noción de su- 
perficie suave a trozos. 
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Definición 23. Una superficie S = [S/), obtenida pegando las superficies suaves 
St: + Sm» Se llama superficie suave a trozos. 

¡Como ejemplos de superficies suaves a trozos pueden servir la superficie de un 
cilindro circular, la de un paralelepipedo. Entre tanto, un cono recto circular (50.27) 
no puede ser dividido en un número finito de partes suaves pegadas, razón por la 
cual no es una superficie suave a trozos en el sentido de la definición 23. La opera- 
ción de pegamiento de las superficies puede generalizarse de un modo tal que, con- 
servándose intacta la definición de superficies suaves a trozos para tal operación ge- 
neralizada de pegamiento, en la clase de las superficies suaves a trozos ya se 
incluirán también las superficies cónicas. No nos detendremos en esto dejando a 
cargo del propio lector de hacerlo, en caso de necesidad. 


50.10. SUPERFICIES ORIENTABLES Y NO ORIENTABLES 


Nuestra tarea inmediata consiste en dar la definición de orientación para las su- 
perficies, pegadas de unas superficies que se dan en la forma paramétrica. 

La definición de la orientación eligiendo una normal unitaria continua en la su- 
perficie resulta en el caso dado incómoda, incluso cuando los puntos múltiples estén 
ausentes y la continuidad de la normal se entienda como si dependiese continuamen- 
te de los puntos del espacio (y no de los parámetros de las superficies que se pegan). 
Esto se debe a la perturbación eventual de la suavidad de la superficie en aquellas 
curvas a lo largo de las cuales se realiza el pegamento. 

Por ejemplo, una parte de la superficie del ángulo diedro expuesta en la fig. 216, 
puede considerarse como resultado de pegar dos rectángulos iguales. Al tender por 
distintas caras hacia el mismo punto en la arista de dicho ángulo, obtendremos dis- 
tintos limites de las normales unitarias correspondientes. Más abajo se dará tal defi- 
nición de una superficie orientable, en términos de la cual la superficie citada será 
orientable. 

Observemos que incluso cuando el “procedimiento suave” se use para pegar las 
superficies'(es decir, cuando para toda curva, a lo largo de la cual se realiza el pega- 
miento, podemos elegir, en cualquiera de sus puntos, una normal unitaria de modo 
tal que fuera ésta el límite para las normales unitarias, clégidas de modo adecuado 
en el entorno del punto citado, de dos superficies que se pegan) las superficies pega- 
das pueden adquirir nuevas peculiaridades cualitativas; a diferencia de las superfi- 
cies dadas en la forma paramétrica, en el caso dado no siempre en toda la superficie 
puede elegirse una normal unitaria continua. Como ejemplo de tal superficie sirve la 
así llamada cinta o.banda de Möbius *, la cual puede obtenerse de una tira rectan- 
gular de papel ABCD que se tuerce una vez alrededor de su eje de simetría MN, pa- 
ralela a los lados BC y AD, después de lo cual se pegan las aristas AB y CD 
(fig. 217). Verdad es que, empleado tal procedimiento, la cinta de Möbius se ob- 
tiene como resultado de pegar la superficie con sí misma. No obstante, no es dificil 
obtenerla también pegando, de conformidad con la definición 22, dos rectángulos 
ABEF y FECD (véase la fig. 217). 


* A. F. Mobius (1790—1868), matemático y astrónomo alemán. 
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Una de las peculiaridades características de la cinta de Möbius consiste en que 
ella tiene sólo una “*cara””: es imposible, como, por ejemplo, en el caso de la superfi- 
cie lateral de un cilindro, pintarla de rojo un lado y de azúl, otro lado, Además, en 
la cinta de Möbius no puede elegirse una normal unitaria que fuera una función 
continua de un punto del espacio. 

Todos los razonamientos aducidos hacen naturales las tentativas de ofrecer tal 
definición de orientación de una superficie, para la cual las superficies del tipo, por 
ejemplo, de la superficie de un paralelepipedo resultarían orientadas, y las superfi- 
cies del tipo de la cinta de Möbius, no orientadas. 

Prestemos atención a que la cinta de Möbius puede ser un pordador de una su- 
perficie suave, dada paramétricamente, con puntos múltiples y esta superficie, al 
igual que cualquier otra superficie suave dada paramétricamente, será orientada. 
Por supuesto, esto no tiene nada que ver con el carácter no orientado de la propia 
cinta de Möbius. 


$0.11. SEGUNDO ENFOQUE DEL CONCEPTO DE ORIENTACIÓN 
DE UNA SUPERFICIE 


Pasemos ahora a la descripción de otro enfoque del concepto de orientación que 
se basa en el pegamiento de las superficies cuyos bordes son unas curvas. Sea 
S = {r = ru, v); (u, v) e D} una superficie suave cuyo borde está constituido por 
una curva. La orientación positiva de la curva 3D = (u(£). vU); a < b < b) (es 
decir, la orientación contrahoraria en el plano u, v con el sistema directo de coorde- 
nadas) engendra, en virtud de la aplicación r(u(£), v(0)), a < 1 < b, una orienta- 
ción bien determinada del borde 3S de la superficie $. Esta orientación del borde 45 
de la superficie $ se llama concordada con la orientación 


EA 
A tA 


ETA] 


(véase la definición 20) de la superficie S. 
El carácter natural de dicha definición puede aclararse del modo siguiente. Con- 
sideremos una superfície dada explicitamente S: z = f(x, y), (x, y) e D. Para ella 
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(véase (30.10), (50.11) y (50.26)) 
Le PA 1 
E ( MALA mAn) 
A 1 

r» te, (P, k) = >0, g 
Foroni oP D e pr de el vector de la normal 
» forma con el eje Oz un ángulo agudo y, por eso, está concordado con la orienta- 
ción positiva del bórde 35 de la superficie S según la regla de sacacorchos: la orien- 
tación del contorno ðS corresponde al sentido de rotación de la manija del saca- 
corchos y la dirección de la normal », al movimiento del propio sacacorchos (véase 
la fig. 218). 

Evidentemente, si la orientación » de la superficie suave en consideración S está 
concordada con la de su borde ôS, entonces la orientación ~» queda concordada 
con la orientación opuesta de la curva 3S. De este modo, la definición de la orienta- 
ción » de una superficie suave es equivalente a la definición de la orientación de la 
curva 3S que es el borde de la superficie. Por eso el borde orientado 3S de la super- 
ficie suave S lo llamaremos, al igual que la normal unitaria continua », orientación 
de la superficie $. 

Para una superficie no suave, dada paramétricamente, cuyo borde está consti- 
tuido por un contorno, su orientación puede considerarse como la definición de 
partida para la orientación de la propia superficie. Sean S, y S dos superficies 
Suaves cuyos bordes son unas curvas y supongamos que estas dos superficies están 
pegadas (en el sentido de la definición 22) a lo largo de las curvas 7, ... , Yap, QUE 
constituyen las partes de los bordes de las superficies S, y S}. Las orientaciones ôS, 
y 95, de las superficies $, y S; se denominan 7 que cada una de 
ellas engendra en las curvas y, ... , Ym QUe se pegan las orientaciones opuestas. 

Definición 24. Una superficie S, pegada de las superficies S}, + Sm, Se deno- 
mina orientable , si existen tales orientaciones 3S, ... , 3 Sm de los contornos de las 
superficies Sy, ... y Sm que para cualesquiera dos superficies adyacentes S; y S, sus 
orientaciones 95; y 95, están concordadas.. 

La totalidad de tales orientaciones, si es que existe, se llama orientación de la su- 
perficie S. 

Si la totalidad mencionada de orientaciones 35,no existe, la superficie $ se llama 
no orientable. 
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Fig. 219 


SIS, ... , Ð Sp es la orientación de la superficie S = {S}, la totalidad de orien- 
taciones opuestas es también una orientación de la superiicie $, llamada orientación 
opuesta respecto de la dada. 

Se puede mostrar que si la superficie $ es orientable, ella no tiene ningunas 
orientaciones a excepción de las dos orientaciones mencionadas, Una de las dos 
orientaciones existentes (no importa cuál sea) se llama, comúnmente, posi » y la 
otra, negativa. 

Por analogia, con el caso examinado antes en el p. 50.8, una superficie orien- 
table que tiene fija una de sus orientaciones se denomina orientada. Además, 
aquella de las superficies orientadas, cuya orientación se ha llamado positiva, se 
signa con $+, y la superficie de orientación opuesta, con S- 

El borde de una superficie pegada orientada $ = (S), como todo borde de la su- 
perficie pegada, se compone, de acuerdo con lo dicho anteriormente, de un número 
finito de contornos cerrados. Cada uno de estos contornos, a su vez, representa una. 
reunión del número finito de curvas, cada una de las cuales forma parte de uno de 
los contornos 3S;, a saber, una parte tal que todos los puntos suyos, a excepción, 
quizás, de los extremos, no se pegan con los puntos de los otros bordes 3S), Por es- 
ta razón, la orientación concordada dada de la superficie orientable pegada S = {S} 
engendra determinadas orientaciones (es decir, los órdenes de los puntos) en las cur- 
vas mencionadas. Se puede mostrar que dichas orientaciones, tomadas juntas, cor 
tituyen las orientaciones de todos los contornos que integran el borde 95 de la su£ 
perficie pegada S. La totalidad de estas orientaciones de los contornos que compo- 
nen el borde S de la superficie S lleva el nombre de orientación de dicho borde en- 
gendrada por la orientación dada de la superficie $, o, que es lo mismo, concordada 
con ella. 

Prestemos atención en que en la definición 24 de la orientación de una superficie 
ni siquiera se suponia la derivabilidad de las superficies a pegar S}, 

si 
ra prefijar su orientación, se pueden elegir en cada superficie Sy, -.. + Sm 
les unitarias continuas de una manera tal que las orientaciones 3S; de los bordes de 
las superficies S,, concordadas con dichas normales, sean concordadas entre sí en el 
sentido de la definición 24, es decir, que representen la orientación de la superficie S 
(véase la fig. 219). 
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Fig. 220 


Para enterarse, con tal modo de dar la orientación, de si coinciden o no dos 
orientaciones, es suficiente recurrir tan sólo a un punto arbitrario; si las normales 
coinciden en dicho punto, coinciden en tódo punto, siempre que, naturalmente, 
existen; si en el punto mencionado las normales no coinciden, es decir, son opues- 
tas, serán opuestas en todo punto, pues, como lo hemos indicado más arriba, exis- 
ten sólo dos orientaciones de la superficie dada. 

Sin embargo, en el caso de una superficie suave a trozos ya no podemos introdu- 
cir la noción de orientación positiva, haciendo uso de las representaciones dadas de 
las superficies suaves a pegar y tomando en éstas normales unitarias según la fórmu- 
la ($0.26), puesto que estas orientaciones pueden ser no concordadas. Por ello, 
cuando se trata de las superficies suaves a trozos, se debe especificar cada vez qué 
precisamente se sobreentiende en el caso concreto por superficies orientadas S* y 
$” dela superficie dada S. 

Se puede mostrar que cualquier superficie suave a trozos que constituye la fron- 
tera de cierta región del espacio tridimensional es orientable. En este caso una de las 
orientaciones se compone de las normales unitarias dirigidas de la superficie al inte- 
rior de la región Qas asi llamadas normales interiores), y la otra se compone de las 
normales unitarias dirigidas de la superficie al exterior de la región (las así llamadas 
normales exteriores). Como ejemplo de tal superficie interviene una esfera. En cali- 
dad de su orientación pueden tomarse, por ejemplo, las normales unitarias dirigidas 
alo largo del radio desde un punto de la esfera hacia el centro (fig. 220). 

+ Como ejemplo de superficie no orientable (en el sentido de la definición 24) sirve 
la cinta de Möbius.. 

"A veces las superficies orientables suaves a trozos se llaman, además, superficies 
bilaterales: tienen dos “caras” correspondientes a dos elecciones de las normales 
unitarias que prefijan dos orientaciones suyas. Correspondientemente, las superfi- 
cies no orientables se denominan unilaterales. El empleo de este término se ha expli- 
cado con el ejemplo de cinta de Möbius en el p. 50.10. 

No nos detendremos aquí en los razonamientos matemáticos concernientes a la 
demostración de las afirmaciones enunciadas. Esto requeriría el empleo de métodos 
cuyo estudio sale de los márgenes de este curso. Las afirmaciones generales enun- 
ciadas más arriba sin demostración no se usan, en esencia, en la exposición ulterior, 
Cuando, en lo sucesivo, se trate de un caso concreto, se puede indicar siempre cuál 
precisamente orientación se considera. 
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Ejercicios, 17. Demuéstrese que el cilindro recto circular representa una superficie suave 


A trozos sin borde. 
18, Sean dados el vector y y la curva y = folu), a < u < Bl. 
Una superficie, dada mediante la representación de la forma 
r=r(u, Y) Sput v, aL UGD, c<v<d, 
lleva el nombre de superficie cilíndrica S on la generatriz y y una directriz paralela al vector r. 
Demuéstresc que si la curva y es suave a trozos, la superficie S será también suave a tro- 
208, 


$ 51. INTEGRALES DE SUPERFICIE 


En este párrafo y en los que siguen se considerarán sólo las superficies definidas 
por las representaciones paramétricas y, además, aquellas que sòn suaves (véase la. 
definición 16 en el $ 50) y suaves a trózos (véase la definición 23, en el $ 50). 


51.1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES 


DE SUPERFICIE 
Sea dada una superficie suave S, con la particularidad de que 
r = rlu. y) = (x= x(u, v), y= y(u, v), 


z =z (u, v); (u, v) e D) (51.1) 
es su representación, con más precisión, representación continuamente derivable sin 
puntos singulares, D es una región plana cuadrable y, como siempre, E, G y F son 
los coeficientes de la primera forma cuadrática de la superficie S. Supongamos, 
luego, que en el conjunto de puntos r(u, y) de la superficie S está definida la fun- 
ción 6, es decir, la función Pfu, v)) = Sl, v), y(u, v), z(u, v)). A veces la 
función 6 se denotará también mediante $(x, y, z) (compárese con el p. 47.1). 
Definición 1. Una integral ijec. y, 2)4S se determina por la igualdad (véa- 

se (50.24)) 

Jj + das = |] Ditu, v), ytu, v), ztu, v) VEG = Fidudv. (51.2) 

E G 


Ésta se llama integral de superficie de primera especie. 

Con ciertas restricciones impuestas en la función $ la integral (51.2) existe, Asl, 
por ejemplo, existe para toda función $, continua en la superficie suave S = [r(u, 
v), (u, v)e D), es decir, para la función P(r(u, v)), continua en la región cerrada 
cuadrable D. Efectivamente, en este caso, de acuerdo con la definición 1, la integral 


jf +.» das 
$ 


se reduce a una integral de la función continua en D, la cual, como se sabe (véase el 
p. 44.4), existe. Las condiciones más generales de existencia de la integral de super- 
ficie de primera especie pueden obtenerse de las condiciones correspondientes de 
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existencia de las integrales múltiples (véase el p. 44.4), aplicadas a la integral que fi- 
gura en el segundo miembro de la igualdad (51.2). 

Supongamos, para simplificar, que la función ® es continua en la superficie 
suave Sy seno = plu vp = (olup y), VU y xuy, y) ota representación 
de esta superficie; dicha representación viene dada en la clausura D, de la región 
cuadrable D, y para ella la transformación (50.14) de los parámetros u, v en u Y, 
es biunivoca y continuamente derivable en D, y, además, su jacobiano en Des dis- 
tinto de cero. Si E, F, y G, son coeficientes de la primera forma cuadrática, corres- 
pondientes a dicha representación, entonces 


y POx(u, v), y(u, v), z(u, v)) VEG = Fidudy = 


= [fetan 7d. Hn ro DEE, = Far 6D 


Para convencerse de esto, es suficiente realizar el cambio de variables (50.14) en la 
integral que figura en el segundo miembro de esta igualdad y hacer uso de la fórmu- 
la (50.19). De este modo, la integral de superficie de primera especie no depende de 
cómo se elige la representación de la superficie. Las integrales de superficie de pri- 
mera especie se encuentran en varios problemas de las matemáticas y sus aplica- 
ciones. Por ejemplo, el área de una superficie (véase el p. 50.7) se expresa con ayuda 
de una integral de superficie de primera especie: si la función P(x, y, 2) es idêntica- 
mente igual a la unidad en la superficie S, la fórmula (51.2) se convierte en una que 
sirve para determinar el área 4 S de la superficie $ (véase (50.23): 


„S= y VX- Fidudv = 0) ds. 


Si d(x, y, z) es la densidad de cierta masa distribuida por la superficie S, enton- 
ces la integral (51.2) proporciona la magnitud de la masa de toda la superficie. 
Sean ahora, como siempre, /, j y k los vectores unidad coordenados, 


00 200 4 ua, 1 
TT) 


»=5/In, (51.5) 


con la particularidad de que, con arreglo a nuestras suposiciones, la normal » es 
continuamente prolongable a la frontera de la región D. 

La superficie S'en la que sc ha elegido la normal unitaria » se designara con S+, 
y la misma superficie con la normal elegida — », con S~ (evidentemente, » y ~ » 
son dos órientaciones de la superficie S). Bubrigemos que 34 y 57 se determinan 
por la propia superficie "con la exactitud hasta la orientación” y dependen de la 
elección de la representación de la superficie. 

Definición 2. Las integrales de superficie 


[f Poy 2dadxdy y [| dx, yyzldxdy, (51.6) 
E pd 
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llamadas integrales de superficie de segunda especie (para la representación dada de 
la superficie) se determinan según las fórmiulas 


Jj oa adray = [f ny, 2) ost Rds, 
3 s 


ff euyadaxdy= f] 90», 2) cost Las O 
$ $ 


donde (», k) y (— », k) son los ángulos entre los vectores », k y entre — r, k, res- 
pectivamente. 

Como base de esta definición se ha tomado un razonamiento intuitivo de que el 
elemento del área dS de la superficie dada (véase (50.24), multiplicado por el cose- 
no del ángulo que este elemento “forma” con el plano xOy, es igual aproximada- 
mente al elemento del área dxdy de este plano (fig. 221), como si se tratase de las 
áreas de una figura plana y sus proyecciones. 

Las integrales (51.6) se designarán mediante el simbolo común 


J| 90,» Daxd». (51.8) 


Dado que 67k) + t- %X) , porlo tanto, cos (= ssk) = — cos (fsk) 


de (51,7) obtenemos 
Jf or y.zdaxdy=- fj iy, z)dxdy. (51.9) 
s 5: 


Por analogía, con las integrales de superficie de primera especie, las integrales de 
superficie de segunda especie existen a ciencia cierta, si la función ® es continua en 
la superficie $. 

Por cuanto las integrales de superficie de primera especie no dependen de la 
representación de la superficie, las integrales de superficie de segunda especie (51.6) 
no dependen de cómo se elige la representación de la superficie orientada (en otras 
palabras, no dependen de cómo se elige la representación de una superficie que con- 
serva su orientación dada), pero, por supuesto, las integrales (51.8) dependen en el 
caso general, para la superficie $ y la función $ dadas, de la elección de la normal 
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continua » en la superficie, es decir, de la elección de la orientación de la superficie 
(véase 51.9). 

Obtengamos las fórmulas que sean cómodas para calcular las integrales de su- 
perficie de segunda especie. Demos a conocer previamente que de (51.4), (51.5) y 
(50.22) proviene que 

aw, y) a, y) 


tr AE AE, BN E A 


Tal rl 7 xnl © VEGF 


razón por la cual VEG — F? cos (67k) = Hr > 


Jf emy, daxdy = J] ey, eos dS = 
s s 


. y. por lo tanto, 


JY Siete, V), yu, v), ztu, v)) cos (¿NEO = F'dudv = 


» 
e: » 
(u, v) 


De este modo, omitiendo las designaciones de los argumentos de la función, tene- 
mos 


dudy. 


-fj Sirtu, v), yu, V), 2, Y) 


ff daxdy = y OED uav (51.10) 
Es 
y, de conformidad con (51.9), 
y daxdy= - S O dad =$ oea 2 dudo. (5111) 


A veces la integral Mi &dxdy se designa como j| édxdy; en este caso la in- 
+ s 
tegral f] ddxdy se escribe en la foma f| bdydx. 
Ed s 


De este modo, 


ff rara = $ q dudy 


jj ena f o ED dudv. 


Si la superficie $ está dada explicitamente por la función continuamente deri- 
vablez = f(x, y), (x, y) € D, entonces la fórmula (51.2) adquiere la forma (véase 
(50.25) 
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Jj twy mas = ff ays INTETA Tjaxdy, 
y 5 


mientras que las fórmulas (51.10) y (51.11) tendrán por expresión 
pi Blx, y, z)dxdy = 1 lx, y, SU, yDAxdy, 


i Six, y, z\dxdy = — E 
E 


Aquí S* se llama “cara superior de la superficie S” (corresponde a la orientación 
positiva » de la superficie S para la representación dada de ésta: z = f(x, y)), yS™, 
“cara inferior de la superficie S” (corresponde a la orientación negativa — v). Es- 

sas denominaciones se deben a la circunstancia de que en el caso de definición 
explícita de la superficie 


(E 
TERR 
y por ello, como ya se ha observado antes, 
A 1 
cos (sk) = >0 
MATAR 


De aqui se ve que el ángulo entre los vectores » y k es agudo, es decir, el vector » está 
dirigido "hacia arriba” de la superficie en consideración (véase fig. 221). 

Por analogía con la definición (51.7) se determinan también otras integrales de 
superficie de segunda especie: 


[[ ey Ddrde= J| eyz) cosas, 
pl $ 

|] Ary. 2ddvde= jj y2) cos(= Phas, 
+= s (51.12) 
E RS 

pl $ 


(x.y, 2) dedx = |] 9.9.2) cos- Zas. 
E $ 


Para estas integrales, por analogía con lo hecho anteriormente, obtendremos 
j| vayar=- j| bayaz, 
5 5 
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Jj Sdzdr = - Mi bazdx, 
qe 
¿UD du 
p èdydz = s OS 6113 
D az, x) 
er Pre 


Los diversos problemas que conducen al concepto de integral de superficie de se- 
y gunda especie serán considerados en el $ 52. 


51.2. INTEGRALES DE SUPERFICIE COMO LÍMITES 
DE LAS SUMAS INTEGRALES 


Las integrales de superficie se pueden obtener también como límites de las sumas 
integrales correspondientes. Supongamos que $ es una superficie suave, 7 = r(x, 
v), (u, y) € D, la representación de dicha superficie y D; una región cuadrable. Su- 
pondremos, para simplificar, que en D existen particiones tan menudas como se 
quiera y los elementos de éstas son regiones cuadrables. Solamente las particiones de 
este género se considerarán en el presente punto. Tomemos cualquiera de las parti- 
ciones mencionadas r = (D,!/Z/? de la región D. Designemos mediante S,, į = 1 

+ lo, una superficie que se da por la representación z = r(u, v), (u, v) € Dj. Es 
evidente que todas las S, son también superficies suaves (el sistema rs = (S, AOS 
va el nombre de partición de la superficie $). Supongamos que la función P(r(w, 
Y) = Plx(u, v), yiu, v), z(u, v) es cominua en D y (uj, v)eD,, 0, = 
= (r(u,, v). Denotemos con cos,(5, k) el coseno del ángulo formado por la nor- 
mal » y el versor k en el punto r(u;, v) de la superficie dada y pongamos 


a e 
D= Y uSp P= Y 90 es: 


entonces 


jm o= j b(x,y,2)dS, (51.14) 
lim De Y (x, y, 2) dxdy, (61.15) 
Pair] 


donde, como siempre, 5, es la finura de la partición 7. En efecto, 
ij day dS = |] Sirtu, v)) VEG — Fidudv = 
e 
= E || Sei. »)VEG- Faudv; 
D 


m 
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por cuanto yS, = || VEG- F? dudv, entonces 
D 


a 
D= Y a, j| VEGF dudv = 
ES 


% 
= E jj ec NEG=F? dudv. 
ES 


Al designar ahora con w(8; 9) el módulo de continuidad de la función $ en la re- 
gión cerrada D, tendremos 


| i ea y mas — a 


le 
<È $ 16 (r(u, v) — er, Y) EG — FI dudy < 
A ña 
< 06,9) E 45 = 00, 9)5. 


pa 


Al pasar en esta desigualdad al límite, para ò, — O, y observar que Jim, (8, 
9) = 0, obtendremos la fórmula (51.14). 

Análogamente se demuestra la fórmula (5.15) (el producto $ cos(», k) es conti- 
nuo y, por ende, continuo uniformemente en D). Los razonamientos similares son 
citos también para las integrales de segunda especie de otros tipos (15.12). 


Ejercicio 1. Demuéstrese la fórmula (51.15). 


51.3. INTEGRALES DE SUPERFICIE EXTENDIDAS 
A LAS SUPERFICIES SUAVES A TROZOS 


Definamos las integrales de superficie extendidas a las superficies suaves a tro- 
zos. 


Definición 3. Supongamos que S = [5/24 es una superficie suave a trozos (vé- 
ase la definición 23 en etp. 50.9) y &(x, y ,2), una función definida en el conjunto 
de puntos de la superficie S. Entonces, según la definición . 


è 
y tds= Y Y vdS,. (51.16) 
os 
Definición 4. Si la superficie suave a trozos S = |S;}{Z} es orientable y S* = 
= {S7 42} es una de las superficies orientadas que corresponde a $ (véanse las 


designaciones en el p. 50.11), entonces, por definición, 


f] vaxdy = E f| taxa», 


ase 
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Mia E ff vazax. (51.17) 


la se 


Por supuesto, esta definición tiene sentido sólo en el caso en que las integrales en 
los segundos miembros de las igualdades existen. Para esto es necesario, ante todo, 
que las representaciones de las superficies S; sean dadas en las regiones cuadrables. 

Análogament en ete caso se definen también ls integrales extendidas a la su- 
perficie S7 = (S7 z$- 

Nos hemos detenido sólo en aquellas propiedades de las integrales de superficie 
que están ligadas con el carácter específico de su definición y con la superficie a la 
que, como suele decirse, se extiende la integración. Es natural que por cuanto las in- 
tegrales de superficie se reducen a las integrales múltiples ordinarias, para ellas son 
propias también las diferentes propiedades de las últimas (linealidad, teorema in- 
tegral del valor medio, etc.). 

OBSERVACIÓN. Las condiciones, enunciadas anteriormente (véanse las defini- 
ciones 10 en el p. 30.2 y 16 en el p. 50.4), que se imponen sobre las aplicaciones que 
realizan las transformaciones admisibles de los parámetros para las superficies 
suaves, resultan ser a menudo demasiado rígidas (compárese con la circunstancia si- 
milar para las curvas en el p. 47.3). Por ejemplo, adoptado tal procedimiento, las 
representaciones de la parte de una bola de radio unidad con centro en el origen de 
coordenadas, dispuesta en el primer octante: 


2= VIP dondex? +y? <1, x>0, y>0 
x = rcosý cosg, y = r cosy seng, 2 =rsenp, 


donde0 < y <Š, 0 < Y <Š, no son equivalentes. Más aún, la primera repre- 


sentación no define, en el sentido indicado, una superficie continuamente derivable, 
por cuanto las derivadas parciales de la función = VI — x? — y? no están acota- 
das en'la región D = f(x, y) : x? + y? < 1,x > 0, y > 0) y no pueden ser conti- 
nuamente prolongadas a su clausura D. Resulta, pues, conveniente ampliar la defi- 
nición de superficie continuamente derivable. Hagámoslo del modo siguiente. 

Examinemos una totalidad de representaciones y = r(u, v) (u, v) e D, conti- 
Ta Dy S O aD Llamaremos trans, rmaciones admi- 
sibles de los parkmetros u = (uj, »;),V = P(4¡, Y) (Uy, Y1) € Dy, a toda aplica- 
ión cominua y bluntvoa de a tein D el región Plana D sobre D que cs 
pasar puntos interiores a los interiores, puntos de frontera a los de frontera, con la 
particularidad de que dicha aplicación debe ser continuamente derivable y tener en 
D un jacobiano distinto de cero. Como siempre, dos representaciones se denomina- 
rán equivalentes, si se puede pasar de una de ellas a la otra con ayuda de una trans- 
formación admisible de los parámetros. 
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Diremos que la clase de representaciones equivalentes del tipo mencionado defi- 
ne una superficie continuamente derivable, siempre que en esta clase existe por lo 
menos una representación y = 74, y), (u, Y) D, que es continuamente derivable 
hasta la frontera de la región D, es decir, definida en la clausura D de la región D. 

Una superficie continuamente derivable se lama suave, sir, X r, # Oen D pa- 
ra cierta representación suyar = r(u, v), (u, y) e D. El área de la superficie conti- 
'nuamente derivable representada por z = r(u, v), (u, v) e D, se determina como 
valor de la integral 


Jf lr, x r,l dudy, 
5 


la cual es, quizás, impropia. Para convencerse de su existencia, basta realizar el 
cambio de variable con ayuda de una transformación admisible que convierte la 
representación dada en alguna otra que sea continuamente derivable hasta la fronte- 
ra de la región, 

De un modo semejante se debilitan los requisitos impuestos sobre las transfor- 
maciones admisibles del parámetro para el caso de las superficies orientadas. 

Con estas definiciones quedan en vigor todas las definiciones aducidas anterior- 
mente para las integrales de superficie, como también las propiedades de éstas, ha- 
bida cuenta, naturalmente, de que en tal caso podemos obtener, para ciertas repre- 
sentaciones de las superficies, integrales impropias. Siguen siendo vigentes, además 
todos los teoremas concernientes a las integrales de superficie que se demuestran en 
el párrafo que sigue; no obstante, no nos detendremos en este caso especialmente. 


Ejercicios. 2. Sea S una superficie suave en el nuevo sentido ampliado y sea 4 una función 
continua en $. Demuéstrese que existen las integrales 
f (x.y, z)dxdy, | x.y, z)dzdx, f ty, Dd. 
š 


Calctlense las siguientes integrales de superficie de primera especie: 
3 [farra (mie RE O 
y 


“Sí as 
y 


= load + y? = R?,0 < z < H). 


s jj 45. Ses una porción de la superficie del paraboloide z = xy, obtenida al cor- 
YTF 


tarla por el cilindro x? + y? = R?, y r esla distancia del punto corriente de la superficie S 
hasta el eje Oz. 
Calcúlense las siguientes integrales de superficie de segunda especie: 


6. ff zdxdy, donde S es el ado exterior del elipsoide = 
y a 


7. |] yzdxdy + zxčydz + xydzdr. donde $ es el lado exterior de una superficie 
E 
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compuesta por una porción de la superficie lateral del cilindro x? +»? = R? y las 
partes de los planos 


x= 


p y=0, 2=0, 2=H, siendo x, y, 220 


$ 52. CAMPOS ESCALARES Y VECTORIALES 


82.1. DEFINICIONES 


En lugar de los términos “función numérica de un punto”, “función vectorial de 
un punto” se usan también términos equivalentes: campo escalar, campo vectorial. 
Esta terminología recalca que los valores de las funciones en consideración depen- 
den precisamente de los puntos de un espacio (en los que dichas funciones están de- 
finidas) y no dependen de las coordenadas suyas, siendo elegido uno u otro sistema 
de coordenadas. 

Empleando esta terminología, podemos decir, por ejemplo, que todo campo es- 
calar u = u(M), definido y derivable en cierta región G, engendra el campo vecto- 
rial de sus gradientes (véanse el p. 20.6 y el p. 50.5, pág 248): a(M) = gradu. 
Definición 1. Supongamos que en la región G*) está dado un campo vectorial 
= a(M) y existe una función u = u(M), definida en G, tal que a(M) = 
= grad u(M). Entonces la función u (M) lleva el nombre de función potencial o po- 
tencial del campo vectorial dado *). 


Introduciendo el simbolo nabla, Y = 12.432 +4 
dx dy 


sradu = Vu, 


donde en el segundo miembro figura el “producto” del vector simbólico nabla por 
una función numérica u. 

Sea, por ejemplo, E(M) la intensidad de un campo eléctrico creado por una car- 
ga unidad negativa que se ubica en el origen de coordenadas. Entonces en el punto 
Mus 7; 2) dl vetor B/N iena, sagda 1o sabermos por ol ars dela fia, along! 
tud 1/r?, donder = Vx? + y? + 2%, y está dirigido del punto M hacia el origen de 
coordenadas. De aquí se obtiene que 

e y R. 
EM) ( Fm 5) 


(véase el p. 20.7), 


podemos escribir: 


El potencial eléctrico del campo en consideración, es decir, la función u(M) = 1/r, 
es también potencial en el sentido indicado arriba, pues grad u(M) = E(M). 

Consideraremos de nuevo un campo vectorial a = a(M), definido en cierta re- 
gión G. Fijemos un sistema de coordenadas y en este caso podemos considerar la 
función vectorial a(M) como función de tres variables, esto es, las coordenadas x, 
Y, z del punto M: a = alx, y, 2). 


En este párrafo, para simplificar, se considerarán sólo regiones planas o tridimen- 
sionales G. 
9) A veces, en las aplicaciones, el potencial u se determina por la fórmula a = — gradu. 


52.1. Definiciones m 
Supongamos que Mo = (Xp. Yp %)€G y está dado un vector unidad 
e = (cos æ, cos 8, cos y). Tracemos por el punto Mọ una recta en la dirección de e: 
x= xp + 10050, Y= yo + t0058, 
2=2y+1005Y, -œ<1< + o 
Definición 2. La derivada de la función vectorial 
ax, + t cosa, yy + f cos, zg + 1 cosy) 
respecto de t para t = O (si es que existe) recibe el nombre de derivada de la función 


de 
vectorial a(M) según la dirección de e en el punto Mọ y se denota T: 
da(M, d 
MO a E at 10050, yy=tcos8, za + tco) 


Según la regla de derivación de una función compuesta, omitiendo, para simpli- 
ficar, las designaciones del argumento, obtenemos 
da a 
-s . (52. 
nn o e (82.1) 


a a 


Suponiendo e7 = cosa -> + cos8 2 + cosy -> (“producto escalar del vec- 
ax dy de 


tor e por el vector simbólico V), escribamos la fórmula (52.1) en la forma 


de 
Ža n (e)a. 
z T e 


Definición 3. Si b = (by, by, by) es un vector fijo arbitrario (no obligatoriamen- 
te un vector unidad), entonces el vector 
de 
Vaz o o 
tt 
se llama gradiente del vector a respecto del vector b. 
Sib = bby donde lb! = 1, por medio de una “transformación formal" obte- 
nemos 


a 
db, 


67)a 


(0b¿V)a = b(byV)a 


Pasando a la notación en coordenadas, es fácil convencerse de que la fórmula obte- 
nida es justa y mostrar que el símbolo V se puede tratar en los cálculos como un vec- 
tor auténtico sin olvidar, por supuesto, que Y significa, además, una operación de 
la derivación bien determinada. No nos detendremos aquí en la argumentación de 
legitimidad de tales “transformaciones formales con el símbolo Y”. Cualquier fór- 
mula, obtenida de modo semejante, la podemos deducir, por supuesto, sin recurrir 
al símbolo V, sirviéndose de los razonamientos habituales argumentados en un sis- 
tema de coordenadas. Se debe tener en cuenta, sin embargo, que el empleo del 
símbolo Y en muchos casos facilita considerablemente los cálculos. 
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Volvamos otra vez al campo vectorial de partida a = (a, 
Definición 4. Sea a(a,, a,, a;) un campo derivable en 
2a + ES + Ž& se denomina divergencia del campo en el punto dado y se denota 
x ay az 
mediante div a, es decir, 


div 


a.) enla región G 
lo punto. El número 


a a a M (52.2 


ax ay az 


Simbólicamente div a puede ser escrita como producto escalar del símbolo Y por 
el vector a: 


AA A A (82.3) 


leva el nombre de rotor del campo vectorial a = a(M) y se designa tot a. 
Con ayuda del simbolo Y- el rotor puede escribirse en forma del siguiente pro- 
ducto vectorial: 


2 (52.4) 


El significado fisico y geométrico de div a y rot a se aclarará en lo que sigue más 
abajo. 

He aquí un ejemplo de las transformaciones formales con el simbolo Y. Si el 
simbolo Y está seguido por varios términos y uno de los últimos se encuentra bajo la 
acción del símbolo en su calidad de operador de derivación, mientras que los otros 
términos están libres de la acción mencionada, el término accionado se denotará con 
una flecha vertical, Expliquemos esto con un ejemplo. 

Sea f un campo escalar y a, un campo vectorial, entonces 
rifa=Vxfa= Vx fà +V x Sh 

= fO x a) + (Vf x a) = frot a + grad f X a. 


Introduzcamos unas definiciones más, ligadas con el campo vectorial a = (ay, 
a,, a,) en la región G. 
Definición 6. Sea y una curva cerrada suave a trozos en la región G. La integral 
| ajax + aydy + a,dz 
se denomina circulación del campo vectorial a = (a, a,, a.) a lo largo de la curva y 
y se designa | adr, donde dr = (dx, dy, dz). 


Si y es una curva suave orientada; £ = (cos a, cos, cos y) es su vector tangente 
unidad; s, la longitud variable del arco y pra, la magnitud de la proyección del vec- 
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tor a sobre la tangente, entonces 
| adr= | prads. 


Efectivamente, 
| adr= | adx + a,dy + agiz = 
; > 
- | (Q,cosa + a, cosf + a, cosy)ds = | ards= 


= | prado, 


Definición 7. Un campo cuya circulación a lo largo de cualquier curva cerrada 
suave a trozos, dispuesta en la región G, es nula, se denomina potencial. 

Recordemos que en el p. 47.8 se ha mostrado (véase el lema 2) que la condición, 
bajo la cual la integral | Pax + Qdy es nula a lo largo de cualquier contorno 


cerrado y C G, es equivalente a que | Pdx + Qdy no depende del trayecto de 
de 


integración entre los puntos A y B. En la demostración de esta afirmación no se es- 
pecificaba en ninguna circunstancia que la curva y se dispone en una región plana. 
Por ello, la demostración del lema 2, aducida en el p. 47.8, queda vigente también 
para las integrales curvilineas a lo largo de las curvas espaciales. De este modo, 
pues, la circulación | adr= | ajdx + ady + a,de es nula a lo largo de 


cualquier contorno cerrado suave a trozos y C G cuando, y sólo cuando, la integral 
1 a,dx + a,dy + a,dz no dependa del trayecto de integración, es decir, de la 
în 


curva con su origen en el punto A y extremo en el punto B y que está dispuesta 
integramente en la región G. 

Consideremos a título de ejemplo un campo vectorial plano, es decir, el campo 
a = (P, Q) dado cn la región plana G: P = P(x, y), Q = Q(x, y). El rotor de este 
campo tiene por expresión 


En los términos nuevos el teorema 4 del p. 47.8 puede ser parafrascado de la ma- 
nera siguiente. Para una región plana simplemente conexa G son equivalentes la no- 
ción de carácter potencial del campo, la existencia de una función potencial y la 
condición de que el rotor del campo es nulo en todos los puntos. 

Definición 8. Sea S una superficie orientada dispuesta en la región G, sea y un 
vector unidad de la normal a la superficie que determina la orientación de la última, 
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y sea S* la superficie S de orientación indicada. La integral 
[f aras 
š$ 
se llama flujo del campo vectorial a través de la superficie S y se designa 
[[ «as, 
y 


eo dS = vdS (o bien |] adS*,dS* = rds). 
y 


ES obvio que ar = pra, razón porlacwal Í ad5= f] pr,ads. 
y 


Eneiflujo f| ardS se omite corrientemente el indice de orientación y se eseri- 
5? 
be simplemente || ardS, considerando que a título de orientación se ha tomado 
g 


la normal » que figura en la expresión subintegral. 

En los puntos ulteriores de este párrafo se estudiarán algunas propiedades de los 
campos vectoriales, en particular, en el caso tridimensional se establecerán las con- 
diciones necesarias y suficientes para que un campo sea potencial, Se demostrarán 
previamente los teoremas sobre las integrales, relacionados con los conceptos que se 
han introducido en el presente punto. 


1. Demuèstrense las siguientes fórmulas: 
a) rot grad u = O; 


b) div rot a = 0; 
©) div grad u = Au, 


u Pu 
e 

donde au tt 

d) rot cot a = grad div a — Aa, donde ôa = (Aa, , âa, , 40,),4 = (ay, dp, d) 

Davie) = Sdiva + arado; 

D diva x D = brota — a rotb. 

2. Hállese el flujo del campo vectorial a = (x — 201 + (x + dy + z)i + (Sx + y) a 
través de una plazoleta triangular con vértices A (1, O 0), B0, 1, 0), C(O, O, 1) y de orienta- 
ción, determinada por una normal dirigida en el sentido opuesto al origen de coordenadas. 

3. Hállese el flujo del campo vectorial a = y*1 + zk a través de la superficie $: (Qt, y, 
2): z = x? + y?,0 € 2 < 2), si se conoce que la normal unitaria a la superficie citada está 
dirigida en el sentido opuesto al eje Or- 

'4. Hállee el flujo del campo vectorial a = xi + yi + VE y7 — Tk a través de la 
porción de un hiperboloide x? + y? — z? = 1,0 < z € Y3, opuesta al origen de coordenadas. 

5. Hállese el fujo del campo vectorial a = (xy — y°)I + (~ x? + xy + 2x)j + zka 
través de un lado, opuesto al origen de coordenadas, de la parte de la superficie cilindrica 


1 
de 1, que se obtiene al cortarla por el cono z? = 73? + y% 


6. Hállese div a, si 
an (ey Di y + DM] + (ay ez? — DA 
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Supongamos que r = xi + pj + zk, r = rl, f es una función mumérica derivable en 
todo punto de R., , ye, un vector constante. Hállense: 


1, div Y). 10. div (èe). 
8, div (re) 11. div e). 
9. div (grad fir). 12 div (e x 7). 
13, Hállese rot a, si 


a= xyi + (2x + 3y = Dj + O? + PIR 


Hâllense: 
14, rot (e x 7). 16, rot (ery). 
15, rot (ere). 17. rot Uwe). 

18, Hállese la circulación det vectoriala = — yl + xj + ck(c = const) alolär- 


go de la circunferencia (x — 27 + y* = 1, dispuesta en el plano Oxy. 

19. Hállese la circulación del campo vectoriala = y/ — xj a o largo de una linea cerra- 
dn que se forma por el arco de la astroide x = R cos*í, y = R sen?r, (0 < £ < 1/2) y los 
Segmentos de los ejes de coordenadas que se obtienen al cortarlos por la citada astroide. 


52.2. SOBRE LA INVARIACIÓN DE LOS CONCEPTOS 
DE GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTOR 
Diremos en primer lugar que al transformar ortogonalmente las coordenadas 
cartesianas, el vector simbólico V se transforma según las reglas de transformación 
de los vectores corrientes. En efecto, sea dada la transformación ortogonal de las 
coordenadas $ 

X = anx + agy + at, 
Y = ayx + any + ayt, (52.5) 

Y = ayx + ayy + ayt. 


En el caso de las transfórmaciones ortogonales la matriz de una transformación in- 
versa coincide con la matriz transpuesta, por lo cual 


x= ax +04y" + ayz 
Y=0 px + ay + ayt, (52.6) 
2=0X + ayy + ayt. 
Con ello, como es bien conocido, a partir de las fórmulas (52.5) y (52.6) se transfor- 
man tanto las coordenadas de los puntos, como las de los vectores. 
Haciendo uso de las fórmulas (52.5) y la regla de derivación de una función com- 
puesta, obtendremos 
a a ax 
ax ax ax 
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Ls ERE E A 
dy ax ay ay 
+ tt (27 
pd oai, D a ñ 
è 3a, èy 


az ax az ay əz 


tay 


Correspondientemente, las fórmulas inversas que expresan derivadas respecto de las 
variables x’, y”, z’ en términos de las derivadas respecto de x, y, z, tendrán por 
expresión 


(52.8) 


Las fórmulas (52.5) — (52,8) muestran precisamente que las coordenadas de los 
vectores ordinarios y las “coordenadas” del vector simbólico V se transforman, en 
las transformaciones ortogonales de coordenadas cartesianas, según una misma 
regla. En particular, de (52.8) se deduce que el gradiente de la función u en el siste- 

du du ðu 


ma de coordenadas x, y, z, es decir, el vector de coordenadas zz, iaa 
el sistema x', y”, 2“ las coordenadas 2i, Ju Qu es decir, sigue siendo 


gradiente también en este último sistema de coordenadas. De este modo, queda de- 
mostrado una vez más (véase el p. 20.7) que el gradiente de una función no depende 
de la elección del sistema de coordenadas cartesianas. Por cuanto el vector Y se 
transforma igual que los vectores ordinarios, es natural esperar que el producto es- 
calar Va tampoco depende de la elección del sistema mencionado de coordenadas. 

Supongamos que el vector a en el sistema x, y, z tiene las coordenadas ay, ay, a, 
yenel sistema x’, y”, 2", las ay: 0,., ay. En virtud de las fórmulas (52.7), tenemos 


2a pde, p Boe o a, 2t p ap de y ay De a 
òx dy ar ax ay" az 
ds, da, ôa, da, a, 
tanit tan tt aa +0 + 
A A 
3a, a 
+ dy 5 = L (Gay + 2120, + 0,30.) + 


ETS 
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a a 
+ gy lnt + Ont, + agay) + + 


+ aya, + 2330). (52.9) 


Aplicando las fórmulas (52.5) al vector a = (aş, 2,, 2,), (cs decir, sustituyendo 


en dichas fórmulas x, y, z pOf ay, @,, &,, YX”, pora, say, ), llegamos a 
Que las expresiones entre paréntesis ón el segundo miembro de la Igualdad (52.9) son 
iguales sucesivamente a a», d., 2, , Y, por consiguiente, 


dos, da, „Das Bag p Day , dag, 


ax ay de ax t ay a 


Esta igualdad muestra precisamente que la divergencia de un campo vectorial en to- 
do punto se determina univocamente por el propio campo vectorial y no depende de 
cómo se elige el sistema de coordenadas, lo que al principio podría parecer prove- 
niente de la fórmula (52.2). 

Un producto vectorial de los vectores ordinarios no depende, en virtud de su sig- 
nificado geométrico, de la elección de los sistemas cartesianos de coordenadas con 
la misma orientación (por ejemplo, el producto vectorial de dos vectores no cam- 
biar, si se pasa de un sistema derecho de coordenadas cartesianas (véase el p. 50.8) 
a otro sistema de la misma orientación. Es por eso que resulta natural esperar que la 
misma propiedad la posee también el “producto vectorial simbólico” rot a= Y x a. 

Efectivamente, si designamos los vectores coordenados unidad del sistema de 
coordenadas x', y”, 2" mediante 1", j”, k”, respectivamente, entonces, como se sa- 
be, los vectores coordenados unidad i, J, k del sistema de coordenadas x, y, 2 se 
expresarán en términos de l” Kk' mediante una matriz transpuesta respecto de la 
matriz de la transformación (52.5), es decir, mediante la matriz de la transforma- 
ción (52.6): 


izat + anj + apk’, 
J= agë + agf + ank’, (52.10) 


pl + a + ayy 


k= 


Haciendo uso de las fórmulas (52.6), (52.7) y (52.10), obtenemos 


E E. 
à a è 

=v > a E 
mentee y 
a a, a, 
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jai" + anj’ + ayk’ aal + anj’ + ayk al + agf + ank” 


|a, +4, + 2 a, 2 a, 2 +a; 2 
o aae E aE a E 
a, 2 +a +a, a 
rt aa, ra 
+ anty + 430,11 anty + anay + anay, 0130 + ast, 
ams Eo g 
= |an ly a = =- (52.11) 
w en esj ri 4 » 
an ly ay Sy ty te 


La última igualdad se demuestra igual que en el caso de las matrices numéricas 
ordinarias se demuestra el hecho de que el determinante de un producto de dos 
matrices cuadradas de un mismo orden es igual al producto de sus determinantes. 
Con el fin de demostrar dicha igualdad, basta convencerse de que en sus ambos 
miembros figuran las sumas algebraicas iguales de los mismos sumandos. 
determinante de la transformación ortogonal es igual a + 16 — 1, con la 
particularidad de que si dicha transformación conserva su orientación, entonces a 
+ 1. Por ello, si en el caso que se considera los sistemas elegidos de coordenadas x, 
»,1y x", y’, Y' están igualmente orientados, tendremos 


an a y 

W fn aj =l 

ly % ayy 

y, por consiguiente, de (52.11) se tiene 

1 1 k r ye 
a a Al LE a 
dx dy dz ax ay 
. . 4 ap ay 


Esta igualdad significa precisamente que el rotor del campo vectorial no depende de 
¡cómo se elige el sistema de coordenadas cartesianas con la misma orientación que 
tiene el sistema dado. Indiquemos, sin embargo, si se pasa de un sistema de coorde- 
nadas al otro sistema de otra orientación, por ejemplo, de un sistema de coordena- 
das defecho a un sistema izquierdo, entonces todo rotor (al igual que un producto 
vectorial ordinario) se sustituirá por un vector opuesto, Esto se deduce de la fórmu- 
la (52.11), puesto que el determinante de la transformación ortogonal, que cambia 
la orientación, es igual a — 1. 

De este modo, el rotor de un campo vectorial se determina univocamente, ““sal- 
vo el signo”, por el propio campo vectorial, y si no limitamos únicamente a los siste- 
mas derechos de coordenadas cartesianas, no depende de la elección de los mismos. 
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52.3. FÓRMULA DE OSTROGRADSKI — GAUSS. 
DEFINICIÓN GEOMÉTRICA DE LA DIVERGENCIA 


Sea G una región en el espacio R,.. Supongamos que en el plano Rž, existe tal 
dominio cuadrable F que la frontera de la región G se compone de dos superficies S, 
Y Sz, definidas mediante las representaciones explícitas z = p(x, y) yz = Y, y), 
respectivamente (donde las funciones p(x, y) y Y(x, y) son continuas en la región 
cerrada Ť, p(x, y) < Y(x, y), (œ, y) € Ñ), y, quizás, de una parte Sọ del cilindro cuya 
base está formada por la frontera 3T de la región I' (véase el p. 44.1). Supongamos, 
además, que Sy, $} y Sz son superficies suaves a trozos (fig. 222). En este caso toda 
la frontera S de la región G será asimismo una superficie suave a trozos y, además, 
orientable, como cualquier superficie suave a trózos que sirve de frontera de una re- 
gión. Las normales exteriores » de la superficie S en sus partes sùaves constituyen las 
orientaciones de las mismas. Debido a estas orientaciones, las partes suaves de la su- 
perficie S están orientadas de manera concordante (véase el p. $0.11) y, por consi- 
guiente, generan la orientación de toda la superficie $. Esta orientación se logra, si 
para cada parte suave de la superficie se elige la orientación de su borde, concord: 
da con la normal exterior » en la parte respectiva según la regla del sacacorchos, 

Designemos la superficie $ y, correspondientemente, las superficies Sọ S, y S 
de orientación elegida Qa que se llamará positiva) mediante S* y, correspondiente- 
mente, S$, S}; S$ Observemos que aqui de orientación positiva sirve para la super- 
ficie S, su “cara Inferior”, y para la superficie S}, la “cara superior” de ella (véase 
51.0. 

La elección de la normal » en el caso que se considera se describe también de una 
manera fácil y directa, es decir, sin que se recurra al concepto de normal “exterior 
en los puntos de la superficié S}, en los que la normal existe, se debe elegir una nor- 
mal que forma el ángulo obtuso con el eje Oz, y en los puntos de la superficie $}, un 
ángulo agudo. Entre tanto, en los puntos de la superficie Sọ la elección de la normal 
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para nuestros objetivos no nos importa (lo que se pondrá claro en adelante): calcu- 
laremos las integrales del tipo (51.7) extendidas a la superficie S, las cuales, siendo 
extendidas a la superficie Sy, son mulas, cualquiera que sea la elección de las norma- 
Jes, puesto que las últimas son siempre perpendiculares al eje Oz. 

Supondremos que la región G posee las propiedades, análogas a las citadas, res- 
pecto de todos los ejes coordenados. Tales regiones se llamarán elementales (compá- 
rese con el p. 47.5). Un ejemplo de región elemental se expone en la fig. 222. 

Designemos con cos a, cos 8, cos y los cosenos directores de la normal exterior 
unitaria » de la superfície S: 

» = (cosa, cosp, cosy). 


Teorema 1 (de Ostrogradski — Gauss *. Supongamos que en la clausura G de la 
región G , del tipo mencionado más arriba, vienen dadas las funciones P = P(x, y, 
z), Q = Q(x,y,2) y R = R(x, y, z) continuas en G, lo mismo que todas las deri- 


“5 
2P IQAR 


OS: 


y Ñ (P cosa + Qoos8 + R cos yJdS. (62.12) 


En este caso 


Esta fórmula, al suponer a = (P, Q, R), puede ser escrita en la forma 
[ff divaaxaydz= jj ads”, ($2.13) 
E G 


es decir, la integral de la divergencia de un campo vectorial, extendida a cierta re- 
gión, es igual al flujo de este campo a través de la superficie que limita dicha región . 
DEMOSTRACIÓN. Consideremos, por ejemplo, la integral 


¡on 


Al emplear las designaciones introducidas al principio de este punto, obtendre- 
mos 


(ji e yy [Le 


9 M. V. Ostrogradski (1801—1861), matemático ruso; K. F. Gauss (1777—1853), mate- 
másicoralemán. 

+9) La continuidad de las derivadas parciales en una frontera se entiende como su prolon- 
úgabilidad continua a la frontera de la región. 
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{f IRE, y, Y, y) — Rix, y. ote, yMdxdy = 
F 


= |j Ry, ddrdy + [| Ri, y, z)dedy. (52.14) 
ki ss 
Al observar luego que en la superficie Sọ tiene lugar la igualdad cosy = 0, 
tendremos (véase (51.7) 
J] Roxy, Ddxdy = Í| PQ. y, 2) cosydS = 
sè s 
Por eso la fórmula (52.14) puede ser escrita así: 


[jj ere- 


= jj Rdxdy+ [|| Raxdy+ [| Rdxdy= || Rdxdy. (5215) 
si s R s 


De un modo sumamente análogo se demuestran las fórmulas 


5 P dedydr = i) Páyde, 


5 28 riye = S5 Oárax. (52.16) 
dy 
$7 
Sumando (52.15) y (52.16), obtendremos precisamente, en virtud de las definiciones 
(51. SOL 12), la fórmula (52.12), lamada fórmula de Ostrogradski — Gauss. O 


AA veces resulta más conveniente utilizar la fórmula (52.12) en la forma 


E 7 jee ij Pdydz + Qdzdx + Rdxdy. 


La validez de tal notación se deduce directamente de la definición de la integral de 
superficie de segunda especie: véase (51.7) y (51.12). 
Ta fica e Cotton — Cadi EL T pd dor aala par 
las regiones G de la forma mås general en comparación con las 
bss, para aeaa que admiten la perición falis cn les aA Cr, E 
+.» y lp, del tipo considerado más arriba. Con este fin es suficiente escribir la fòr- 
mal de Ostrogradski para cualquiera de las regiones G; y sumar los resultados; de 
resultas se obtiene la fórmula buscada para la región G . Efectivamente, en el primer 
miembro de la igualdad se obtendrá, en virtud de que la integral es aditiva, un 
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tegral correspondiente extendida ala región G , mientras que en el segundo miembro 
las integrales de superficie calculadas a lo largo de las partes correspondientes de las 

fronteras de las regiones G; darán en suma cero, porque las normales exteriores en 

los puntos de fronteras de las regiones G;, pertenecientes a las fronteras de dos re- 

giones de este género, están dirigidas en las direcciones opuestas; quedarán, pues, 

sólo las integrales a lo largo de aquellas partes de las fronteras de G; que forman en 

su totalidad la frontera de la región O (compárese con el p. 47.5). Los planos para- 

lelos a los planos coordenados suelen ser más cómodos para obtener las particiones" 
citgdas de la región G. 

Observemos que entre las regiones de este género hay también aquellas cuya 
frontera se compone de unos cuantos '“trozos", es decir, puede ser representada co- 
mo suma de un número finito de superficies disjuntas suaves a trozos (compárese 
con las generalizaciones correspondientes de la fórmula de Green en el p. 47.5). 

Se puede mostrar que la fórmula de Ostrogradski — Gauss es válida para cual- 
quier región limitada cuya frontera se compone de un número finito de las superfi- 
cies suaves a trozos. Sin embargo, esto sería un trabajo muy voluminoso y no nos 
detendremos en dicho problema, limitándonos solamente a la formulación del tco- 
rema. 

Teorema 1 (de Ostrogradski — Gauss). Supongamos que la frontera 9G de una 


que el vector a = (P, Q, R), como también las derivadas parciales —, + y ~ so 
continuas en Ó, entonces g 
fif divadrdydz = jj aas. 
% 
Como orientación en las partes suaves de la frontera ôG estå elegida aqui la nor- 
mat exterior. 
Por ejemplo, SiG = (Gx, 7,2): 0 < a < VET F YTF z7 <b es un anillo es- 
férico y, por lo tanto, su frontera se compone de dos esferas 


Sram a y 
Sam ie, y, 2) ix? + y? + z? m bÀ, 


entonces, en la esfera interior S, se debe tomar una normal dirigida hacia el centro 
de la bola G y en la esfera exterior 5,, en la dirección contraria. 

La fórmula de Ostrogradski — Gauss permite hallar la expresión para el volu- 
men de una región mediante la integral correspondiente de superficie. Efectivamen- 
te, poniendo en (52.12), P(x, y, 2) = x, QW, y, z) = y, R(X,y,2) = 2, y obser- 
vando que Í|] dedydz = aG, obtendremos 

e 


“0 =3 i (x cosa + y cos 8 + zcosy)dS, 


o bien i 
40 => |] xdyde + ydzdx + zdxdy. 
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La fórmula de Ostrogradski — Gauss ofrece la posibilidad de establecer un en- 
Toque geométrico al concepto de divergencia. 

Teorema 2. Supongamos que en una fegión tridimensional G % está definido el 
camp » vectorial continuamente derivable a = a(M). Sea Mp € G y seo D tal región 
con la frontera suave a trozos S que Moe D, D C G y para el dominio D es válida 
la fórmula de Ostrogradski — Gaus* 9, 

Designemas con S* la superficie 5, orientado con ayuda de la elección de la nor- 
mal exterior, y con d(D), el diámetro del dominio D. Entonces 


if cas 
dvaM)= im 5 ——. (52.17) 
ace w 
DEMOSTRACIÓN. Según la fórmula (32.13) tenemos 
[ff divadxaydz= [| ads”. (52.18) 
D $ 


Mas según el teorema integral del valor medio (p. 44.6), 
|| divadxdydz =diva(M)uD, MED. (52.19) 
D 


AI sustituir (59.19) en (52.18), obtenemos 
If aas+ 


AD 
Pasando al límite en la fórmula (52.20) para d(D) — 0, obtendremos, por ser conti- 
nua la función div a (M) en el punto Mg la fórmula (32.17). D. 

Se puede probar que las magnitudes en el segundo miembro de la igualdad 
(92.27) no dependen de la elección del sistema de coordenadas (en el segundo 
miembro figuran la integral doble de un producto escalar de los vectores y el volu- 
men de la región), por lo cual de aquí se deduce una vez más que la divergencia del 
campo vectorial no depende de ln elección del sistema de coordenadas. 

De la igualdad (52.17) se infiere que el segundo miembro de esta igualdad puede 
considerarse como la definición de la divergencia del campo dado. 

Los puntos del campo vectorial a, en los que div a + O, reciben el nombre de 
“fuentes” del campo vectorial. El carácter natural de este término se explica intuiti- 
vamente por aquella circunstancia que si el punto es una “fuente”, entonces, como 
se deduce de la fórmula (52.17), para todas las regiones D, cuyos diámetros son su- 
Ficientemente pequeños y que contienen el punto Mọ tendremos f adS + 0, es 

$ 


(52.20) 


diva(M)= 


decir, el flujo a través de cualquier superficie, suficientemente pequeña, que rodea 
la fuente, no es igual a cero. 


9 Aquí no se imponen ningunas restricciones sobre la estructura de la región G. 

+") Las regiones D de esta Indole siempre existen, por ejemplo, entre ellas figuran todas 
las bolas de radio suficientemente pequego con centro en el punto Mp, o bien los cubos de di- 
mensiones suficientemente pequeñas con centro en el punto Mp. 
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52.4. FÓRMULA DE STOKES. DEFINICIÓN GEOMÉTRICA DEL ROTOR 
Supongamos que $ es una superficie en el espacio R?,, dos veces continuamente 


derivable privada de puntos singulares; z = r(u, v), (u, y) e D es su representación 
y D, una región limitada plana, para la cual es válida la fórmula de Green. Admita- 
mos que la frontera de la región D se compone de un contorno sencillo suave a tro- 
zos. Designemos con yọ el contorno orientado positivo que limita el dominio D, y 
con u = u(t), v = v(), a < £ < b, la representación de este contomo. Sea 
E EY 
DETA 
la orientación en la superficie S (véase la definición 20 en el p. 50.8), » = (cosa, 
cos $, cos y). Bajo las suposiciones asumidas la normal » es continua en D. 
Designemos mediante S* la superficie S con la normal » elegida én S. Sea T un 
contorno que tiene la representación y = r(u(1), v(£)), a < £ < b. Diremos que el 
contorno T limita la superficie S y también que la superficie S está tendida sobre el 
contorno T.. 
Supongamos, por fin, que G es una región en el espacio R?,, y $ C G. Campli- 
das estas suposiciones, resulta válido el siguiente teorema. 
Teorema 3 (de Stokes *). Supongamos que las funciones P, Q y R son continuas 
en la región G , al igual que sus primeras derivadas parciales, y sea a = (P, Q, R). 


En este caso 
Í dr= j rotadS*+, (52.21) 
s 


es decir, la circulación de un campo vectorial a lo largo del contorno T es igual al 
Sujo del rotor de este campo a través de la superficie S, limitada por el contorno T. 
'En la forma coordenada esta fórmula tiene por expresión 
cosa cosg cosy 
a E 


[PIAR ij A o nie 
P e R 
o bien AE 
y | Par+ Qay + Rár= f| [5-2 cosa + 
r s 


(Ez cosa + (22 3B) csv] as. (82.22) 
dz dx dx y, 
DEMOSTRACIÓN. Examinemos, por, ejemplo, la integral | Pax. Al observar 


r 
que a lo largo de las curvas T'y y T las variables u y y son funciones de £, y al hacer 
uso de las designaciones introducidas al principio de este punto, obtendremos 


* Q. Stokes (1819—1903), matemático y mecánico inglés. 
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è 
| Piny, zddx = | Plett), v(), yu), vO) 
: 

atut), va; (O, vede = | Piete, v),y(u, Y), 


fo 
ak peras MECA w), 
dy 
Hemos aprovechado aquí la fórmula 
OXUDUN du , axul), YU) dy 
du de ay di 


Al aplicarla fórmula de Green a la integral obtenida f PŽ du + Pa, 
tendremos: du w 


x u0), ve) = 


Fo 


ES 


a 
Sl [EE nds Px 


óx du dy du óz du ðv ðuðv 
P dx Py _ ôP dz 
Gray ay av” az av / ðu jes 


Pi ðP 32 x) AY dx, y) N 
jj E du, y) dy Wu, v) y Jena» 


= ff se dzdx — if 2P tvdy = 5 aP op La cosy Jass223 
q? dz y? dy A az dy 


Aquí se han tomado en consideración las fórmulas (51.7), (51.10) y (51.13). Análo- 
gamente se demuestra que 


pom $ ¿2 easy Loro) ás, (622 
yras 5 (oro Mos (62.25) 


Sumando las fórmulas ($2.23), (52.24) y ($2.25), obtendremos, precisamente la fór- 
era (2.2) que hera el nombre de Sab. D 
de la manera más ilustrativa la relación que existe entre la elec- 
ción dela normal nl super yl orenació del corso. que le a, 
lnea EOE ene la ¡prisas ep > = fay) 
1))ED. 
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sy 


| 
H 
SS 
Fig. 223 


Sea Toun contorno orientado positivo en el plano xOy que es al mismo tiempo la 
frontera de D, y sea x = x(t), y = y(t), a < £ < b, la representación de dicho 
contorno. La orientación de la curva T la definamos, como hasta ahora, mediante la 
representación 


x=x(0), yay), 2=/40, JD, 945 1 <b. (52,26) 


En el caso dado el contorno T ges la proyección de la curva PF. Entre tanto, la normal 
», como ya se ha móstrado, forma con el eje Oz (cuando la superficie se representa 
de manera explícita) un ángulo agudo (véase el p. 51.1), por lo cual si la superficie S 
se observa desde la dirección positiva del eje Oz, el contorno T quedará orientado 
en el sentido contrahorario, es decir, la orientación de la curva T está concordada 
con la normal » (“'según la regla del sacacorchos”) (fig. 223). Esto es equivalente a 
que un observador, que recorre la superficie $ a lo largo del contorno orientado F y 
que la mira desde el extremo de la normal v, ve la superfície S dispuesta a la izquier- 
da. Esta interpretación evidente de concordancia entre la orientación de la normal » 
y la del contorno tiene la ventaja de que no está relacionada con la elección del sis- 
tema de coordenadas y queda válida para cualquier superficie S, considerada en re- 
lación con el teorema de Stokes, y no sólo para una superficie dada explícitamente. 
Por supuesto, todos semejantes razonamientos no representan demostraciones ma- 
temáticas, sino que sólo explican de modo palpable la fórmula de Stokes. 

Cabe observar que la fórmula de Stokes queda válida, si consideramos en ella la 
orientación opuesta del contorno y las normales opuestas —»; en este caso ambos 
miembros de la igualdad (52.21) cambian el signo por el contrario (las orientaciones 
del contorno y de la superficie quedan concordadas según la “regla del 
sacacorchos”). 

La fórmula de Stokes puede ser demostrada también para las superficies orien- 
tables suaves a trozos S = (S/ÍZf, a saber, en el caso cuando las superficies S), 
i= 1,2, ... (y satisfacen las condiciones del teorema demostrado 3. En este últi- 
mo cago al borda dela pri (ua di p. 50.11) puede ser de un número fini- 
to de los contornos cerrados T), j = 1, 2, 

Fara demostrarlo, basta eséibi las fórmulas de Stokes para cada superficie S, 
i= 1,2, ... , lp Y sumarlas (compárese con las generalizaciones de la fórmula de 
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Fig. 224 


Green en el p. 47.5 y del teorema de Ostrogradski — Caùss en el n.”52.3). 

Indiquemos, además, que la condición de que la superficie S sea das veces conti- 
nuamente derivable fue impuesta en el teorema 3 sólo con el objeto de simplificar la 
demostración (a última se hace esencialmente más simple). La fórmula de Stokes 
(52.21) queda en vigor también, si se supone sólo la suavidad de la superficie S (con- 
servándose las demás condiciones del teorema). La demostración de esta afirmación 
sale de los márgenes de nuestro curso. 

De lo dicho proviene que la fórmula de Stokes sigue siendo licita también para 
las superficies S = (S,J/ZP que son simplemente orientadas y suaves a trozos (es de- 
cir, sin la suposición de que las superficies S, hayan de ser dos veces continuamente 
derivables). 

Enunciemos ahora el teorema para este caso. 

Teorema 3” (de Stokes). Supongamos que la función vectorial a es conti- 
nuamente derivable en la región G y sea S = [S)/z.P una superficie orientada suave 
a trozos cuyo borde 95 tiene orientación engendrada por la orientación dada de la 
superficie S (véase el p. 50.11). Entonces 


ii ad = $ rotads. 


La concordancia de las orientaciones de los contornos T ;, de los que se compone 
el borde 3S de la superficie S, con la orientación de dicha superficie y, por lo tanto, 
con la de » de las superficies S, significa con evidencia que un observador, que se 
mueve a lo largo del contorno T, j = 1, 2... , jo, y mira a la superficie S desde la 
punta de la normal y, ve la superficie S dispuesta a la izquierda. 

El teorema de Stokes ofrece la posibilidad de establecer un enfoque geométrico 
al concepto de rotor de un campo vectorial. 

Teorema 4. Supongamos que en la región tridimensional G está definido un 
campo vectorial continuamente derivable a = a(M); Myes un punto fijo, My € G, 
» es un vector unidad constante arbitrariamente elegido y Y, un plano que es per- 
pendicular a y y pasa por el punto Mg; S es una región limitada en el plano II cuya 
Frontera está representada por el contorno suave a trozos T, d(S) es el diámetro de 
la región S; supongamos también que el contorno T está orientado, de modo con- 
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cordado, con la normal »*}, Mge S y S C G** (fig. 224). En este caso *") 


j aar) 
rem) = Jim), (52.27) 


DEMOSTRACIÓN. Según la fórmula de Stokes, 
"i adr= || rot,adS, 
E 


mas, conforme al teorema integral del valor medio, 
SJ rot,adS =rot,aM)aS, Mes. 


G 


Por consiguiente, f aas 


10t,a(M) = E-—. (52.28) 
sS 

Observemos que cuando d(S) — 0, también M — My En vista de que la fun- 
ción rot,a(M) es continua en el punto Mọ pasando al limite en (52.28) para 
(S) — Ô, obtendremos la fórmula (52.27). È 

De (52.27) se deduce que el segundo miembro de esta igualdad puede considerar- 
se como la definición de la proyeción del rotor del campo dado sobre el vector uni- 
dad », arbitrariamente elegido pero fijo. Esto nos lleva también a la nueva defini- 
ción del propio vector, puesto que será suficiente, por ejemplo, elegir arbitra- 
riamente tres vectores ortogonales unidad »,, »} »y, las proyecciones sobre los 
cuales, como es sabido, determinan univocamente cualquier vector. 

Se puede mostrar que las magnitudes que figuran en el segundo miembro de la 
igualdad (52.27) no dependen de la elección del sistema de coordenadas, no obstan- 
te la concordancia de las orientaciones del vector » y contorno I sí depende de la 
orientación del sistema de coordenadas: al pasar del sistema de coordenadas de- 
recho al izquierdo, la concordancia de las orientaciones de » yT según “la regla del 
sacacorchos” se sustituye por la concordancia según la regla inversa, de acuerdo. 
con la cual, siendo fijada la orientación del vector », la del contorno T se cambia en 
opuesta. De este modo, la integral a id 


ción del sistema de coordenadas, por lo cual, en virtud de la fórmula (52.27), cam- 
bia de signo también rota. 
De lo dicho proviene que la fórmula de Stokes (52.22) es lícita no sólo para el sis- 


tema de coordenadas derecho, sino también para el izquierdo, puesto que, al variar 


Como en el teorema 3 (según la “regla del sacacorchos”). 
+») Es evidente que la regiones citadas S siempre existen (¿por qué?) 
+++) Mediante rota está designada la proyección del vector rota sobre el vector », es de- 
dr, rota = =p, qota. 
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la orientación del sistema de coordenadas, tanto el miembro izquierdo, como el de- 
recho de la igualdad (52.22) cambian de signo: siendo fijada la orientación del vec- 
tor y de la superficic S, cambian de signo tanto rot a como también el contorno, si 
varia la orientación del sistema de coordenadas. 


52.5. CAMPOS VECTORIALES SOLENOIDALES 


Una región limitada para la cual se cumple el teorema de Ostrogradski — Gauss 
(véase el p. 52.3) se llamará en este punto admisible, Se denominará admisible la to- 
talidad de superficies, si esla frontera de una región admisible 

Se ha observado en el p. 52.3 que el teorema de Ostrogradski — Gauss es válido 
para cualquiera región acotada cuya frontera se compone de un número finito de las 
superficies suaves a trozos, Por ello, cualquiera de tales regiones es admisible. Es 
justa, evidentemente, la afirmación recíproca: toda región admisible tiene frontera 
compuesta de un número finito de las superficies suaves a trozos, pues, de lo contra- 
rio no se podra ni siquiera hablar sobre las integrales de superficie a lo largo de la 
frontera. 

El lector que prefiere utilizar tan sólo hechos demostrados, puede tomar en cali- 
dad de regiones y superficies admisibles aquellas, para las cuales fue demostrado en 
el presente curso el teorema de Ostrogradski — Gauss. 

Definición 9. Un campo vectorial a = a(x, y, 2), continuamente derivable en la 
región G, se denomina solenoidal en la misma, si el flujo del campo a través de la 
Frontera orientada de cualquier región admisible D, cuya clausura D se dispone en 
G: DC G, es igual acero: 

[j aas = (52.29) 
$ 


La frontera 3D de la región admisible D tiene dos orientaciones, generadas por las 
normales interior y exterior, respectivamente. Es evidente que si la condición (52.29) 
se cumple con una orientación, se cumplirá también con la otra, puesto que las in- 
tegrales correspondientes pueden diferenciarse sólo en el signo. 

Expliquemos la definición del campo solenoidal con un ejemplo. Sea G un anillo 
esférico: una parte del espacio comprendida entre dos esferas S, y Sg que tienen el 
centro común O y los radios r y R, 7 < R, y sea a el campo vectorial solenoidal en 
G. Entonces, su flujo será nulo, por ejemplo, a través de cualquier esfera S que se 
dispone en G y limita una bola, también dispuesta en G. 

Sin embargo, el flujo dei campo vectorial a a través de la esfera S, de radio p, 
r < p < R, y centro en el punto O no ha de ser nulo, puesto que la bola, limitada 
por dicha esfera, no se contiene en la región G (fig. 225). 

Porro lado, ser mula la suma delos flujos del campo vectorial a travès de dos 
esferas S, y S,,deradios p, Y nz, r < P; < p, < R, ydel mismo centro, si orienta- 
mos una de Esa eligiendo und nomial que a al ctra y la oera, en la dirección 
opuesta. Efectivamente, las esferas mencionadas limitan un anillo esférico, 
integramente dispuesto en la región G, mientras que su orientación clegida es la 
orientación de la frontera que corresponde a la normal exterior o interior. Por esto, 
según la definición del campo solenoidal, el flujo de éste a través de la frontera 
orientada que se considera será igual a cero. 
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Teorema 5. Para que un campo vectorial continuamente derivable en la región G 
sea solenoidal en ella, es necesario y suficiente que su divergencia sea nula en todos 
los puntos de la región G: 

diva(M) =0, MEG. 


DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD. Sea a un campo vectorial solenoidal en la re- 
gión O y My € O. Designemos con Q, una bola abierta de radio r > O y centro en el 
punto Mp, y con S,, la esfera que limita dicha bola, Por cuanto todos los puntos 
M e G, incluido tambieá el punto Mọ, son interiores para G, entonces existe tal 
To > Oque parar < rọ todas las bolas de radio 7, junto con las esferas que las limi- 
tan, se contendrán dentro de G. 

Ha de notarse ahora que el límite (52.17), igual al valor de la divergencia del 
campo vectorial a en el punto Mp, existe para las regiones admisibles arbitrarias D, 
D c DC O, cuyos diámetros tienden a cero. Por esta razón él existe también cuan- 


do D = Q,,r < ro se elige especialmente: 


ff aas. 
E y 
dra) = ln, S 
En vista de la definición del campo solenoidal, para todo r < ro tiene lugar la 
E j 
adS = 0, 


s 


por lo cual div a(Mọ) = 0. 

DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA, Sea a un campo vectorial, continuamente de- 
rivable en la región G, con la divergencia igual a cero en todos los puntos de la re- 
gión G. SÍ D es una región admisible arbitraria de tal género que D C D C G, en- 
tonces, en virtud del teorema de Ostrogradski — Gauss 


Mi ads = Sy divadxdydz = 0, 


es decir, el campo a es solenoidal. O 
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De ejemplo tipo de campo solenoidal interviene un campo vectorial que repre- 
senta en sí en cierta región el campo de rotores de un campo vectorial dos veces con- 
tinuamente derivable en la región citada. 

En efecto, si a es un campo dos veces continuamente derivable en la región G, 
entonces rot a es un campo solenoidal en G, ya que div rot a = 0. 

No es dificil ofrecer un razonamiento verosísil que afirma la validez de esta 
correlación, Con este fin basta pasar al vector simbólico Y; entonces la igualdad en 
consideración tomará la forma V(Y x a) = 0. 

Un producto mixto de los vectores ordinarios en el caso en que dos factores son 
coincidentes, es nulo, puesto que en este caso un paralelepipedo tendido sobre 
dichos vectores degenera en un paralelogramo y, por ende, su volumen es igual a ce- 
ro. Por esta razón es natural esperar que la igualdad mencionada es veridica tam- 
bién para el vector V. Este razonamiento verosimil puede convertirse en el argumen- 
tado matemáticamente que tenga una fuerza probatoria, si demostramos que el vec- 
tor simbólico Y posee, de hecho, las propiedades, ya utilizadas por nosotros, análo- 
gas a las propiedades correspondientes de los vectores ordinarios. Lo último puede 
hacerse con ayuda de una simple comprobación, pasando, por ejemplo, a una nota- 
ción coordenada (véanse (52.2) y (52.4)). 
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En este punto la superficie S, para la cual es válido el tcorema de Stokes, se lla- 
mará admisible, 

Definición 10. La región tridimensional G se denomina simplemente conexa , si, 
cualquiera que sea una quebrada cerrada + , dispuesta en G , existe la superficie ad- 
misible S que se dispone tambien en G y está tendida sobre la quebrada y (véase el 
punto 52.4). 

A veces las regiones simplemente conexas se llaman conexas simple y superficial- 
mente. 

Si la región en consideración G es convexa, existe un método muy simple para 
tender las superficies sobre el contorno, La superficie buscada siempre puede t0- 
marse en este caso en forma de un cono con vértice en el punto arbitrariamente fija- 
do Mp € G, para el cual la curva dada y sirve como directriz. Si 


P=»(u), 05 u< e, 


es la representación de esta curva y rg es el radio vector del punto Mg, entonces el co- 
no buscado $, tendido sobre el contorno dado, se da mediante la representación 


rot viou)- rd. 0<u< 2r, Ovai (52.30) 


Considerando u y v como coordenadas polares, vemos que la “representación”! 
del cono viene dada en un círculo unitario, con la paricularidad de que la circunfe- 
rencia unitaria yy = [(u, y) : 1} pasa al contorno dado y, y su centro, al vérti- 
ce del cono (fig. 226). 

La palabra “representación” viene entre comillas, puesto que el concepto de 
representación de una superficie se ha introducido más arriba sólo para el caso en 
que los parámetros u y v eran coordenadas cartesianas. El cono (52,30) tendrá, en el 
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Pig. 226 


caso general, puntos múltiples y no será una superficie suave a trozos incluso en el 
caso cuando y sea una curva suficientemente suave, es decir, si y es una curva sin 
puntos singulares continuamente derivable un número suficiente de veces. En el co- 
no ($2.30) habrá, en general, puntos singulares distintos del vértice. Precisamente 
para eliminar este inconveniente de un modo más sencillo, nos hemos limitado, defi- 
niendo la región simplemente conexa, a considerar los contornos en forma de las 
quebradas cerradas. En este último caso el vértice del cono Mọ puede siempre elegit- 
se de un modo tal que el cono citado sea una superficie suave a trozos. Efectivamen- 
te, cualquiera que sen la elección del vértice del cono en el caso en que una cierta 
quebrada y sirva de su directriz, el cono se descompone en un número finito de 
riángulos S,, / = 1,2, ..., A, los cuales, en verdad, serán, quizás, degenerados, es 
decir se convertiránen un segmento o un punto. Uno de los vértices de dichos trián- 
gulos será precisamente el vértice Mg del conc, mientras que el lado opuesto lo cons- 
útuirá uno de los lados de la quebrada y. Cada uno de estos triángulos puede consi- 
derarse como una superficie continuamente derivable cualquier número de veces y 
prefijarse mediante una representación realizada por las funciones lincales (véanse 
el p. 16.5 y (52.30). Si el triángulo es degenerado, todos los puntos de él serán sin- 
gulares, No obstante, mediante un desplazamiento, tan pequeño como se quiera, 
del vértice del cono podemos conseguir que el vértice esté en una posición general 
con todos los lados de la quebrada y, es decir, no se disponga en ninguna de las rec- 
tas que pasë por un lado cualquiera de la quebrada y. De resultas, todos los triángu- 
los S,, Í = 1,2, ... , K, serán regulares y, por lo tanto, podrán considerarse como. 
superficies suaves privadas de puntos singulares. En cuanto al propio cono $, éste 
resultará ser, detal modo, una superficie suave a trozos S = (5/4. Además, por 


cuanto todo punto de una región, cualquiera que sea su desplazamiento tan pe- 
queño como se quiera, queda dentro de la región, el vértice M del cono 5 puede 
siempre elegirse en la misma, a consecuencía de lo cual, por ser convexa la región, 
todo el cono se dispondrá dentro de ella. Al cono suave a trozos $, que se ha obteni- 
do, sé le puede aplicar el teorema de Stokes, en otras palabras, dicho cono es una 
superficie admisible en este punto. Hemos demostrado pues que toda región conve- 
xa es simplemente conexa. 

Como ejemplo de región no simplemente conexa puede servir un toro, es decir, 
una región formada por la rotación de un circulo en torno del eje que no lo interseca 
(fig. 227). 
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rew 
Recordemos que un campo se llama potencial, si su circulación. | adr es nula 


a lo largo de cualquier contorno cerrado y C G, o bien, que es lo mismo, si la in- 
tegral Aynen Depcada SA Cao 0 caos a EA 


puntos A y B. Los razonamientos más detallados sobre esto se encuentran en el 
p. 52.1. Resulta que en una región simplemente conexa un campo vectorial será po- 
tencial, si, y sólo si, es irrotacional, Esta afirmación está contenida y se demuestra 
en el teorema 6 que sigue abajo. 

Teorema 6. Sea dado en la región simplemente conexa G un campo vectorial 
continuamente derivable a = (P, Q, R). Para este caso son equivalentes las si- 
guientes tres propiedades : 

1. El campo vectorial a = a(M) es potencial en la región G. 

2. Existe una función u = u (M), potencial en G , es decir, tal función u (M) que 
a = grad u, o bien, que es lo mismo, du = Pdx + Qdy + Rdz. En este caso pa- 
ra cualesquiera dos puntos A e O y B & G y toda curva suave a trozos AB, que en G 
une dichos puntos , se verifica la igualdad 


i adr = u(B) — u(A). 


3. El campo vectorial (M) es irrotacional: rota = 0 en la región G, es decir, 
o IT 
ay öx’ Əz dy ax 0 
Subrayemos que del teorema 6 se deduce, en particular, que el campo vectorial 
a, continuamente derivable en una región simplemente conexa , es potencial cuan- 
do, y sólo cuando, sea un campo de gradientes de cierta función escalar u: 
a= Vu. 
DEMOSTRACIÓN. Se realizarán los razonamientos según el siguiente esquema. 
N 


Ao? 
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Paso primero. 1 = 2. Esta afirmación, es decir, la existencia de la función po- 
tencial, se demuestra por analogía completa con el caso de una región plana consi- 
derado anteriormente (véase el teorema 3 en el p. 47.8) y por esta razón nos abstenc- 
mos de su demostración. 

Paso segundo: 2 == 3. La afirmación 2 = 3 también se demuestra igual que en el 
caso plano: significa simplemente que las correspondientes segundas derivadas mix- 
tas de una función potencial son iguales, 

Las afirmaciones 1 = 2 y 2 = 3 son justas también sin que se suponga que G es 
una región simplemente conexa. 

Paso tercero: 3 = 1. Sea en G rota = 0. Admitamos primero que y es una cur- 
va cerrada, dos veces continuamente derivable a trozos, dispuesta en G. Si existe 
una superficie admisible $, contenida en G y limitada por el contorno y, entonces, 
del teorema de Stokes obtenemos inmediatamente 

| edr= jį rotads = 
; 4 


Ya que la región G es simplemente conexa (véase la definición 10), esta igualdad 
se verifica, en particular, para cualquier quebrada que tiene un número finito de la- 
dos. Por eso, si y es una curva cerrada suave a trozos, dispuesta en G , entonces, eli- 
gindo una sucesión de quebradas A, , inscritas en y con tos lados que tienden a cero 
para n — œ, de acuerdo con el lema 3 del p. 47.8, obtendremos 

Jj adr= lim fadr=0.0 
; E 

Como conclusión observemos que aunque los campos vectoriales potenciales y 
solenoidales no abarcan todos los campos vectoriales posibles, permiten, sin embar- 
go, describir una clase bastante amplia de los campos vectoriales. A saber, asumidas 
ciertas suposiciones suficientemente generales, cualquier campo vectorial a repre- 
senta una suma de los campos vectoriales potencial y solenoidal, Con más precisión, 
existen una función escalar u y un campo vectorial b tales que a = Vu + rotb. 
Por cuanto rot Vu = 0 y div rotb = 0, entonces el primer sumando es un campo. 
Potencial y el segundo, solenoidal. 

Esta suposición se llama también teorema de Helmholtz * (su demostración se 
puede hallar en el libro “Métodos de la fisica teórica” que se debe a la'pluma de 
P. M. Morse y G. Feshbach (P: Morse, G. Feshbach, Methods of theoretical phy- 
sics, New York-Toronto-London, 1953). 


Ejercicios. 20. Demuéstrese que el flujo de un rotor de un campo vectorial continuamente 


derivable en cierta región a través de una esfera cualquiera dispuestá en la región mencionada 
es igual a cero. 
21. Demuéstrese que 


SIS rado roradrdydr = |j (ax gradods). 


*H, Helmholtz (1821—1894), fisico y fisiólogo alemán. 
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“Aquí se supone que para la región G, limitada por la superficie $, queda aplicable cl teore- 
ma de Ostrogradski — Gauss. 

22. Hállense la divergencia y el rotor para los campos vectoriales a = r/Irl? y 
b = r/\r\. ¿Serán estos campos potenciales, solencidales? Calcálese el flujo de los campos. 
vectoriales a y b a través de esfera Sp = |, 7,2) :X? + 2 = RÌ). 


23, Calles l flujo del campo vectorial a = -T-a través dela esfera 


dry 
24 Sean a, b y e los campos vectoriales derivables y sea u una función escalar, dos veces 
derivable,,en la región G C R’, b = gradu, a = b + c. Demuéstrese que para que sea 
dive = O, es necesario y suficiente que la función w satisfaga en G la ecuación Au = diva (de 
este modo la demostración del teorema de Helmholtz se reduce a la resolución en la región G 
de la ecuación del tipo âu = (x, y, 2) 
Haciendo uso del teorema de Ostrogradski — Gauss, calcúlese el flujo del campo vecto- 
vial a a través de la superfície cerrada S, si 
Sala Sy ia 0,5 d), 
aa y + tk, $ = la di a + y? 
Establézcase cuáles de los siguientes campos vectoriales son solenoidales: 
2.a = xẸ? Ne 0 
28.a = (1 + 2y- y? + (ay — 2yz + Dk. 
Haciendo uso dei teorema de Stokes, halles la circulación del vector a a lo largo del con- 
torno y, si 
B. amyi-xjtzki ymi y ty tzia ye 
30.a = yè + (iy 9, 3y + Ae = S) 
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53.1. DEFINICIÓN DE LAS INTEGRALES DEPENDIENTES 
DE UN PARÁMETRO; SU CONTINUIDAD 
E INTEGRABILIDAD SEGÚN EL PARÁMETRO 


Supongamos que Y es un conjunto de números reales, py) y Y (y) son dos fun- 
ciones definidas en Y, p(y) < Y» y la función f(x, y) está definida en el conjunto 


(0, y):y € Y, xe le) vO. (53.1) 
Las integrales de la forma re 
e0)= | Suyrax (53.2) 


ein 


se denominan integrales dependientes de un parámetro, y la variable y se llama, 
corrientemente, parámetro. 
Se encuentra a menudo el caso particular de tal tipo de integrales, cuando las 
funciones y y y son constantes, es decir, las integrales de la forma 
è 
$0) = | fæ yax. (53.3) 
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Pg. 28 
Si Y es un conjunto de todos los números naturales, Y = N = |1, 2, ..., 
A, ... |, entonces, suponiendo f(x, n) =/,(x), n = 1,2, ... , la integral (53.3) 
puede escribirse en la forma 
è 
[4 max, n= 


Se ha obtenido de este modo una sucesión numérica formada por las integrales 
de las funciones de cierta sucesión funciona! 

Examinemos un caso en que el conjunto Y representa en sí un segmento [a, 8], 
las funciones (y) y V(y) son continuas en dicho segmento y (y) < Y O), y € la, 
$). Supongamos que las gráficas de las funciones py) y y (y) y, quizás, los segmen- 
tos de las rectas y = a e y = 8 forman la frontera de la región limitada G 
(fig. 228). Esta región es, evidentemente, cuadrable (véase el p. 44.1). En este caso 
el conjunto (53.1), sobre el cual viene definida la función J(x, y), es la clausura G de 
la región mencionada G: 


G= [wyka <y SB eO) Ex O. (53.4) 


En lo sucesivo estudiaremos las propiedades de la función #(y) (su continuidad, 
las reglas de su derivación e integración) en dependencia de las propiedades de las 
funciones f(x, y), pW), YO). Algunas de dichas propiedades se han obtenido an- 
tes, al estudiar la integral múltiple, Así por ejemplo, el Jema demostrado en el 
P. 45.1 ofrece las condiciones, bajo las cuales una integral dependiente de un pará- 
metro es una función continua de este parámetro. Enunciemos este lema en forma 
de un teorema, aplicando las designaciones del presente párrafo. 

Teorema 1. Si la función f(x, y) es continua en la clausura G de la región G (véa- 
se (53.4), la función 8 (y), definida por la fórmula (53.2), es continua en el segmen- 


to la, 8). 
A la afirmación de este teorema se le puede comunicar la siguiente expresión: 
ln yo) 
wn E 
lim f S0,yrdx= $ lim f(x, y dx. (53.5) 
sw 0 


e ma e0) 
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En efecto, del teorema 1 se deduce que el limite en el primer miembro de la igual- 
dad (53.5) es iqual a #0), y, en virtud de la continuidad de las funciones p, Y y f, 
el segundo miembro de la igualdad es también igual a 

vow 


j soya 


Keg 


= 90). 


En particular, para la integral (53.3) tenemos 
è e 
Par Jæ yydx f jim f(x, y)dx, 
es decir, en este caso resulta posible el paso límite bajo el signo de integral, 

En el teorema sobre el paso límite bajo el signo de integral se pueden debilitar las 
exigencias impuestas sobre la función f(x. y), al requerir solamente, en lugar de su 
continuidad respecto de la totalidad de variables, que sea continua respecto de una 
sola variable y que tienda uniformemente al límite, respecto de la otra, 

Teorema 2. Supongamos que la función f(x, y) está definida para todo x € la, 
b), y € Y y es continua respecto de x en la, b] para cualquier y fijo , y € Y. Enton- 
ces, si para y — yy" la función f(x, y) tiende uniformemente en el segmento la, b) 
hacia la función (x) (véase el p. 39.4), se tiene 


è è 
mf Sa, yjdx = Í ebcjax 


DEMOSTRACIÓN. Consideremos una sucesión y, € Y, n= 1, 2, ..., tal que 
Jn = Yor Entonces (véase el ejercicio 5 en el p. 39.4) la sucesión pa(1) =, Yn) 
tenderá uniformemente en el segmento la, b] hacia la función p(x). De aqui se de- 
duce (véase el p. 36.4) en primer lugar que w(x) es continua y, por ende, integrable 
en el segmento la, b), y, en el segundo lugar, que 

è è s 


dim | fœ, y dx = lim | p,()dx = | pdx, 


y, como esto es cierto para cualquier sucesión indicada (y,,), el teorema queda de- 
mostrado. Q 


Pasemos a) problema de integrabilidad de las integrales (53.2) que dependen de 
un parámetro. 

Teorema 3. Supongamos que la región G es elemental respecto de ambos ejes de 
coordenadas, es decir, 
G= (y) ia <y < B, e < x < 4O = 


= ib y) ia < x < b, p) < y < a) 


*) Aquí y, es un número o uno de los infinitos: œ, + œ 6 — œ. 
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donde las funciones y y Y son continuas en el segmento la, 8], mientras que. las fun- 
ciones p, y y, lo son en el segmento la. 1). Entonces, si la función fx, y) es conti- 
nue tn de cio O dare C tiene 

E a 
[aora 1 [7 [senado 5[ 5 suo Jas 
? ¿ Lo ¿La 


= |} S0,yraxdy. (53.0) 
G 


Es evidente que el teorema 3 hace paráfrasis del teorema correspondiente sobre 
la reducción de la integral múltiple a una reiterada (véase el p. 45.1). 


$3.2. DERIVACIÓN DE LAS INTEGRALES DEPENDIENTES DE UN PARÁMETRO 


Al estudiar las propiedades diferenciales de las integrales que dependen de un pa- 
rámetro, consideraremos al principio las integrales de la forma (53.3). 


Teorema 4 (regla de Lelbni). Si la función f(x,y) y su derivada parcial 2422? 


son continuas en un rectángulo cerrado P = {(x, y) :a $ x $ b, MEA 


entonces la función ®(y) = | f(x, y)dx es derivable en el segmento [a, 8) y 
p è 
aso). f YE gy 
dy j 
Asi pues, para derivar, bajo las suposiciones asumidas, una integral que depende 
de parámetro, es suficiente derivar la expresión subintegral, dejando intactos los 
límites de integración. 
DEMOSTRACIÓN. Sea y € [a, 8] e y + Ayla, 6); entonces 
PO + ay) - 90 1 
ay 


= fx, y)jdx = 


[EI 0<0<L 


Seha aplicado aqui la fórmula de incrementos finitos de Lagrange. 

AI designar ahora con (6 z el módulo de continuidad de la función 34, 
obtendremos 
pee- 20) 


jure 


7 : 
A 02 fe (ua Laxe 
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< e (ray 2L LDo-. 57) 


Dado que a función 5£-es uniformemente continua enel rectángulo cerrado P, re- 
sulta que lim (iasi 2)- a 


jug» Den 
dy 


El teorema 4 se generaliza con facilidad para el caso de una integral de la forma ge 
neral (53.2) que depende de un parámetro. 
Teorema 4”. Supongamos que: 


1) la función f(x , y) y su derivada parcial 222 
cerrado 


Y E son ? son continuas en el rectángulo 


P= {fx y):a <x < b,a <y <B), 


2) Ẹ C P (véase (53.4)); 

3) las funciones p(y) y YU) tienen derivadas continuas en el segmento |a, 8). 

Bajo estas condiciones la integral (53.2), dependiente de un parámetro, tiene 
también una derivada en el segmento (a, B), con la particularidad de que 


a, P aan del) dyo) 
dy 


53.1 
F k dx - flipi MI +90), y1 (53.8) 


7 


DEMOSTRACIÓN. Examinemos una función 


FO,4,v)= | fæ yjdx, a<u<b, a<v'<b, a<y<8. 


No es dificil comprobar directamente que las derivadas parciales Ha ae B in 


ay’ du" av 
función F existen y son continuas en totalidad de las variables y, u, v. Comprobe- 
mos primero la existencia y continuidad de la derivada parcial z Su existencia se 


desprende inmediatamente del teorema 4, con la particularidad de que 

a; f UED ax. 639) 
Demostremos su continuidad. Sea a<u<b,as<v<b,asy<8, 

agu + Aug b,a <y + Av< b,a <y + Ay < p; al poner 


a EQU, v) _ 3FG + Ay.u + Au, v + Av) _ FO, u, v) 
dy ay a > 


206424 
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obtendremos: Sa 
peger] ASS -| 2a] < 
å Ii AA af. UED a ax| 4 
-| [j A B LE q (53.10) 
dy 
sis s 


A oana todas las integrales 
escritas tienen sentido en virtud de ta elección indicada anteriormente de valores de 
los argumentos y 

lv-ul<b=a. (33.11) 

Luego, de a continuidad de la unción 22 en el rectángulo P proviene que eta 
función et cotada en 1,6 dect, ec constante M > O quepa todo puto 
(x, y) € P se verifica la desigualdad 

uE 22) 


| <M. (63,12) 


Al designar, como hasta ahora, con w ( ) el módulo de continuidad de la 
a 


función ¿2 en el rectángulo P y hacer uso de las desigualdades (53.11) y (99.12) de 


(ol jel ad al 


(53. 10) ablenemos 
+21 Y ax|<0-oyu iar: 2) + Mlaul + Mlavl. 


AF 
dy 


De aquí se deduce que 


lu, v):c<y<d,0<u<b,a< ve bl 


La continuidad en este conjunto de las derivadas parciales 
LA 
Lun Eason) (63.13 
r du dy 
es obvia. 
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La relación entre las funciones $ y F se establece por medio de la fórmula 
40) = FU, P0) YO). 
Debido a lo demostrado anteriormente, la función + puede derivarse según la 


regla para derivar las funciones compuestas: 
9% _9F,3F du 


By ay du dy 
Sustituyendo aquí las expresiones para las derivadas parciales 
JE ETE 
ay du” ay 
(véase (53.9) y (53.13) y suponiendo u = p(y) y Y = V0), obtendremos la fórmu- 
ia (53.8). O 


$ 54. INTEGRALES IMPROPIAS DEPENDIENTES 
DE UN PARÁMETRO 


$4.1. DEFINICIONES FUNDAMENTALES. 
CONVERGENCIA UNIFORME DE LAS INTEGRALES DEPENDIENTES 
DE UN PARÁMETRO. 


Consideraremos las integrales del tipo 
» 
20)= |/0,y)dx, 64 


donde — œ < a < b < + œ, la variable y pertenece a cierto conjunto Y y la in- 
tegral (54.1) es, para ciertos valores de y (en particular para todo y), impropia. 
Definición 1. Si, para todo yy € Y, la integral 
è 


909 = | S% yodx 


converge, la integral (54.1) se llama convergente en el conjunto Y. 

En lo sucesivo, si no se especifica alguna otra circunstancia, consideraremos sólo 
el caso en que se cumplen las condiciones: 

)-o<a<be + 

2) cualquiera que sea y € Y, la función f(x, y) es integrable según Riemann res- 
pecto de la variable x en todo segmento (a, y), donde y es tal que a < y < b. 

En este caso la convergencia de la integral (54.1) en el conjunto Y significa que 
para cualquier y € Y existe un límite 


A il 


(si es queb = + œ, entonces b — 0 = + æ). Por cuanto 
è . è 
| sæ yidx — [ fæ yhdx = | Soc, yhdx, 
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de lo dicho obtendremos, para todo y e Y fijo: 


H 
„iE oje ndx = 0. 

De este modo, si la integral (54.1) converge en el conjunto Y „entonces para todo 
y € Y fijo, cualquiera que sea el número e > 0, existe tal 9, = n¿(y) < b, que si 
Me < 1 < b, se tiene 


è 
f ræna) <e. (54.2) 


Las condiciones, bajo las cuales para las integrales impropias dependientes de un 
parámetro resultan válidos los teoremas, análogos a los demostrados en el párrafo 
anterior para integrales propias, están basadas sobre el concepto de la así llamada 
convergencia uniforme de la integral. 
Se supondrá, según lo observado más arriba, que la integral (54,1) satisface las 
condiciones citadas 1) y 2). 
è 


Definición 2. La integral | f(x, y)dx, convergente en el conjunto Y , se llama 


convergente uniformemente en dicho conjunto, si para cualquier e > O existe tal 
Me < b que para todo y e Y y todos los y tales que n, < 1 < b, se verifica la desi- 
gualdad 


[irera <e 


Recordemos que en nuestro caso b puede ser tanto finito, o sea, un número, co- 
mo infinito, o sea, igual a + o». De este modo, la definición de convergencia uni- 
forme en la forma aducida es válida simultáneamente tanto para el caso en que la in- 
tegración se realiza por el segmento finito fa, b], mientras que la integral impropia 
surja a cuenta de que el integrando no está acotado, como para el caso en que la in- 
tegral impropia aparece a cuenta de que no está acotado el intervalo de integración 
la, + œ]. 

Las definiciones aducidas de la convergencia y convergencia uniforme de una in- 
tegral recuerdan las definiciones correspondientes para las series (véanse los 
pp. 36.1. y 36.3). Entre estas definiciones realmente existe una cierta relación. 

‘Sea (ya) una sucesión tal que 


m=a nelb) n=1,2 o, y lmm =b. 


A la par con la integral (54.1) consideraremos la serie 


- ws 
E Í Sonar (54.3) 
AN 


mi ws 


so= E  ffeyar= | Sa.yax 
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su suma parcial. En este caso, si la integral (54.1) converge (converge uniformemen- 
te) sobre el conjunto Y, será, evidentemente, convergente (uniformemente conver- 
gente) sobre el conjunto Y también la serie (54.3); con ello 


pS 
[Sa ydx= lim $ fæ yydx= lim 5,0) 


es decir, la integral en consideración es igual a la suma de la serie (54.3). 
La definición de la convergencia uniforme puede parafrascarse además de la ma- 
nera siguiente. 
Definición 2”. La integral (54.1), convergente sobre el conjunto Y , se llama uni- 
Jormemente convergente sobre dicho conjunto, si 


o a 29 lí seya) =0 (54.4) 


En efecto, si la integral (54.1) converge uniformemente sobre el conjunto Y en el 
sentido de la definición 2, entonces para todo > Oexisie tal y, < b que se cumple 
la desigualdad (54.2) siendo y € Y en, < y < b, y por consiguiente, 


f 
” [fræva Sen <<. 


de donde proviene precisamente (54.4). Viceversa, si la integral en consideración 
converge uniformemente sobre el conjunto Y en el sentido de la definición 2”, en- 
tonces de la condición (54.4) se infiere, para cualquier £ > O, la existencia de tal nú- 
mero n, que con y € Y y ne < n < b se verifica la desigualdad (54.2). O 

Si consideramos la integral 


Fy” [nas 


llegaremos a que, evidentemente, la condición (34.4) implica que esta integral tiende 
uniformemente sobre Y hacia cero para y — b — 0 (en la terminología del p. 39.4, 
el parámetro aquí no es y, como lo fue en el punto mencionado, sino la variable 1). 

La convergencia uniforme sobre el conjunto Y de la integral (54.1) significa tam- 
bién que en este conjunto la función 


ton” [sa,yax 64.9) 


tiende uniformemente, para y — b — O, hacia la función (54.1). 
Efectivamente, lo último significa (véase el p. 39.4) que para todo £ > 0 existe 
tal», < b, que para cualquier y que satisface la condición y, < y < b, y cualquier 
y € Y se verifica la desigualdad 
180) — 80,1! < e. 


Pero 


: : è 
30) — 20,0) = | fœ, y ddx — | fæ. pax = |f, yax. 


310, $ 54. Integrales impropias dependientes de un parámetr 


[i ræva] <e. 


De este modo, la condición $(y, 1) 407) para y — b — 0 es equivalente al 


cumplimiento de las condiciones de la definicion 2, es decir, a la convergencia uni- 
forme sobre el conjunto Y de la integral (54.1). 
Ejemplo. Consideremos una integral $(y) = Í ye™ dx. A título de con- 
ET é 
junto Y tomemos el semieje y > O (para cualquier y < 0 esta integral diverge). Es 
fácil convencerse de que la integral en consideración converge sobre Y. Para cual- 
quier æ > 0 converge uniformemente en el intervalo la, + œ). Efectivamente, en 
este caso se comprueba con facilidad, por ejemplo, el cumplimiendo de la condición 
(54.4): 


lim, w| j ve] = sup en lim e7“= 0, 


72. rn 


ere po 


Mientras tanto, la convergencia uniforme no subsiste en todo el semieje. En efecto, 


Í yea) lim sup e7” = 1, 


' sn e-ta P0 
es decir, en el conjunto Y la condición (54.4) no se cumple. 

"Teorema 1 (criterio de Welerstrass). Sí existe una función no negativa p (x), defi- 
nida en el intervalo [a , b) e integrable según Riemann en todo segmento la, n], don- 
de a < y < b, de tal indole que: 

1) UV, y)! < pl), dondea < x < b, ye Y; 

è 


2) la integral | p(x)dx converge, 


entonces la integral (54.1) converge uniformemente sobre el conjunto Y. 
DEMOSTRACIÓN. Ante todo, en virtud del criterio de comparación (véase el 
p. 33.3), la integral (54.1) converge absolutamente y, por lo tanto, es simplemente 


» 
convergente, cualquiera que sea y € Y. Luego, por lo que la integral [ p(x)dx es 


convergente, para todo £ > O existe tal y, < b, quesi n, < y < b, entonces 
è 
[ ebeddx < e. En tal caso, en virtud de la condición 1 del teorema 


è è e 
[irena < [l/G.ylldx< | ebddx<e, w <1<b, yeY, 


è 
lo que significa precisamente la convergencia uniforme de la integral | f(x, y)dx 
sobre el conjunto Y. O i 


34.1. Convergencia uniforme de las integrales an 
Con ayuda del criterio de Weierstrass se establece, por ejemplo, que la integral 


f TE pp Converge uniformemente sobre todo eleje real — œ < y < +e. 


En efecto, la integral LX = " converge, y para cualesquiera x € y se 
1+x7 


Del criterio de Cauchy para la convergencia uniforme de las funciones según un 
parámetro (véase el p. 39.4) se obtienen directamente las condiciones. necesarias y 
suficientes (que también se llaman criterio de Gauchy) para la convergencia unifor- 
me de las integrales. 

Teorema 2. (criterio de Cauchy de la convergencia uniforme de las integrales). 
Para que la integral (54.1) converja uniformemente sobre el conjunto Y , es necesa- 
rio y suficiente que para cualquier £ > Oexista tal y < b, que cualesquiera que sean 
v’ yn” , que satisfagan las condiciones y < Y" < b, < 4” < b, y todo y € Y, se 
verifique la desigualdad 

e 
| { Sayas] <e (54.6) 

Efectivamente, como ya se ha observado, la convergencia uniforme de la in- 
tegral (54.1) es equivalente a que la función $ (y, y) tienda uniformemente al limite 
(véase (54,5)), mientras que la desigualdad (54.6) puede escribirse, en las designa- 
clones de (54.5), en la forma 

160,1) 80,1) < e 


Por eso el teorema 2 no es otra cosa que simplemente una paráfrasis del teorema 
4 del punto 39.4 para el caso que ahora se considera. 
Ejercicios. Investígueose la convergencia y la convergencia uniforme de las integrales pa- 


ra todos los valores del parámetro a, indíquense las regiones de variación del parámetro a, en 
las que tiene lugar la convergencia Uniforme de las integrales: 


E: 


+ az 


as je 
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a 
6: Inves la convergencia uniforme de la integral j 


a+? 
aeR,b > b, > Oícuando b > 0, respectivamente), p > I. 


$4.2*. CRITERIO DE LA CONVERGENCIA UNIFORME 
DE LAS INTEGRALES 

En este punto se demostrará el criterio para la convergencia uniforme de las in- 
tegrales, análogo al criterio correspondiente para la convergencia uniforme de las 

series (véase el p. 36.3). 
Teorema 3. Supongamos que las funciones f(x, y) y g (x, y) estón definidas para 
a< x< + 00,ey e Y (aes finito, Y es un conjunto numérico), con la particulari- 
dad de que la función f(x, y) es continua respecto de la variable x, mientras que 


40%, y) tiene ta derivada 32 continua respecto de x. Si 
1) la función g(x, y) es monótona respecto de x para cada y € Y , y en el conjun- 
to Y tiende uniformemente hacia cero cuando x — «o; 


2) la integral | fix, y)dx está acotada como una función de las variables y e la, 
+ œ) e ye Y en el conjunto la, + œ) x Y; 


entonces la integral .. 
| ey VQ, y rdx (54.7) 


converge uniformemente sobre el conjunto Y. 

DEMOSTRACIÓN. De acuerdo con el segundo teorema del valor medio para las in- 
tegrales (véase el p. 30.3 *), para cualesquiera y" yq”, a < y" < y”, se verifica la 
igualdad 

| 2000, yrdx = 6 
j = 51,9) | Sa ydx + 801,9) | Sa yx, (54.8) 
i i 


donde n’ < E < 1”, En vista de la condición 2) del teorema, existe tal constante 
M > 0 que para cualesquiera (y, y) e (a, + œ) x Y tiene lugar la desigualdad 
[irena] < M. Por eso 

t t 

[freva] = Jire fræ yax] < 

+ : : 


t y 
< [j reva] + [se.nax| 2M; (549) 
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análogamente, z 
[j ræva] <2M. (54.10) 
E 

Fíjemos un e > O arbitrario. En virtud de que la función g(x, y) tiende unifor- 


memente a cero en el conjunto Y, cuando x — + œ, existe tal y, > a que, cuales- 
quiera que sean x > 7, € y € Y, se verifica la desigualdad 


E 
lg, y)l < w (54.11) 


Con ayuda de las desigualdades (54.9), (54.10) y (54.11), de (54.8) se deduce que 
para cualesquiera y" > y, Y4” > ne tiene lugar la estimación 


[nooo] < 


: z 
< ewyn |f revas] + 15657. 91 [frena < 
; 
z 4 
<2M AM +2M M =e 


De este modo, la condición de Cauchy (véase el p. $4.1) referente a la conver- 
gencia uniforme de la integral (54.7) queda cumplida. O 

OBSERVACIÓN. Se podria estimar la integral en el primer miembro de la igualdad 
sin recurrir al segundo teorema del valor medio, sino procediendo de manera análo- 
ga a la que se ha usado en la demostración del criterio de Dirichlet en el p. 33.6, in- 
tegrarla por partes. Esto, no obstante, haría, más engorrosa la demostración sin que 
še eviten, en esencia, los razonamientos repetidos, propios para la demostración del 
segundo teorema del valor medio. 

El hecho de que la función g(x, y) tiene derivada continua respecto de x no es 
esencial y se debe sólo a que el segundo teorema del valor medio en el p. 28,3 * se ha 
demostrado bajo las condiciones de tal suposición. 


Ejemplo, La integral f Trgi converge uniformemente para 


Y > Yo > 0. En efecto, la función ge) E E Y decreciendo para x >1y 
lim_ g(x) = O, con la particularidad de que, por cuanto g(x) no depende de y, 


dicha función tiende a cero uniformemente (cuando x — + œœ) respecto de y; ade- 
más 


, > a 
|Esenarar| -a ¿2 
E > 


De este modo, ambas condiciones del teorema 3 están cumplidas. 
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Problema 32. Demuéstrese que si las funciones f(x, y) y g(x, 4) están definidas para 


-m<agx< + eye Y, siendo la integral | fi, y)dx uniformemente conver- 


gente sobre Y, mientras que la función g(x, y) es monótona respecto de x y está acotada en el 


conjunto (a, + œ) x Y, entonces la integral È g(r, y)/0%. y )dx converge uniformemente 


sobre Y. 
Ejercicios. 7. Supongamos que las funciones f(x) y g(x, y) son continuas respecto de 
x; además, cuando x — + e, la función g (x, y) tiende, de manera monótona y uniforme res- 


xp yeY, mientras que la 


pecto de ye Y, hacia cero y tiene derivada continua. me 


integral. È foxx cs convergente. En este caso la integral | fdg r, y)dx es uniforme- 
mente convergente sobre el conjunto Y- 
Investíguese la convergencia uniforme de las integrales: 


$ P; 
s | en apna > 0p > 0> 0. 


Fo mx 
9. de 0 0. 
| r] parap > 0,9 > 


$4.3. PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES IMPROPIAS 
DEPENDIENTES DE UN PARÁMETRO 
Al estudiar las propiedades de las integrales impropias dependientes de un pará- 
metro, nos encontraremos a menudo con la permutación de los pasos límites relati- 
vos a diferentes variables. Por eso demostraremos, ante todo, un lema concerniente 
al problema en consideración. 
Lema 1. Sean X e Y dos conjuntos de números; la función f (x , y) viene definida 
en'su producto X x Y (véase el p. 41.2):x € X, y € Y, Xoe yo50n unos números o 
infinitos cualesquiera œ, + œ, — œ, y existen los límites 


el) = lim f(x, y) xex, y 90)= lim fx, y), ye Y. 
yar x5r 


Si la función f tiende uniformemente por lo menos hacia uno de los límites cita- 
dos, existen y son iguales entre sí ambos límites reiterados 
lim lim (cy) = lim lim fo, y). 


do rro 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos, por ejemplo, que la función f(x, y) tiende unifor- 
'memente en X hacia p(x) cuando y — yọ- Entonces, para cualquier > O fijo existe 
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un entorno U (yo) tal que, cualesquiera que sean y e Ú(yy) N Y" yx e X, se verifi- 
ca la desigualdad 


1y&,y) - e)l <$. (54.12) 


Si y, € Wo) N Y e y, € Čo) N Y, entonces 
Voy) = SEID L O) = POLA ea) — Syd < e. 


Pasando aquí al limite para x — xp, obtendremos 
WOD- VODI <e. (54.13) 
Conforme al criterio de Cauchy para la existencia del límite de una función (véa- 
se el p. 4.11), de (54.13) se deduce que existe un límite finito 
lim Y) = A. 
y=% 


Se ha demostrado pues la existencia del limite reiterado 
lim lim fø, y) = A. 
Pd Ama) 
Fijemos ahora y, € Ú(y,) N Y. En este caso de (54.12), para y = y, y de 
(54.13), para y, — Yọ obtendremos, respectivamente 
YI) => IOYAI SE (54.14) 
Para todo y € Y existe el limite lim f(x, y) = Y(9). Por ello, siendo fijo 
xa 
ne boya Y, para £ > O dado se encontrará tal entorno U(x¿) que para cual- 
quier x 6 Ú(xp) N X tendremos 


MEy) -VODI <e- (6419) 


De las desigualdades (54.14) y (54.15) para todo x € (x) N X se tiene 
lek) = AI < 1960) — Sy) + UG, y) — VODI + YO) = Al < 3e, 


lo que significa precisamente la existencia del límite reiterado 
A= limeb)= lim lim f, y). O 
a ES 


Teorema 4. Sea — œ < a < b < + œ y supongamos que la función f(x, y) 
está definida para todo x € la, b), y € Y, y en la, b) es continua respecto de x para 
cualquier y e Y. Entonces, si con y € [a, b) cualquiera la función f(x, y) tiende, 
uniformemente en el segmento [a, y) hacia la función (x) cuando y — yọ”, y la in- 


*) Mediante Ú se denota, como siempre, un entorno reducido. 
+9>-Aqui y, es un número o bien uno de los infinitos œ, + æ, — 02 
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tegral 


JU yrdx (54.16) 


es uniformemente convergente sobre el conjunto Y, entonces 


4 è . 
lim [0 y)dx=| lim fa. )dx= | ebdax. (54.17) 
=m) 1 d 


DEMOSTRACIÓN, Si a < y < b, de acuerdo con el teorema 2 del p. $3.1, tene- 


mos 


lim [J(.y)dx= | lim fix, y)dx = | p(x)dx. (54.18) 
7n} SS H 


Por eso, según la definición de la integral impropia, la igualdad (54.17) se puede 
escribir en otra forma: 
M į = 5 ¡ 
PLA o Jayidxa p, 1a [ena (54.19) 
De este modo, resta demostrar la posibilidad de permutar el orden de los pasos 
límites respecto a las variables y y y para la función 


PO = (S0, yd. 


Esto proviene del lema demostrado más arriba: En efecto, de acuerdo con 


(54,18), existe el límite lim (y, y). Por otra parte existe también el límite 
>. 


mo 


lim, O= lim, | Sœ, y)dx = | fix, yrax, 


con la particularidad de que, por hipótesis del teorema, la función tiende a su limite 
uniformemente en el conjunto Y. Por consiguente, la validez de la igualdad (54.19) 
se desprende directamente de la afirmación del lema. O 

Teorema $. Supongamos que la función f(x, y) está definida y es continua (co- 
mo función de dos variables) en un “rectángulo” semiabierto 
(1. y):a €Ex<b,c<y€d), -œ<a<b< +o 


-esocdoro, 
» 


En este caso, si la integral 9(y) = | f(x, y)dx converge uniformemente en [c, d), 


será una función continua en dicho segmento. 

DEMOSTRACIÓN. Cualquiera que sea yy € |c, d), la función f(x, y) tiende unifor- 
memente, para y — Yọ hacia la función f(x, yọ) en todo segmento |a, n), 
a < y < b (véase el p. 39.4). Por ello, de acuerdo con el teorema antecedente (véa- 
se (54.17), 


54.3, Propiedades de las integrales impropias m 


E 


s è 
lm 809) = | lim Joc. yhdx = | fæ, yo)dx = #0). D 
Teorema 6. Cumplidas las suposiciones del teorema 5, se tiene 


4 “ “ 
[90ddy = | dyf Ja. yrdx = | ax fix, yrdy. (54.20) 


DEMOSTRACIÓN. Si a < y < b, entonces, según el teorema 3 del p. 53.1, tené- 
mos 


ea ..4 
Jay] fæ, y)dx = | dxĵ fix, y)dy- (5421) 


La función $(», n) = Í f(x, y)dx es continua respecto de y, y cuando y — b — 0, 


tiende a su límite 6 (y) uniformemente en el segmento [c, d]. Por eso, de conformi- 
dad con el teorema 2, el p. $3.1, en el primer miembro de la igualdad (54,21) pode- 
mos pasar al límite bajo el signo de la integral para y — b — 0; 


¿Saro Pax = lim feon mdy = 


E.r 


e. 
= ie lim e, may = J $00) = Jofsenas 


y en este caso el límite obtenido es finito. Por consiguiente, cuando y — b — 0, el 
segundo miembro de la igualdad (54.21) tiene también el mismo límite el cual, por 
detail ed dean onda, os jua 


$ aje, My. O 


Démostremos un teorema sobre la permutación del orden de integración para ci 
caso en que ambas integrales son impropias. 

Teorema 7. Supongamos que la función f(x, y) está definida y es continua en el 
rectángulo semiablerto 


(0, y) :a<x<bjc<y<di, 

-e cachorro, -o<o<doto, 
Si la integral a 
$ fax (54.22) 


es uniformemente convergente en cualquier segmento |c, n), c < } < d, y la in~ 
tegral 


4 
$40, ydy (54.23) 


as $ 54. Integrales impropias dependientes de un parámetro 
es uniformemente convergente en cualquier segmento (a, Ela < Ẹ < b, y existe, 
además, una de las dos integrales reiteradas 


“ .o. 
¡aj We, ylax, | dx| 1/0, pay, 


existen y son iguales entre sí ambas integrales reiteradas 


T T 
[ay[ fæ yjdx y [dx[ fæ, y)dy, 
es decir, 
eo» E 
[df fæ.y)dx = | dxj fx, y)dy. (54.24) 
DEMOSTRACIÓN, Supongamos, por ejemplo, que existe una integral 
4 


j a Y, y)dy (54.25) 


y seac < y < d. En virtud de que la integral (54.22) es uniformemente convergente 
en dl sernnto [e n, de acuerdo A 6, tenemos 


j avį sonas = f aj S0,yay. (54.26) 

En timite el primer miembro de esta igualdad para y — d — Oes, obviamente, iguala 
Í aj Ja, y)dx. 

Probamos que el límite dol segundo miembro de la igualdad (54,26) es iguala 
f aj Jaydy, 


es decir, en este caso resulta posible el paso límite, para y — d — O, bajo el signo de 
integral. Comprobemos si se cumplen las premisas del teorema 4 de este punto. La 


función $(x, 3) = a dl fba Soia 1 del 


p. 32.1 y, por hipôtesis del teorema, en cualquier segmento [a, El a < £ < b, 
tiende uniformemente a la integral (54.23) cuando y — d — 0, , hacia la 


función Fx) = [raay Por fin, la integral 


s 24 
| Box max = | dxj Su. y)dy 
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converge uniformemente respecto de y, € < y < d, pues 
A 
ES i) YA. y)dy, 
mientras que la integral (54.25) converge por suposición. 
Por consiguiente, las condiciones del teorema 4 para el segundo miembro de la 
igualdad (54.26) quedan cumplidas, por lo cual 


[ændr = ja im èk) dx = 


EN afana 


Asi pues, ln igualdad (54.24), que se demuestra, se obtiene de (54:26) pasando al 
limite para y — d ~ 0. O 

Pasemos ahora a considerar la derivabilidad de las integrales impropias depen- 
dientes de un parámetro. 


"Teorema 3. Supongamos que las funciones fix, nyan están definidas y 
son continuas en el rectángulo semiabierto 
a=f<x<b,e<y< d, 
=œ%<a<bg+o, -%<c<d< +o, 


Si la integral j Six, y)dx converge y la integral j m, » 


ax converge unifor- 
'memente en el segmentolc, d), entonces la función (y) = j Six, y)dx es conti- 
nuamente derivable en dicho segmento y 


a a/a.» 
| SO, yrdx = b 
r) fro. yx f J S 


DEMOSTRACIÓN. Representemos la función #(y) = | f(x, y)dx en forma de 
una serie convergente en el segmento |c, d]: i 


A S S 
20)=[Syd= E | faydx, (54.27) 
ld 
donde mp, = 1,2 +, es una moción fja tal que 
ela, b) m = ay Jm 1,= b, yla función ren 


en forma en una serie convergente en el segmento [c, d] 
- m. 


» 
E PS f YA ax. (54.28) 
dy L ay 
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De acuerdo con el teorema 4 del p. 53.2, todo término de la serie (54.28) es una 
derivada, respecto de la variable y, del término correspondiente de la serie (54.27), 
porlo cual, en virtud dd teorema sobre la derivación de las series (véase el p. 36.4), 
la suma de la serie (54.28) es la derivada de la suma de la serie (54.27). O 

Como ya se ha observado, todas las formulaciones y demostraciones anteriores 
se refieren a las integrales impropias dependientes de un parámetro que satisfacen 
las condiciones 1) y 2), enunciadas al principio del p. 54.1. De manera sumamente 
análoga se consideran también los casos más generales, por ejemplo, si 

1)-=<a<b<+o. 

2") para todo y e Y la función f(x, y) respecto de la variable x es integrable se- 
gún Riemann en cualquier segmento (£, n], donde a < E < n < b. 

La teoría construida de las int dependientes de un parámetro se extiende 
de modo natural al caso en que una integral depende de dos o, en general, de cierto 
número finito de parámetros ) Ya: Con ello, muchas de las formulaciones de 
las definiciones y los teoremas, al igual que las demostraciones, quedan invariables, 
siempre que se da a las designaciones usadas el sentido nuevo. Esto atañe, por 
ejemplo, a la definición de la convergencia uniforme y al teorema del paso al límite 
bajo el signo de integral, sólo conviene considerar que y = (Y, --- , Ya) Yọ €s un 
punto del mismo espacio o el infinito, mientras que y — yy se entiende en el sentido 
de límite en dicho espacio, 


$4.4. APLICACIÓN DE LA TEORIA DE INTEGRALES 
DEPENDIENTES DE UN PARÁMETRO AL CÁLCULO 
DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS 
Hasta ahora hemos conocido dos métodos para calcular integrales definidas. El 
primero de ellos parte de la definición de la integral como un limite de las sumas in- 
tegrales y es de amplio uso en los procedimientos numéricos de los cálculos. Se estu- 
diará más detalladamente en el p. 60.4, El segundo método, que ya ha sido emplea- 
do constantemente, se basa sobre la búsqueda de la función subintegral primitiva y 
la aplicación de la fórmula de Newton — Leibniz. Resulta que a veces se logra obte- 
ner los valores exactos de las integrales definidas, utilizando la teoría de integrales 
dependientes de un parámetro, La ventaja de este método consiste en que en algu- 
‘nos casos se. calculan, con ayuda de este método, las integrales de unas funciones 
cuyas primitivas no son funciones elementales, debido a lo cual el procedimiento 
usual en el que se emplea la fórmula de Newton — Leibniz resulta no aplicable. 
Ejemplo 1. Supongamos que se pide calcular la integral 
i 


arctgx 
J [Eze (54.29) 


Demos a conocer los métodos de su cálculo basados sobre la sustitución de la in- 
tegral dada por alguna otra que dependa de un parámetro y para la cual (54.29) sir- 
A t AG 
Consideremos una función ftx, y) = => y la integral 
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Jo)= frena | rt lx. (54.30) 


Es evidente que la integral (54.29) se obtiene de aquí cuando y = 1. Puesto que 
ES ESTAN 1 A 
À = O(1)parax — Oy HE = 0 Jou 1 y cualquier y 


fijo, entonces la integral (54.30) converge con todo y. 
la 1 |< 1 
a NT E yr 


y de la convergencia de la integral j a se deduce que la integral 


fusta 5431) 


dy 
converge uniformemente sobre todo el eje real y, de conformidad con el teorema 8 
del p. 54,3, es igual a J'(y). 
Al realizar sucesivamente los cambios de la variable de integración x = cos y y 


t = tgp, obtendremos 
1 


As de 
Po | Ury Mi-a 


dt t Pues) x 
[trial 


De aquí, por definición de la integral indefinida, se infiere que 


Jo)= | rows z | Beer +c. 


Pero, de (54.30) se deduce que J(0) = 0, por lo cual C = 0 y 
Joy=ž 100 + VTF y). 
Sustituyendo aquí y = 1, obtenemos el valor de la integral buscada (54.29) 
1=10=F 100 +D. 
La integral (54.29) puede calcularse también aplicando la integración respecto de 


un parámetro. Al notar que == £ > obtendremos para J la expre- 


216429 


dy 


Por esta razón podemos cambiar en (54,32) el orden de integración (véase el teore- 
ma 6 del p. 54,3). Entonces (haciendo uso del valor, obtenido directamente más 
arriba, de la integral respecto de x), encontramos 

p 


mol 
de sf do r 
J Plema NT hi m C +y. 


Ejemplo 2. Calculemos el valor de la integral 
Ia) f a (54.33) 
F 


Se puede mostrar que la correspondiente integral indefinida no se expresa, para 
a + 0, en términos de las funciones elementales, a consecuencia de lo cual la in- 
tegral dada no se calcula por el procedimiento habitual con ayuda de la fórmula de 
Newton — Leibniz. 

La integral (54.33) es convergente para todo valor de a. En efecto, sia = 0, en- 
tonces, evidentemente, /(0) = O. Si, en cambio, a + 0, entonces, al realizar el 
cambio de la variable £ = ax, se obtendrá 


f Sige 10) i a> 0 


i] Ela 10, i aco 


Por cuanto la integral /(1) es convergente (véase el p. 33.5), convergerá también la 
integral (a). 
Con el fin de calcular la integral (54.33), examinemos una integral más general 


Ha, 8) = į ea 


34.4. Aplicación de la teoría de integrales m 
AJ derivar formalmente respecto de a bajo el signo de integral, obtendremos una 


integral f e7** cosadx, la cual converge uniformemente respecto del paré- 


metroa, — œ < a < + œ, cualquiera que sea 8 > O fijo. Por consiguiente, para 
B > 0 (véase el tomo 1, p. 26.4) se tiene 
1,8) j $ 8 
da y "AR 
de donde a 


1,8) = Lt + CU) = arc $ + CO), 


Pero (0, 8) = O, por lo tanto, C(8) = 0. Así pues, 
1a. B) = mega, 8>0 


Nos interesa, sin embargo, el valor de la integral /(a, 8) para 8 = 0. Resulta 
más simple tratar de argumentar la posibilidad de pasar al límite bajo el signo de la 
integral /(x, 8) cuando 8 — + 0. Fijemos un número b > 0 y mostremos que la in- 
tegral [(a, $) converge uniformemente respecto del parámetro £ en el segmento [0, 
b], cualquiera que sea a + O fijo, Efectivamente, integrando por partes (véase el 
p. 26.4 del tomo 1), obtendremos 

‘i an ea gy o pon 200 + Puman g 

E atte 


+ 


A 


T enara corax + B senar de 
ary p ES 


Elijamos ņ, de modo tal que para y > y, se cumplan las desigualdades 


pl e-m acosan +Bsenan] tal +01 
' 


|< 
r 


ate 


PE O a 


ens par > qoiesirenos| | 


| AE Lasa E 


emar ERE e| < e, 1o que pre 


samente demuestra la convergencia uniforme de la integral /(a, £) respecto del pa- 
rámetro $ en cualquier segmento [0, b]. Ahora, en virtud del teorema 4 del p. 54,3, 


1) =10,0)= im, lla, 8) = 


así pues, 


2? z2, s a>0, 

1) = Pia=4 0 dazo, 

x =r/⁄2, si a<0. 
Cabe fijar la atención en que la derivación respecto de a en (54.33) llevaría a una in- 
tegral divergente | cosaxdx. La derivación se hizo posible, en/(a, $), gracias a la 


è 
presencia del factor e 7%, 8 > 0, llamado “factor de convergencia”. Se denomina 
"método de introducción del factor de convergencia” el procedimiento por cuyo in- 


trado seal la integra de la forma f(x)dx, pasando a la integral 
+= Aygax, derivando respeto de B, buscando Ia interal obtenida y pasando al 


limite cuando 8 — 0. 

Coscia el Y de 16) 9 peda haiti social tl EVS 
de varias integrales semejantes. Por ejemplo, podemos mostrar fácilmente (de lo 
que haremos uso en adelante) que 


(54.34) 


n | BO EAD at < 1). 
ps 


ys 


34.5. INTEGRALES DE EULER 


Examinemos las integrales , 
A - xX 7?dx, (54:35) 
de 
T6)= | leer, (54:36) 
ó 


llamadas integrales de Euler de primera y segunda especie respectivamente, la in- 
tegral (54,35) lleva el nombre de función beta y la (54.36), función gamma. 
Aclaremos, ante todo, para qué valores de los parámetros p, q y s tienen sentido 
los segundos miembros de las fórmulas (54,35) y (54.36). Consideremos al principio 
la integral (54.35). En el caso general la función subintegral tiene dos peculiarida- 
des: cuando x = O y cuando x = 1, por lo cual representemos la integral en la for- 


ze n 


B3o.0)= f aP- -aN drt | xt al 
ia 


1a 


Al comparar la primera integral en el segundo miembro con la integral f x°- 'dx, 


y la segunda integral, con È (1 — xJ%” dx, que son convergentes para p > 0 y 
da 

q > O, respectivamente, y divergentes parap < Oy q < 0, respectivamente, (véase 
el p. 33.3), llegamos a que el dominio de definición de la función beta (34.35) en el 
plano p, q será el ángulo recto p > 0, q > 0. 

Luego, la integral B(p, q) converge uniformemente en cada ángulo recto 
P > Poq > Go cualesquiera que sean pg > Oy qo > 0. En efecto, de acuerdo con 
el criterio de Weierstrass, esto se desprende (véase el p. 54.1) de la desigualdad 

a-ig = xyi aaia m aa, OxI, 


y de la convergencia, demostrada más arriba, de la integral 

BP go) = [97 (1 — xyu=lax, pp>0 go> 0. 
Por cuanto todo punto (p, q), p > 0, q > 0, pertenece a cierto ángulo p > Po, 
4 > qo siendo elegidos de modo adecuado los números py > O y gp > O, enton- 


ces, en virtud del teorema $ del p. 54.3, la función B(p, q) es continua en todo su 
dominio de definición. 


36 $ 54, Integrales impropias dependientes de un parámetro 


Con el fin de encontrar el dominio de definición de la función gamma (54,36), 
representémosla en la forma 
1 


DG) = [teta + i Pti 6437) 
è i y 


Al comparar el primer sumando en el segundo miembro con la integral | x*~'dx, la 
da 

cual converge paras > O y diverge paras < O, llegamos a que la integral | x~! x 
à 

x e” *dx converge y diverge para los mismos valores del parámetro s. En lo que 

se refiere a la segunda integral en el miembro derecho de la igualdad (54.37), conver- 

ge para cualquier valor de s. Esto proviene, por ejemplo, de la validez, para todo s, 

de la igualdad x'=1e7% = o(e72/2) cuando x — + œ, y de la convergencia de la 

integral j e” *dx=2e" '?. De este modo, la integral (54.36) converge para todo 

5 > 0 y diverge cuando s € 0. 
Probemos ahora que la integral (54.36) converge uniformemente en todo seg- 


mento fs}, 9), donde O < s, < 5, < + œ, En efecto, sea 5, < s < 53; entonces, 
si O <x < 1, se tiene 


ysix> 1, se tiene 


y como las integrales | x'1"!e7%dx y [ x° 'e-*dx convergen, de la fórmula 
é i 


(54.37) se deduce, en virtud del criterio de Weierstrass para la convergencia unifor- 
me'de integrales (véase el p. 54.1), la convergencia uniforme de la integral T (s) en el 
segmento fs}. sj). De aquí proviene, en vista del teorema $ del p. 54.3, que la fun- 
ción Tig) es continua en todo su dominio de definición. 

Ejercicio 15. Demuéstrese que ias tunciones B (p, g) y T (s) son infinitamente derivables. 

Problema 39. Demuéstrese que B(p, q) y T) son las funciones analiticas. 

Demos a conocer algunas propiedades de las integrales F (s) y B(p, 9). Ante to- 
do, de la fórmula (54.36) se obtiene directamente 

r6)>06>0, (54.38) 

en particular, la función gamma no tiene ceros. Luego, al integrar por partes, obte- 
nemos 


T6+D= Í O | + s | Me ta=sT6). (54.39 
o 3 


54.5. Integrales de Euler m 


De este modo, sis > n (n = 1,2, ), entonces 
T6) = 6 = DD. (s = aPC — n) (54.40) 


Para cualquier s > O puede elegirse un número entero no'negativo n de modo 
al que sea 0 < s — n < L(1 = 0, 1, 2, ...), y en este caso Ts) se expresará, mê- 
diante la fórmula (54.40), en términos del valor de la función gamma en cierto pun- 
to del intervalo (0, 1]. En otras palabras, si se conoce el valor de le función gamma 
en el intervalo (0,1), se puede hallar su valor en cualquier punto. 


Hemos de notar, además, que P'(1) = [ e” *dx = 1, y, por lo tanto, en vir- 
é 


tud de la fórmula (54.40), 
Ta+ =n. 


De aqui se ve que la función gamma P(s + 1) es una prolongación de la función 
sl, definida sólo para s = 0,1,2, ... enteros, a todo el semiejes > — 1 de núme- 
ros reales. 

Demostraremos las siguientes propiedades de la función beta B(p, q). 

1, Para cualesquiera p > Oy q > 0 


B(.q)= BQ,p). (54.41) 
Para convencerse de esto, basta efectuar el cambio de la variable 1 = 1 — xen 
la integral (54.35). 
2. Para cualesquiera p > 0yq > 1 
Boa) = 70.9 = D aan 


p+a- 


Análogamente, en virtud de la simetría (véase (54.41), para cualesquiera q > 0 
yp>1 je 
Bo, = 221 Bo- 1,0). (44) 

p+q 


En efecto, al integrar por panes (5439 y obiervar que (l — 
= xy? a lr — xy? — xP HL — xy), obtendremos B(p, q) = 


jo xp aZe as eo da = 


y 
= Maa — xfa - NS fria = 


se 1 - 0 
> 7 
de donde se desprende (54.42), y, en virtud de la simetria, también (54,43). 
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3. Para cualesquiera p > 0 
B(,n) = Bn, p) = 


Esta fórmula se obtiene como resultado de la aplicaçión sucesiva de la correlación 


(54,42), si se toma en consideración que B(p, 1) = [x”-dx =}. Sip = m es 
P 
poup 
m+n- 
Entre las funciones B(p, q) y P (5) existe una correlación que se establece me- 
diante la fórmula de Euler 
rora) 


IO +0 


Demostrémosla, siguiendo el método de Dirichlet. Realicemos en la fórmula 
(54.36) el cambio de la variable x = (1 + f)y, £ > 0: 


| AA 


también un número natural, entonces Búm, n) = 


p>0, q>0. (54.44) 


y pongamos s = p + q, p > 0, q > 0; entonces 


roto [t 


EA peee 


Multipliquemos ambos miembros de esta igualdad por ~! e integremos respecto 
det entre O y + œ: 


¡A AA AS 
T0+0) f a f Pula f JP le=UtNdy, (54.45) 


Realicemos el cambio de variable £ = en la integral que figura en el primer 
miembro de la igualdad (54.45): 
te p 
pe -1 =i, 
f arp” -f (1 -xV 'dx = Bp, q). (54.46) 


Para calcular el segundo miembro de la igualdad observemos que 


[ eu | nc 


f rua j E A) 


En efecto, designando $(1, £) = f y? +0 10=0+D%dy, de la estimación 


t 
059,0) -= St, E) < f EA 


í 1080, pde < ii 191, dt 


concluimos que para ¢ — + Ola función P(?, Ẹ) tiende hacia ẹ (7, 0) uniformemen- 


te respecto de f € (0, + o) y que la integral f g 


Me (e, Ext converge uniforme- 


mente respecto de £, pues converge la integral (54.45). Por consiquiente, en el se- 
gundo miembro de (54.47) podemos pasar al límite bajo el signo de la integral exte- 
rior. 


Luego, 


T ra j para Ig gy = 
è 


= | tedy | Prieta, £>0, pal, q>1. (54:48) 
i H 
La permutación del orden de integración es posible aqui, porque, primero, la in- 


tegral (P=! | yP*0=1=(1*D%gy es uniformemente convergente respecto de £ en 
i 
cualquier segmento (0, a], lo que se deduce de la estimación uniforme de la función 
subintegral 
IP PRI IED GP JO 0= ler, OKILA 


y dela convergencia de la integral | y?*9=!e”"dy, segundo, la integral 
Ro 
A RIO 
è 
converge uniformemente respecto de y en cualquier segmento [£, b], £ > 0, lo que 


se deduce de la estimación uniforme de la función subintegral 
IPPO ç ARA 
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y de la convergencia de la integral [ 17=1le=*dt; tercero, la integral que figura 
á 
en el segundo miembro de la igualdad (54.48) existe. De este modo, la legitimidad 
del cambio del orden de integración en (54.48) se infiere del teorema 7, p. 54.3 (ob- 
servemos que en este caso la función subimtegral es no negativa). 
Al realizar el cambio de variable 1y = u, obtendremos 


f pPta-ie=dy | P-le=tdt =p) | y9=e=>dy. (5640) 
i è i 


Por fin, 
m, T yen? dy = TA). (54.50) 


De (54.45) (54.50) obtenemos la fórmula (54.44) para p > 1, q > 1. Si ahora 
p > Oy q > 0, entonces, según lo demostrado, se tiene 
TE + DIG +1 
BE + 1,g + ——_——— 
EIA TT] 


Aplicando las correlaciones (54.39), (54.42) y E 43), obtendremos la fórmula 
(54.44) bajo el supuesto de que p > 0, g > 0. 


54.6. FUNCIONES DE VALORES COMPLEJOS 
DE UN ARGUMENTO REAL. 

En lo que sigue se considerarán sistemáticamente las funciones de valores 
complejos w(£) = u(r) + tv(£) del argumento real £ (las funciones u(1) y v(1) ad- 
quieren valores reales). Ya nos encontramos con los conceptos de límite y conti- 
nuidad de las funciones similares. La derivada de la función w(1) se determina según 


or + o. 


Mostremos, por ejemplo, que, de acuerdo con dicha regla, (e iae‘®, En 


efecto, 
EY = (cosal + senal)” = — a senat + ia cosal = 


=ia(cosat + i senat) siae?! 


Análogamente se determina también la integral (propia o impropia) de la fun- 
ión w o 


from Juas voan, -æga<bg +a. 


La integral | (u(x) + ivGrDelx se denomina impropia, si lo es por lo menos una 


54.6. Funciones de valores complejos de un argumento real m 


de las integrales uiar y Jus Adems, la integral impropia Juws 
+ eye se Bamna convergente, 5 convergen tanto Í ud, como ai 
[ voae. 
i En este caso 
è q” : 
J (ue) + ivea = f ua + if vedr. 


La función w se denomina absolutamente integrable , si lo son las funciones u y v.. 


utomáticamente a lejos. 
por ejemplo, que si pri iv(x), donde u(x) y v(t) son fenicios reales in- 


tesrables según Riemana en el segmento JD], entonces la integral j wix)dx es 
también el límite de las sumas integrales o, = £ minar = wiag es 


i 


partición del segmento [a, b}, xj} < peut =x Xp ds 1,2... pk) 
De aquí, al igual que para las fi que en este caso la fun- 
ción Iwbx)l es también integrable nn emaan y cs es 


li voa) <j Iwex)lax. 


Esta desigualdad es válida también para las funciones de valores complejos absolu- 
tamente integrables en el sentido impropio, lo que se establece por medio de un pa- 
50 limite. 

Mas, en el caso de las funciones que toman valores complejos se debe tener 
cuidado al recurrir a los análogos de los teoremas demostrados para las funciones 
reales, La razón para ello es que no todas las afirmaciones válidas para las funciones 
del argumento real, que toman sólo valores reales, se extienden a las funciones de 
valores complejos. Con una situación semejante ya nos hemos encontrado al estu- 
diar las funciones vectoriales (véase el p. 15.2 y también 37.9%). Por ejemplo, las 
afirmaciones, semejantes al teorema de Rolle y, por lo tanto, al de Lagrange de va- 
lores medios no son válidas para las funciones de valores complejos. Esto lo de- 
muestra el ejemplo, aducido en el p. 13,2, si se escribe en términos de los valores 
complejos. 

A saber, consideremos una función JU) = cost + i sent, O < 1 < 2r; para 
clase verifica (Q) = (5) = 1.4") = = sent + 1 cost. Por cuanto |f (0! = 

senti + 1, no existe tal punto £ € [0, 2r], que se verifique f (£) = 0. 

Por consiguiente, el análogo del teorema de Rolle no tiene lugar en el caso dado. 
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Tampoco resulta cierta la regla de L'Hospital cuya demostración se ha basado 
sobre el teorema del valor medio. Probemos esto con un ejemplo *. 


Sea f(r) =1,8(0) = 1 + Pe TT, 0 < 1 < 1, Por cuanto, de acuerdo con la 


fórmula de Euler, e/2 = cora + i sen 3, entonces 


Poreso, lim f(() = lim £() = 0, y 


im ZO tm 14 te m 1. (54.51) 
g) o 


Teniendo presente que 
OLIES (- De, 0<f<1 


obtenemos 
. 2i 2 
1g (D) > Faka alae aads 


so 


Comparando (54.51) y (54.52), nos convencemos de que en el caso dado la regla 
de L'Hospital no es aplicable. 


54.7*, COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO DE LA FUNCIÓN GAMMA 
Mostremos que el comportamiento asintótico de la función gamma 


T6+D= f eva, s>- 1, (54.53) 


puede ser descrito, para valores suficientemente grandes de la variable independien- 
tes, mediante una fórmula bastante sencilla que contiene sólo funciones elementa- 
les. 


Este ejemplo se ha tomado del libro de W. Rudin “Fundamentos del análisis matemá- 
(W. Rudin, Principles af mathematical analysis ,2ad ed., New York-Toronto-London, 


theo” 
1964). 
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Es fácil ver que la función subintegral en la integral (54.53) toma su valor máxi- 
mo cuando x = s. Realicemos en esta integral el cambio de la variable de integra- 
ción, trasladando el punto x = s al nuevo origen de coordenadas: x = $ + », y re- 
alizando, a continuación, la transformación de semejanza con un coeficiente igual a 
$: y = sí, es decir, pongamos x = s(1 + £). Obtendremos 


agti | pe~" + OPa, (54.54) 
ES 


oF a+, -<tc + ow. (54.55) 


Por cuanto p"(1) = — 1e”*, la función p decrece cuando 1<0 y crece cuando <0; 
en el punto £ = Ola función alcanza su valor máximo p(0) = 1. Luego, al poner 


MOT 14 m4, -1<1< we (54,56) 
obtendremos 
p= h, -1<t<ro, (54.57) 
donde para lil < 1 š 
5 
r=- E 
0.-5+ 
y por eso 


2 
Aos -Eto 10. (54.58) 


Así pues, la función gamma puede ser representada en la forma (véanse (54.54), 
(54.55) y (54.57) 


rE + Dear f Od, (54.59) 


donde el comportamiento de la función A(t) para £ — O se describe por la correla- 
ción (54.58). 

Antes de pasar a la deducción de la fórmula asintótica para l's + 1) con 
$ — + œ, aclaremos el método de su obtención con ayuda de unos razonamientos 
que no son muy rigurosos, pero verosímiles. La gráfica de la función p(1) es de la 
forma expuesta en la fig. 229. A medida que crece el parámetro s, la gráfica de la 
función [p(1)P irá ““apretándose” contra el eje de la variable £ y el segmento unidad 
del eje de ordenadas. Está claro por eso que la integral 


| “a, (54.60) 


en el segundo miembro de la fórmula (54.59) se aproximará perfectamente bien para 
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Pg. 29 


grandes valores de s, mediante la integral 
ñ 


| ed, (54.61) 
> 


donde ó > 0 es arbitrario, pero fijo, con la particularidad de que, con una exactitud 
tanto mayor cuanto mayor sea el valor del parámetro s. En otras palabras, sis es su- 
ficientemente grande, entonces tanto para — 1 < £ < — , como para / > ô, los 
valores de la función e”*% son tan pequeños que cada una de las integrales 


E » 
| eOary f e**W dt puede ser despreciada con alto grado de precisión. Es na- 
EN . 


tural esperar que, siendo fijado ô > O, el error relativo que se obtiene como resulta- 
do de aproximar la integral (54.60) con ayuda de las integrales del tipo (54.61), tam- 
bién puede hacerse tan pequeño como se quiera, a cuenta de la elección del pará- 
metro s lo suficientemente grande. 

En virtud de (54.58), al tomar 5 > O suficientemente pequeño, podemos aproxi- 
mar con éxito la integral (54.61) por medio de la integral 


E 
H 


1 - 
¡ e id= E f edu. (54.62) 
% E 


Si ô > O, el segundo miembro de esta igualdad tiende, para s — + œ, hacia la in- 
tegral de Poisson (véase el p. 48.2) 


f| eh du = vz. (54.63) 

De resultas, para los valores grandes de s la integral (54.60) resulta ser, en cierto 

sentido, bien aproximada por la expresión V2x/5 (véanse (54.62) y (54.63)). Por esta 
razón es natural tratar de demostrar una igualdad asintótica 


[ Wat f- +.. 
A s 
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'Mostremos que esta igualdad realmente tiene lugar. Elijamos arbitrariamente £, 
0 < e < y. En virtud de (5458), eniste tal 8, O < 5 < 1, que para cualesquiera 
tej- ò, 5] se cumple la desigualdad 
a 
[o + sl <e, 


a - r)i- G -e 


Consecuentemente (por ser monótona la función e*), para cualesquieras > Ose 


verifica la desigualdad 
„tuv ME 
¿A S 


Integrándola en el segmento [— 5, ô], obtendremos 


: (EZO b : „Uun 
f E Ter f Odi < f e è dt. (34.64) 
4 5 2 


Estimemos ahora en cuánto la integral (54.61), que figura en el medio de esta de- 
sigualdad, se diferencia de la integral (54.60) que nos interesa. Recordando que la 
función p(1) = e%O = e” (1 + 1) (véanse (54.55) y (54.57) crece en el intervalo 
[- 1, —8] y decrece en [5, + 0»), obtenemos para todos los s > 1: 

n 


o< [ea | as 


dey | ES 
i 


AN T Mor < 
i 
< le SACO 4 ¿006 T Mde Ciee, 64.65) 
ES 


a= — máxíA(- 5), A6) > 0, 
Cy IO IO O + 
E 


Observemos que la función A (7) (véase (54.56)) alcanza un máximo estricto.en el 
peo O 0 la pareció de es AA RS 0 AC 0 
<o 
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De la manera semejante se estiman también las integrales extremas en la de- 
sigualdad (54.64). Al realizar el cambio de la variable de integración 


a+ 20s 
2 


y T i 4 
Pa Ea a TA 
j s te darzs f erdue arar 


Ahora, por analogia con (54.65), tendremos 


8 EEO 

a „utun 
sx TA T gu 
diras Í £ + 


Urea p 
2 a- f e 
ES 


, obtendremos (véase (54.63) 


MEE 


re / F araa Utuy 
seo? e A 
METEO T e y 
> 7 -u -”, 
; E(f eras [ra] 
ataw- 
<e 2 3 
1+z 


se 7 VERSE", (54.66) 


547". Comportamiento exntóico de la función gamma m 


izai aram 
ondea = LHET > 0, C, m e 2 Vir. 


Del mismo modo se obtiene también la estimación 


7 i _ daa 
0< ea li e è? a<”, (54.67) 


2? 


>0,Cj=e Y Vir 
min fory, az, a) y sustituir (54,65), (54.66) y (54.67) en (54.64), 


obtendremos, para las constantes correspondientes C4 > 0 y Cs > O (dependientes 
dee): 


2r - i 137 2 -as 
Niram <J A ae 


Dividamos la desigualdad obtenida por V2x/5 


1 SU 
A E 


Por consiguiente, pasando al límite para s — + o», tendremos, cualquiera que 
eo IN 
1 1 1 
» 
maS TR f A 


ES] 


s 
Al hacer tender aquí £ hacia cero, obtendremos 


] eo, 


226429 
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Al multiplicar ambos miembros de la igualdad por e”*s"*!, en virtud de 
(54.54), obtendremos la fórmula asintótica 


ret -Vires ?, s 


+0, 654.68) 


amada fórmula de Stirling para la función gamma . esta fórmula es, evidentemen- 
te, una generalización de la fórmula de Stirling para el factorial de números natura- 
les (véase el p. 37.8), que se obtiene de (54.68), si ponemos en ésta $ = n, pues 
T(n + 1) = n! (véase el p. 54.5). 


54.8*, SERIES ASINTÓTICAS 


En el p. 37.10* estudiábamos los desarrollos de las funciones en series de poten- 
cias asintóticas cuando x — + œ. Recordemos que la serie 


a+ 


ąz p 


se denomina desarrollo asintótico de la función f para x — + œ, si las sumas par- 
ciales de dicha serie 


El concepto de desarrollo asintótico de una función se generaliza del modo natu- 
ral a las series según los sistemas de funciones que forman las asi llamadas suce- 
siones asintóticas. 

Definición 3. Una sucesión de funciones e,(x), n = 0, 1,2, ... , definidas en 
cierto entorno reducido del punto a (finito o infinito) lleva el nombre de sucesión 
asintótica para x — a, si para cualquier n = 0, 1, 2, ... „tiene lugar la correlación 


Pn) = olo, x (54.69) 


Son ejemplos de sucesiones asintóticas para x — a las expresiones p(x) = 
Y, si a es un punto finito, y pfx) = x a= +oobiena = — œ, 
nað l, 2o. 

Definición 4. Sea p,(x), n = 0, 1, 
La serie 


una sucesión asintótica para x — a 


ARA + 2900) + a. + a PRO) H «+ (54.70) 


se llama serie asintótica (o desarrollo asintótico) para x — a de la función dada f, 
definida en cierto entorno reducido del punto a, si sus sumas parciales 


Spx) = apol) + 0900 +... + appn) 5470 
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satisfacen la condición: para cualquier n = 0, 1,2, ... se verifica la igualdad asintó- 
tica 
16) — S a) = olp, x sn) 


Lema 2. Sea p(x), n = 0, 1,2,... , una sucesión asintótica para x — a. Para 
que la serle (54.70) sea un desarrollo asintótico de la función f para x — a, es nece- 
Sario y suficiente que se verifique 

Ja- 5,0%) =0(0/+ 100), x-4, n=0,1,2, (54.13) 


En otras palabras, la serie (54,70) es un desarrollo asintótico de la función f para 
x — acuando, y sólo cuendo, su suma parcial S, (x) sirva de valor aproximado de la 
función f(x) con la exactitud de hasta Ole, + ;(¥)) para x — a, es decir, el orden del 
error no supere el orden del primer término que se desecha. 

DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD DE LA CONDICIÓN ($4.73). La correlación 
(54,72) para n =1, 2, .... puede escribirse en la forma 


SO) Sy 00) — anpa) = (gp), x= a, 


de donde 
LF) — Sy 160) = Gy6nL0) + Ol) Ole, x= 0, 031,2. 


es decir, se cumple la condición (54.73). O 
DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA DE LA CONDICIÓN (54,73). En virtud de 
(54,73) y (54.69), tenemos 


J) = Sp) =0 (64,14) = Olole, (xD) = olent), x 
mdd 2h... 
lo que coincide con ($4.72). O 
Resulta curioso notas que si para cualquier = 0, 1, 
ción 
Ja) - S/(x) = Oe, (0), xa, (54.74) 


más débil comparada con la (54.72), se deduce de ella, en virtud de (54.69), la igual- 
dad asintótica (54,72). En otras palabras, el cumplimiento de la condición (54.74) 
para todo n = 0, 1,2, ... significa que la serie (54.70) es un desarrollo asintótico 
de la función f para x — a. En efecto, de (54.74) tenemos para n = 1,2,... , 
SA) Sp 100) = ajeno) + Olon) = Ote) = 

= Olole,- 00) = olen- 10) xa, 


se cumple la condi- 


es decir, la condición (54.72). 
Si la sucesión asintótica #„(x), 7 = 0, 1,2, ... „es de tal indole que existe un en- 
torno reducido del punto a, en el que para todo n = 0, 1, 2, ... tiene lugar la de- 
sigualdad +, (x) # 0, entonces por analogía con el caso de las series asintóticas de 
potencias de las funciones obtenemos: 
si una función f se desarrolla para x — a en la serie asintótica ($4.70), este de- 
sarrollo es único y sus coeficientes se determinan sucesivamente según las fórmulas 


22 
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.- 


[o - Y asco], 


e 
n=l,2, 

No obstante, para la búsqueda práctica de los desarrollos asintóticos de las fun- 
ciones dadas dicha fórmula no es siempre cómoda. Resulta más fácil a menudo ob- 
tener el desarrollo necesario por otro medio, en particular, en el caso de las integra- 
les, integrando por partes. En este último caso la sucesión asintótica (p,(x)] no se 
predetermina, por regla general, de antemano, sino que se construye, partiendo de 
las propiedades de la función dada en el entorno del punto a. 


a= imya) a= 


s 


Ejemplo. Desarrollemos en serie asintótica, para x — + 0», la función 
a 
F&œ,a)= f fd. x> 0, (54.15) 


(a > O es un parámetro), eligiendo la sucesión asintótica correspondiente. Por 
cuanto 


F&, a) = f Siu i f ma, 


E 
entonces, de acuerdo con el criterio de Dirichlet (véase el p. 33.6), las partes imagi- 
naria y real de la función F(x, a) representan en si, para x > 0, las integrales con- 
vergentes, ETE TT 15). Ha de notarse que las partes 
real imaginaria dela integral F ei A P) Pas constituyen tas integrales incomple- 
tas de Fresnel (véase $ 34) 


T cosd?dð, | senado. 
Con el fin de convencerse de esto, basta realizar el cambio de la variable de integra- 
cións = 0 en Ia intet (9,7). 
Integrando por partes (54.75), obtendremos 
Fa 
Fæ,a)= fdr = 


ma 
| ra = E iF% a + D. 


nià 


Aplicando sucesivamente esta fórmula a los valores de la función F, que se ob- 
tienen en el segundo miembro, tendremos 

at w pie 
Fasa) = ÉE- iaFasa + D= E- ia [Eir a + DFe a + D) = 
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nit aP aate", O A E EE dc 
qa 7 zar T ss pa 


+ (Y alar De (a + n) F&a +n + 1= 


W ETE Dita) 
m Y è + x 
GA per 


x Fx, a +n + 1). (54.76) 


La serie . 
let: al(a+ 1). (a+ 1) 
—_ A O (54.77) 
F ay £ 


m 
es un desarrollo asintótico de la función F(x, a) para x — + œ. En efecto, la suce- 
sión de funciones p(x) = e”x7” = 0, 1, ...., €$, como es fácil de compro- 
bar, asintótica, y para las sumas parciales S, (x, a) de la serie ($4.77) tenemos, en 
virtud de (54.76): 


IF% a) — S.(x, a)l = | 


ala + 1)... (a+ m) 
PF 


Fa a+n+ o| = 


pil 


do. 


es decir, se cumple la condición (54.74), y, por tanto, la serie (54.77) es, de hecho, 
un desarrollo asintótico de la función F(x, a) para x — + œ. 


54.9 *. DESARROLLO ASINTÓTICO 
DE LA FUNCIÓN GAMMA INCOMPLETA 
Cualquiera que sea x > O, para la función gamma T (s) se tiene 


r6) = | rte f Pelar + Tita, 
è è H 
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La función 


TEDE | Meta, x>0, (54.78) 


se denomina función gamma incompleta. Está definida para todos los valores reales 
del parámetro s. Hallemos su desarrollo asintótico para x — + œ. Realizando en el 
segundo miembro de (54.78) la integración por partes, obtendremos 


re | ede = 


axte 1 | fendt = 7'e E IG 1 


Aplicando sucesivamente esta fórmula a los valores de la función gamma incomple- 
ta, que se obtienen en el segundo miembro, tendremos 


AE + (s = eT o 
at E- DM Da n H De + DM 2 


AS y e-M-a6- 44D, 


E 
+6 D6 De MG = n, x) 

De aquí, para n > 5 — | tenemos 

rG, x) = ee y LEALES PEER f 


x 
o 


A ES 


<ie- Do (61 f pri 


<ie = MS D 6 = lr f e~d = 


= 16-06 GO 


es decir, para las sumas parciales de la serie 
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6-D6-D.--6-n+D 


e e 


(54.79) 


y para la sucesión p,(x) = x7"**+ 187%, que es asintótica (lo que se comprueba 
con facilidad), la condición (54.73) se cumple cuando x — + œ. De este modo, la 
serie (54.79) es un desarrollo asintótico de la función gamma incompleta P'(s, x) 
para x = + 0. 

En el p. 54.7* se ha encontrado el primer término dei desarrollo asintótico de la 
función gamma T (s + 1) paras — + œ. Se pueden hallar también los términos si~ 
guientes, es decir, desarrollar la función gamma en una serie asintótica, Esia serle 
tendrá la siguiente forma 


s= +0, (54,80) 


a (ay 
+ (2) + 
“Aqui (cy) es una sucesión de coeficientes del desarrollo en una serie de potencias (en 
el entorno de cero) de la función £ = r(z) definida mediante la igualdad 
a = — A(t), donde A (r) viene dada por la fórmula (54.56). 


Puede obtenerse también el desarrollo asintótico para el logaritmo natural de la 
función gamma. El desarrollo citado tiene por expresión 


mre) ~ ( 3 )is ++ ¿m2 + Y, za y 
E 


s= +æ (54.81) 


y se denomina serie de Stirling. Aquí, B}, son los así llamados números de Bernoulli 
que se definen mediante la igualdad 


ra 


o qe 


(todos los números de Bernoulli impares, salvo B, 


De la fórmula (54.81) podemos obtener (por potenciación) el desarrollo asintóti- 
co para la función gamma en el que los coeficientes serán expresados en forma 
explícita. El desarrollo tiene por expresión 


1 1 139 
lis: A tal =a. 
f ms * aat O 3180s } aa 
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La demostración de las fórmulas (54.80) y (54,81) sale de los márgenes dt este 
libro. La descripción de los métodos por cuyo intermedio se obtienen los desarrollos 
semejantes se dan en el libro de M. V. Fedoriuk “Método del punto de ensilladura”” 
M., 1977, 


54.10. OBSERVACIONES SOBRE LAS INTEGRALES 
MÚLTIPLES DEPENDIENTES DE UN PARÁMETRO 


FO) = f Sy m6. (54.82) 
Aquí la función f(x, y) está definida respecto de la variable x en el conjunto 
abierto G C R” y es integrable según Riemann en cualquier conjunto D abierto y 
medible según Jordan de tal género que D C G. El parámetro y recorre cierto con- 
Junto Y, el cual puede representarse, por ejemplo, por un subconjunto del espacio 
m-dimensional R”, mientras que la integral (54.82) se entiende, en el caso general, 
en el sentido impropio. 
La integral (54.82) se denomina convergente, si para todo yy € Y fijo converge la 


integral 
| 10, yG. 


Cuando n > 2, esto, como se sabe (véase el p. 48.3), es equivalente a la condición 
de convergencia de la integral 
fue. voaa. 


Ala integral convergente (54.82) (como también a toda sucesión de conjuntos abier- 
tos medibles según Jordan G4, k = 1, 2,..., que agota de manera monótona el con- 
junto G) se le confronta del modo natural una serie de cuya suma sirve la misma: 


[sy d0= [Say MG, + Y j SEAC Ne). (54.83) 
mi 


Por analogia con el caso unidimensional se define también la integral uniforme- 
mente convergente. 

Definición 5. La integral convergente (54.82) se llama uniformemente conver- 
gente, si para todo e > existe un compacto A C G tal que para cualquier conjun- 
to D, abierto y medible según Jordan, para el cual A C D C D C G se verifica la 
desigualdad 

1 [SONT < e. 


Esta definición es equivalente a la siguiente: 


54.10. Observaciones sobre las integrales múltiples us 


Definición 5”. La integral convergente (54.82) se llama uniformemente conver- 
gente, si, cualquiera que sea la sucesión de conjuntos abiertos y medibles según Jor- 
dan G y, k = 1,2, ... , que agota de manera monótona el conjunto abierto G , y el 
número € > 0, existe un número k,, dependiente de la sucesión dada y del número 
e, tal que para todo número k > k, y todos los y € Y se verifica la desigualdad 

LS, HAGN E)l< e. 


Si la integral ($4.82) converge uniformemente en el conjunto G con relación al 
parámetro y € Y, entonces la serie (54.83) es también uniformemente convergente 
enG. 

Para las integrales múltiples dependientes de un parámetro quedan vigentes los 
teoremas sobre su continuidad, derivabilidad e integrabilidad, análogos a los de- 
mostrados anteriormente. Esta afirmación se comprueba con facilidad y no será el 
objeto de nuestra consideración detallada. 

Se encuentran integrales que dependen de un parámetro de un modo más 
complejo: en las integrales citadas no sólo la función subintegral / depende de un 
parámetro, sino también el conjunto G , según el cual se realiza la integración, cs de- 
sir, G = GO): 

FO)= [/0.pax. (54.84) 
ob) 


A título de ejemplo de tal integral en el caso unidimensional sirve la integral 
» 


Fo) = tr a<y<b. 
Iz= yit 

Aquí GU) se compone de dos (salvo el caso y = a ey = b) intervalos (0, y) y 
, b) que varian con el cambio del parámetro y. 

Examinemos un ejemplo análogo en el espacio n-dimensional. Sea G un conjun- 
to abierto en R”, y supongamos que 4 = a(x) es continua en G, p = p(x, y) cons- 
tituye la distancia entre los puntos x e y, x€ G, y € R”, y a es un cierto número. 
Las integrales de la forma 


ad 


uy f (54.85) 
se llaman porenciales y se relacionan al tipo (54.84), puesto que en calidad de con- 
junto, según el cual se realiza la integración, sirve en dichas integrales el conjunto 
GN (p), dependiente de y (el dominio de integración en la fórmula (54.85) se ha de- 
notado, como lo hacemos siempre, simplemente con G). Sia = 1 yn = 3, la fun- 
ción (54.85) recibe el nombre de potencial newtoniano.. 


Problema 34. Demuéstrese que si G es un conjunto abierto medible según Jordan y la 
función p = p(x) es continua en su clausura G, entonces la integral (54.85) será, paraa < n, 
continua en todo el espacio. 


CAPÍTULO VII 


SERIES DE FOURIER. 
INTEGRAL DE FOURIER 
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55.1. DEFINICIÓN DE LA SERIE DE FOURIER. 
PLANTEAMIENTO DE LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Definición 1. La serie de la forma 


E 
2 


a, cosnx + b, sennx, (55.1) 
al 
donde ele (0) son sucesiones de números reales, se denomina serie trigonométrica. 


Sus sumas parciales son combinaciones lineales de las funciones que componen 

el sistema 

1) cosx, sen x, cos 2x, sen 2x, ... ,COSMX, SENAX, s © (55.2) 

Definición 2. El conjunto de las funciones (55.2) se llama sistema trigonométri- 
o. 

Lema 1. El sistema trigonométrico (55.2) posee las siguientes propiedades : 

1) Una integral, extendida al segmento (— x, x], del producto de dos funciones 
distintas que integran el sistema es nula (esta propiedad lleva el nombre de 
ortogonalidad *) del sistema (55.2)), es decir, 


$ cosmx cosmxdx = 0, n +m, 


| sennesenmidx=0, nm, (55.3) 


J cosnxsenmxdx = 0, m,n =0,1,2,...5 


D | cosènxdr= | senînrdr= r, a= 1,2, 65.4) 


% El origen del término “ortogonalidad" se explicará en el p. 58.1. 
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DEMOSTRACIÓN. Para cualesquiera m , n enteros y no negativos, siendo m +/t, 
tenemos 


f teoson — me — costa + meide = 


| senne senma = 3 


De modo análogo se demuestran también las otras dos igualdades (55.3). 
Demostremos ahora (55.4): 


— cos2axjdx = x. O 


+ y cosnx + b, sennx (55.5) 


y supongamos que la serie en el segundo miembro de esta igualdad converge unifor- 
memente en el segmento |- x, x). Entonces 


n=1,2... (55.6) 


pEMOSTRACIÓN, Por cuento la serie, que figura en el segundo miembro de la 
igualdad (55.5), converge uniformemente en el segmento [— x 1], mientras que to- 
dos sus términos representan funciones continuas en dicho segmento, entonces la 
suma f(x) de la serie es continua en el segmento [— x, r) y la propia serie puede ser 
Integrada themiao a téadoo (tm al p- 36.4) entre los límites de — x a r: 


jro- 16- Y y” corn + b, senm ar = 


Š s r 
E ejes Y A s ny fenas wag. 


De aquí proviene la primera de las fórmulas (55.6). 
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Si la serie (55.5) se multiplica, término a término, por cosnx y sennx(n = 1, 
2, ... ), las series obtenidas serán también uniformemente convergentes en el seg 
mento [- x, x) (véase la propiedad 2° en el p. 36.3). 

Integrando término a término estas series y utilizando la propiedad de ortogona- 
lidad (55.3) del sistema trigonométrico y las igualdades (55.4), tendremos 
f Sarcosmudx = | a, costnxde = wap, 


| Josennedr Í bp seninxdx = by. 


De las correlaciones obtenidas se infiere directamente la fórmula (55.6). O 

Hemos de notar ahora que las integrales (55.6) tienen sentido no sólo para las 
funciones continuas en el segmento [— w, r], sino también, por ejemplo, para fun- 
ciones, la integral de las cuales converge absolutamente en este segmento. 

Recordemos que el concepto de integral absolutamente convergente (como tam- 
bién el de integral simplemente convergente) se ha introducido sólo para las fun- 
ciones definidas en cierto intervalo (a, b), — œ £ a < b < + œ, que tienen tal 
número finito de puntos xy, i = 0, 1, 2, .. „k, a € Xo <X| < ... < xy € b, que 
la función f es integrable según Riemann en cualquier segmento [£,, 1}, donde 
xi. < E, < m < x. En este caso, si a = — œ, entonces x= — œ, y si 
b= + 0», entonces.x, = + 0». Los números Xp, Xy, -.. , Xy Se denominan puntos 
singulares de la función f. ý 


Si, asumidas estas suposiciones, la integral y If(x)ldx converge, siempre tiene 


sentido y converge también la integral frod (véase el p. 33.5). 


Las funciones se laman absolutamente integrables en un segmento, si la integral 
del valor absoluto de dichas funciones converge en el mismo segmento. 

Observemos que si una función es integrable según Riemann en cierto segmento, 
su valor absoluto es también integrable según Riemann en el mismo (véase el 
P. 28.1) y, por consiguiente, una función integrable según Riemann en un segmento 
es absolutamente integrable en él. 

Sila integral de la función f converge absolutamente en el segmento |- r, xl, 
todas las integrales (55.6) para dicha función son también convergentes, puesto que 
representan en sí las integrales del producto de la función absolutamente integrable 
S(x) por una función acotada (seno o coseno) y, de acuerdo con el lema 2 en el 
p. 33.5, tales integrales son absolutamente convergentes. 

Definición 3. Supongamos que la función f(x) es absolutamente integrable en el 
segmento |- x, x). La serie trigonométrica (55.1), cuyos coeficientes se determinan 
por la fórmula (55.6), se denomina serie de Fourier % o , en forma más detallada, se- 
rie trigonométrica de Fourier, mientras que los números a, y b, se llaman coeficien- 
tes de Fourier de la función f . 


23. B Fourier (1768—1830), fisico y matemático francés. 
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En este caso se escribe 


10-2+ y a, cosnx + b, sennx. 


Las sumas parciales de orden m de esta serie se designarán mediante S,(x,./) o, de 
forma más breve, S,(x). Subrayemos que aqui el signo ~ no es una igualdad asintó- 
tica, sino simplemente una correspondencia: a una función se le asigna su serie de 
Fourier, 
El teorema 1 puede parafrascarse en términos mencionados del modo siguiente. 
Toda serie trigonométrica uniformemente convergente es la serie de Fourier de. 
su suma. 
jercicios. 1. Supongamos que la función / es absolutamente integrable en el segmento 
lr, y sen = 


1-2 2 a, cosnx + b, senna. 


En este caso, si la función / es par, se tiene b, 
función impar, entonces a, = 0, n =0,1,2,=. + 


2. ¿Será la serie trigonométrica 
> 
una serie de Fourier? 


En este párrafo se estudiarán las funciones periódicas, es decir, tales funciones 
S, para cada una de las cuales existe un T > O tal que, cualquiera que sea x pertene- 
ciente al dominio de definición de la función f, los valoresx + T yx — T pertene- 
cen también a este campo y se verifica la igualdad 

Jæ + T) = fa) 

Las funciones de este género se llaman 7-periódicas. 

Ejercicio 3. Muéstrese que la función que es igual a cero en todo punto racional y a uno 
en todos los puntos irracionales, tiene como su período cualquier número racional y ninguno 
de los números irracionales puede ser su periodo. 

Sea f absolutamente integrable en el segmento [—r, x] y, por consiguiente, se le 
puede asignar una serie de Fourier. Si la serie citada converge en cierto conjunto, 
converge hacia una función 2x-periódica, puesto que todos sus términos son 
2x-periódicos. Resulta pues cómodo que la propia función f sea “prolongada pe- 
riódicamente” con el periodo de 2x. Las comillas se deben a que en la realidad la 
función f puede ser prolongada periódicamente sólo en el caso en que f(-x) = 
= f(a). 

Si esta condición no se cumple, llamaremos prolongación de la función f una 
función 2x-periódica que se obtendrá bajo el supuesto de que para cualquier pun- 


O,m=1,2,... „si, en cambio, fes una 
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to x € [— x, x) en el que queda definida la función / (recordemos que en virtud de 
la integrabilidad absoluta de la función f en el segmento [— +, x] ésta queda defini- 
da en todos los puntos del segmento, a excepción, quizás, de su conjunto finito); te- 
nemos 

Ji + 2k) = fik), k=0,2 1,22... 


Para el caso cuando f(— x) + f(x), tal prolongación conduce a que los valores 
delas funciones f y J, parax = x, no coinciden. No obstante, por cuanto los coefi- 
cientes de Fourier de la función se determinan con ayuda de las integrales (55.6), cs- 
10 no llevará a su cambio y, por lo tanto, las series de Fourier de la función dada f y 
de la prolongada f coinciden. 

Diremos que en la mencionada prolongación periódica la función / puede no ser 
continua en los puntos 2rk,k = 0, + 1, + 2, ... , si la función f es continua para 
x= — yx = x. La función prolongada / será continua en los puntos 2xk, si es 
continua en x = — x yx = x, con la particularidad de que f(— *) = f(r). La 
continuidad en otros puntos se conserva cuando tiene lugar la prolongación periódi- 
ca: si f es continua en el punto x € (— x, 1), J será continua en cualquier punto 
x+ ikr, k = 0, £ 1, 22... 

La función prolongada J se denotará con frecuencia mediante el mismo simbolo 
J que caracteriza la función prolongable. 

Si la función f es, 2x-periódica, al calcular sus coeficientes de Fourier (véase 
(55.6), la integración puede realizarse en cualquier segmento de longitud 2r, por 
ejemplo, en el segmento [0, 2x]: ki 


“s> z pee 


» z 
fye cosmar, bn =Ł ferman, 


1 


Efectivamente, si una función y tiene periodo igual a T y para cierto número 
0.€R es integrable sobre el segmento |a, a + T), entonces, cualquiera que sea 
be R, será integrable también en el segmento [b, b + T), con la particularidad de 
que 

frena = | sena, 
“r s 


es decir, la integral | p(x)dx no depende de cómo se elige el número a € R. Esta 


propiedad de las funciones periódicas se demuestra fácilmente por cambio de va- 
riable de integración y recomendamos que el mismo lector lleve a cabo la demostre 
ción. 

En el $ 58 generalizaremos el concepto de serie trigonométrica de Fourier, a sa- 
ber, definiremos y estudiaremos las series de Fourier referidas a un sistema ortogo- 
nal arbitrario de funciones. Ahora, en el párrafo presente, sólo se estudiarán las se- 
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ries trigonométricas de Fourier de las funciones absolutamente integrables (véase 
también el p. 58.6). 

Ante todo se estudiará la cuestión sobre las condiciones que garantizan la con- 
vergencia de la serie de Fourier. En el caso de que la serie de Fourier de una función 
dada f(x) converja bajo ciertas condiciones, se aclarará a qué es igual su suma S(x) 
y, en particular, cuando coincide con la función f(x). Se estudiará la “velocidad” 
de convergencia de las series de Fourier y las condiciones de que ésta depende. Se 
mostrará que incluso en el caso cuando la serie de Fourier de una función continua 
diverge en ciertos puntos (ejemplos de tales series existen), a base de la serle puede 
restablecerse la propia función en todos los puntos. Veremos, en fin, que desde cier- 
to punto de vista resulta natural considerar la convergencia de las series de Fourier 
no sólo en el sentido habitual (como convergencia de una sucesión de las sumas par- 
ciales en un punto o convergencia uniforme), sino de manera sumamente diferente, 
a saber, en el sentido de la media cuadrática (véanse los pp. 55.8 y 55.9). 


5.2. COEFICIENTES DE FOURIER QUE TIENDEN A CERO 


Es de gran importancia en la teoría de las series trigonométricas el hecho de que 
los coeficientes de Fourier de una función absolutamente integrable tienden hacia 
cero cuando n — œ, Se deduce el hecho de una afirmación algo más general que se 
demuestra abajo y se emplea frecuentemente en las investigaciones concernientes a 
las series de Fourier y los problemas contiguos. 

Teorema 2 (de Riemann). Si la función f es absolutamente integrable en el inter- 
valo (a, b), sea éste finito o infinito , entonces 


è è 
lim [ f(x) cosvxdx = lim | f(x) sen»xdx = 0. 


Corolario. Los coeficientes de Fourier (55.6) de una función absolutamente in- 
tegrable en el segmento |- =, x] tienden hacia cero cuando n — œ. 

Antes de demostrar estas afirmaciones, introduzcamos algunas nociones que en 
adelante serán de empleo frecuente. 

Definición 4. Para cualquier función f, definida en todo el eje numérico, la 
clausura de un conjunto de puntos en los cuales fx) + O lleva el nombre de porta- 
dor de la función y se designa supp f ®. 

Definición 5. Una función f, definida en todo el eje numérico , se denomina fini- 
ta, siempre que su portador está contenido en cierto segmento finito. 

Definición 6. Para todo conjunto X dispuesto en una recta numérica, la función 


i, si xeX, 
aiea f s xex. 


recibe el nombre de función caracteristica del conjunto X. 


* Proviene de la palabra latina supportus. 
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ro p 
j f 
i i 
a 
Fig. 230 


i pa la fig. 230 se expone la función caracteristica de un semiimtervalo del tipo 
la, b). 

Definición 7. Una función f, definida en todo el eje numérico, se llama escalo- 
nada finita, siempre que es combinación lineal de un número finito de funciones 
características de los semiintervalos disjuntos dos a dos la;, b;), i = 1,2, ... , m, es 
decir, sí puede ser representada en la forma 


S0)= Y ruw (55.7) 


(fig. 231), donde x,(x) es la función característica del intervalo  [a,, b;) Y Nj, 
i= 1,...., m, son ciertos números reales. 

No es dificil convencerse de que si no se requiere que los semiintervalos [a;, b,), 
i= 1,2, ... ,m, sean disjuntos dos a dos, se obtendrá una definición equivalente. 
Esto se deduce de que la intersección de un número finito de los semiintervalos aco- 
tados en consideración es también un semiintervalo del mismo tipo. 

Evidentemente, toda función de la forma (55.7) es finita. 

Una función escalonada finita / es integrable en todo el eje numérico y, además, 
si está dada por la fórmula (55.7), entonces 


mos» . no o. 


Sm A » J xod = PA N Í a= E Nb,- a). 


Gi 


Ejercicio 4. Demuéstrese que cualquier función continua en un segmento es el limite de 


una sucesión uniformemente convergente de las funciones escalonadas finitas cuyos portado- 
es pertenecen al mismo segmento. 
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Lema 2. Para cualquier función f absolutamente integrable en un intervalo fini- 
to o infinito de extremos a y b, — œ < a < b < + œ, existe una sucesión de ta- 
les funciones escalonadas finitas gy, n = 1, 2, ... , que 


1°) uppe, C (a, b), 
f 
2°) lim [ I/¢) — elde = 0. 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la función f es absolutamente integrable en un 
intervalo cuyos extremos son a y b. Admitamos, para concretar, que es integrable en 
cualquier segmento 

h -<ac <cn<bg +o 


(el caso general de una función absolutamente integrable, véase el p. 55:1, se reduce 
con facilidad al caso que se considera). Entonces, de acuerdo con la definición de 
integral impropia, para cualquier número fijo z > O existen tales números E y y que 


4 » 
[varias + fvi <$. (55.8) 


La función f es integrable según Riemann en el segmento [£, 9) y, por consi- 
guiente, si designamos con s, la suma inferior de Darboux de la función f, corres- 
pondiente a cierta partición y del segmento [£, n), tendremos 


ds Jrs, 


donde ô, es la finura de la partición +. Por ello, existe una partición rọ = (x,JÍz/ del 
segmento [£, n) tal que si s,, es la suma inferior de Darboux para la función f, 
correspondiente a la partición 1p, es decir, si 

* 


mao mn SO 


pide 


entonces 


donde £ es el número fijado anteriormente. 

Pongamos 
m, six, Sx<Xp i= 1,2, 
Six<tox>% 65.9) 


Pe) 


236499 
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Evidentemente, p(x) es la función escalonada finita, 


suppe C lEn) C (a,b) y fotar= Y max 
i m 


Por consiguiente, 
jpo- 00] frw- fewa <=. (55.10) 
è ¿ 


con la particularidad de que por cuanto p(x) < f(x), E < x < y, entonces 
SO) -= ex) = 1) — e)l > 0. 
De las desigualdades (55.8) y (55.10) tenemos: 


è ñ ' è 
$ UG) — pilde = | idx + | UG) — ebolax + | Volar < e. 
: : i ` 


Suponiendo, por ejemplo, e = + y denotando las correspondientes funciones es- 


calonadas finitas p mediante 9,, 1 = 1, obtendremos una sucesión de fun- 
ciones escalonadas fíhitas y, , para la cual se cumple la afirmación del lema. O 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Sea x (x) la función característica del semiinterva- 
lo [Ẹ, y). Para todo intervalo (a, b) > [E, y) tendremos 


cosvë — cos _ y, 
y 


è ' 
lim | x(x) senyxde = lim Í sen»xdx = 
: í 


pues 
» 


pene cosa] ¿ IcosrEl + Icosyal g p 

Por cuanto cualquier función escalonada finita es una combinación lineal de un 
número finito de funciones características de los semiintervalos del tipo considera- 
do, la afirmación del teorema queda válida también para toda función escalonada 


Ahora, si la función / es absolutamente integrable sobre el intervalo de extremos 
ayb,- » £a<b< + a, para cualquier número £ > 0, con arreglo al lema, 
existe una función escalonada finita y tal que 

D 


fvw — p%)ldx <$ r 


Para esta función escalonada (por cuanto para las funciones escalonadas el teorema- 
ya ha sido demostrado) existe tal », que con l»! > », 


| foso senrxar} AE 
J 2 
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Por ello, al hacer uso de la identidad f(x) = [Yx) — e0e)] + p(x), para lvl > v, 
obtendremos 


[reoscarca| < $ 160 - ecotscancar| + 
+ lí otosenrxa | <j pw- 000 Jae + 


+ lí e l)senrax| <$ 


[oscars =0, 


De modo análogo se demuestra que 
è 
lm | SOc)cosrxdx = 0. O 


55.3. INTEGRAL DE DIRICHLET. PRINCIPIO DE LOCALIZACIÓN 


Sea la función f(x) absolutamente integrable en el segmento [— 7, 7). Hallemos 
una expresión, cómoda para investigar, de la suma parcial S, (x; /) de la serie de 
Fourier de la función f, llamada también simplemente suma de Fourier de n-ésimo 
orden, i = 0, 1,2, ... , de dicha función . Al sustituir en S, (x; f) la expresión para 
los coeficientes de Fourier (55.6), obtendremos 


Si R+ z ay coskx + by senkx = 


at f Jods 2+ f JuNcosktcoskx + senktsenkx) di = 


3x le 
E 
= [ok + y soske — v Jar esan 
Pongamos > 
D=} + Y coskt, (55.12) 


entonces la fórmula (55.11) se escribirá en la forma 


sonei [one oroa. 6513 


230 
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La función D,(1) se llama núcleo de Dirichlet y la integral que figura en el segundo 
miembro de la igualdad (55.13), integral de Dirichlet. 
Lema 3. El núcleo de Dirichlet. 
1) es una función par continua 2x-periódica, con la particularidad de que 


1 
DO =n +3: 


2) satisface la condición 


DA (dt = 1; (55.14) 


tu 


1 
7 
3) cuando 1 + rk, k = 0, £ 1, + 2, 00.: 


a(i) 
DA (55.15) 
2sent 


DEMOSTRACIÓN. La continuidad, la paridad y la existencia de un período, igual a 
2x, para el núcleo de Dirichlet D, (£) se desprenden inmediatamente de su defini- 
ción, es decir, de la fórmula (55.12). De la misma fórmula se infiere también la 
igualdad (55.14): para obtenerla, es suficiente integrar en el segmento [— x, v] am- 
bos miembros de la igualdad (55.12): 


Jun fe Y Jue 


pues, cuando k = 1,2... | cosktdr = 0. 


RA 


Demostremos-ahora la fórmula (55.15). Tenemos: 


1 t Y 
D, (0) coskt = — het + Y mt coer) - 
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Observemos que por ser par el núcleo de Dirichlet, 
$ auto = | Dot, 


por lo cual 
$ Dp (dt = a D, (dt. 


De aquí y de la propiedad 2° del núcleo de Dirichlet se deduce que 


Joso at 6519 
7 


Indiquemos, además, que el segundo miembro de la igualdad (55.15) tiene senti- 
do sólo cuando £ + 2xk, siendo k entero. Pero, como 


E 


sen (Q + 3) 
la función —-— 2 / puede ser definida adicionalmente para £ = 2k, k = 0, 
2sm 
considerando que su valor en cada uno de estos puntos es igual, por 


definición, n+. Una función, definida adicionalmente de este modo, es conti- 


feji para Sab cualquiera que sea k entero. 

Volvamos a considerar la función f, absolutamente integrable en el segmento 
[= x, x). Para nosotros será de interés, en particular, el límite de la sucesión de su- 
mas parciales S, (x) de su serie de Fourier. Hemos de notar que el paso directo al 
límite, para n — co, en el segundo miembro de la igualdad (55.13), es decir, el paso 
al limite bajo el signo de integral, no es posible, puesto que el límite del núcleo de 
Dirichlet para n — œ no existe. Prolongamos la función f desde el semiintervalo 
[- x, x) en una función 2x-periódica y designémosla también con / (véase en el 
p. 55.1 la información más detallada sobre la prolongación periódica). 

Demostremos el siguiente lema. 

Lema 4. Para la suma parcial de Fourier S, (x; f) de una función 2x-periódica 
absolutamente integrable f son válidas las fórmulas 


Sa n= jo. Of + nar (55.17) 
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SN s4 foove+ D+ fæ Di. (55.18) 


Corolario. Para cualesquiera 5 € (0, 1), x € |— =, x) la suma parcial S, (x; f) de 
la serie de Fourier de una función 2x-periódica absolutamente integrable J posee la 
siguiente representación integral asíntótica: 


sn => fps 1) + fix Didt+0(1), n= œ (55.19) 


DEMETRA pm Las Balcanes 6 a its de Dio: 13) el cam- 
bio de variable de integración v = 


sent ose- aoa 


=t f DOY + udu -t [ocaso + u)du. (55.20) 


Aquí hemos aprovechado otra vez la circunstancia de que la integral de una función 
periódica extendida al segmento cuya longitud es igual al periodo de la función, no 
depende de la posición de dicho segmento en el eje real (véase el p. 55.1) y hemos 
aplicado esta propiedad a la función D,(u)/(x + u) que es 2x-periódica según u. 
Asi pues, la fórmula (55.17) queda demostrada. 

Con el objeto de demostrar la fórmula (55.18), representemos el segundo 
miembro de la igualdad (55.20) en forma de una suma de dos integrales cuyos inter- 
valos de integración son [— x, 0] y [0, r); en la primera integral realicemos el cam- 
bio de variable u = — £ y hagamos uso de que el núcleo de Dirichlet es par: 


D,(- u) = D,(u) 
(véase el lema 3). Como resultado tendremos: 
5050 => Poni + udu = 


fores uu+t fons + udu = 
è 


=Ł Joore- dt + ¡A + udu = 
è è 
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2 [oova +0) + f- dt. 


La fórmula (55.18) también queda demostrada. O 
DEMOSTRACIÓN DEL COROLARIO. Fijemos un número 3, 0 < ô < x, y represen- 
temos el segundo miembro de (55.18) como una suma de dos integrales de la manera 
siguiente: 
(65:21) 


Por cuanto la función —}— es continua y, por o tanto, acotada en el segmen- 
25005 


to 15, r) (a saber, para todo £ € [5, x] : 0 < 


Zen 2 
la función f(x + 1) + f(x — 1), para cualquier x € [— w, x) fijo es 2x-periódica 
segón y absolutamente integrable en el segmento [- x, x], entonces en [, r) será 
absolutamente integrable también el producto de dichas funciones 


LEI) AZE, por esta razón, deacuerdo cone teorema de Riemann (vése 


uer 
el teorema 2 en el p. 55.2), la segunda integral en el segundo'miembro de la igualdad 
(55.21) tiende hacia cero cuando n — œ, es decir, 


sen (ES = ol), n- o. 
r t 2 
2 


1 je DAA 
Sustituyendo esta expresión en la fórmula (55.21), obtendremos la (55.19). O 
De la fórmula (55.19) se infiere una propiedad importante de las series de 

Fourier, llamada principio de localización. Enunciémoslo en forma de un teorema. 
“Teorema 3 (principio de localización). Si f es una función 2x-periódica absoluta- 

mente integrable, la existencia y el valor del límite de la sucesión de sus sumas par- 

ciales de Fourier S„(x; f) en todo punto xy€ (— x, =] depende sólo de la existencia 

y del valor del límite, para n — œ de la integral 


2 foore +) + ftro- Dar, 


donde 5 es un número positivo tan pequeño como se quiera. 
'Subrayemos que en la expresión subintegral de la integral citada figuran sólo los 
valores de la función f en el segmento [xy — 8, Xo + 3] y, de este modo, la existen- 
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cia y el valor del límite de las sumas parciales de la serie de Fourier de la función / 
sólo dependen de sus propiedades en el entorno del punto xy, o, como suele decirse, 
de sus propiedades locales en las cercanias del punto xy. 

Del principio de localización proviene que si en un entorno, tan pequeño como 
se quiera, del punto xy las funciones f y g coinciden, entonces los límites lim S(g; 


1) y lim S(xo; 8) existen o no simultáneamente con la particularidad de que si di- 
chos límites existen, son iguales. Es de interés particular que las series de Fourier de 
tales funciones son, en el caso general, diferentes, pues en las fórmulas para los co- 
eficientes de Fourier figuran los valores de la función en todo el segmento [— +, 1]. 


55.4. CONVERGENCIA DE LA SERIE 
DE FOURIER EN UN PUNTO 
En este punto se considerarán las funciones 2-periódicas absolutamente in- 
tegrables en un segmento de longitud 2r, las cuales tienen sólo puntos de disconti- 
nuidad de primera especie, a consecuencia de lo cual en todo punto xy del eje numé- 
rico existen límites unilaterales: 


lim SO + A) = 09 +0) lim fo = h) = fg = 0. 
Definición 8 (de Lebesgue *). Un punto xọ se llama punto regular de la función f , si 
Seot O+S- 
Sa) = 252 s 


Evidentemente, todo punto de continuidad de una función es su punto regular. 
Si xy es un punto de discontinuidad de primera especie, a titulo de sus derivadas 
unilaterales (x) y f(x) intervendrán los limites 


En aquel caso cuando la función es continua en el punto x, y, por ende, 
SO +0) = fix — 0) = f(x), la definición enunciada de las derivados unilaterales 
coincide con:la aducida anteriormente (véase el p. 9.1). 

Para que la enunciación del teorema sobre la convergencia de la serie de Fourier 
sex más cómoda, introduzcamos una designación 


LOT e+ o+ fa- 0-10+ 0/00). (55.22) 
Es obvio que en el punto regular x la función f2(£) tiene por expresión 
SUD = fæ + 0 +S 1) - Yo). 


* H. L. Lebesgue (1875—1941), matemático francès. 
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Nos hará falta el siguiente lema sencillo. 
Lema 5. Para la función f, 2x-periódica y absolutamente integrable en el seg- 
mento de longitud 3x, las bntegrtes 


jun: di, 0<b6x, 2) LOL a (6529) 


2sen— 
$ 


convergen o divergen simultáneamente. 
DEMOSTRACIÓN. En efecto, para cualquier 5, 0 < ¿ < x la función 


1 
2 
2 


continua y, por ende, integrable según Riemann en el segmento ($, 1). Entre tanto, 


la función /2(1) (x es fijo) es absolutamente integrable en dicho segmento y, por 
consiguiente, el producto LE _ es también absolutamente integrable en el seg- 
25007 
mento [5, x), es decir, para cualquier ò, 0 < 5 < x, la integral 
Ea 6524) 
1 
2 


7 
converge (véase el lema 2 en el p. 33.5). 

Elijamos ahora un ó > O de modo tal que en el segmento [0, 3) la función 241) 
no tenga puntos singulares (véase el p. 55.1), a excepción, quizás, del punto £ = 0, 
es decir, que para todo £, O < £ < ô, sea integrable según Riemann en el segmento 
le, 8]; esto es siempre factible, puesto que la supuesta integrabilidad absoluta de la 
función f estipula que f y, por consiguiente, también / sólo disponen de un número 
finito de puntos singulares (véase de nuevo el p. 55.1). 


Ahora diremos que las funciones 222 y 220 _ son equivalentes para 1 — 
cada 
2 
pues 2 A 
lim =x; 
boiar 


por lo cual, de acuerdo con el criterio de convergencia de las integrales, llamado cri- 
terio de comparación (véase el corolario del teorema 1 en el p. 33.3), aplicado a las 
magnitudes absolutas de las funciones en consideración, las integrales 


YE ye, 
p 
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convergen o divergen simultáneamente. Siendo convergente la integral (55.24), de 
aquí se deduce de inmediato que las integrales (55.23) también convergerán o diver- 
Berán simultáneamente. Cl 

Teorema 4 (criterio de Dial). Supongamos que una función 2x-periódica f es ab- 
solutamente integrable en un segmento de longitud 2x. 

En este caso, si x es punto de continuidad o punto de discontinuidad de primera 
especie y, para cierto 6, O < 6 < x, la integral 


; 

je a (6525) 
converge, entonces la serie de Fourier de la función f converge en el punto x hacia el 
il CELESC Pa 


z 


Corolario 1. Cumplidas las condiciones del teorema, en cualquier punto regular 
de la función f (en particular, en todos los puntos de continuidad de f) la serie de 
Fourier de dicha función converge hacia su valor en el punto que se considera. 

Corolario 2. Si f es una función 2x-periódica absolutamente integrable en un 
segmento de longitud 2x y si en el punto x existen fx + 0), f — O), S0)I 0), 
entonces la serie de Fourier de la función converge en el punto dado hacia el valor 
(55.26). 

Corolarlo 3. La serie de Fourier de una función f, continuamente derivable a 
trozos en el segmento [~ x, x), converge en todo punto del intervalo (— x, x) hacia 
el valor (55.26), y en los puntos x = — x yx = x, al valor 

Jort- 
n 


Corolario 4. La serie de Fourier de una función continua derivable a trozos en el 

segmentc |- x, x] converge en todo punto del intervalo (— x, x) hacía el valor de 

la función en este punto y en los puntos x = — x y x = x, al valor (55,27). 
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Al utilizas las fórmulas (55.18) y (55.16), tendre- 


(55.27) 


mo 
sip ELO 1-0, 
[one nse- A fouar - 
è 


7 fouwer osse- n-ss O - f - Ojdt = 


il L0 sen (a +3 Jue. 6528) 
AS 
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Supongamos que la integral (55.25) es convergente. En este caso, según el lema 
5, converge también la integral 


j YO! a, 

2st 
LO 

en otras palabras, la función es absolutamente integrable en el segmento 
207 


10, =). Por eso, de acuerdo con el teorema de Riemann (véase el p. 55.2), 
ore 
> 1 2 
2st 


por consiguiente, en virtud de ($5.28) 
tm ye Et 0/80 y 

El corolario 1 proviene inmediatamente del teorema, en virtud de la definición 
de punto regular de una función. O 

'Demostraremos el corolario 2. De conformidad con el teorema 4, basta probar 
que si existen los limites f(x + 0), f(x — 0) y las derivadas unilaterales f; (x), f(x), 
la integral (55.25) converge para cierto ô > 0. Ante todo, debido a la existencia del 
límite finito 
REC EDITION 
Eyan 7 


fa-N-J4-0 
1 


+ ] 100 1:00, 


ZEO está acotada en cierto entorno del punto £ = 0. Por eso existe tal, 


1 A 
0<b<r, que en el segmento 10,5) la función ZE está acotada y, por lo tanto, 


no tiene puntos singulares, a consecuencia de lo cual es integrable según Riemann en 
este segmento (véase el p. 33.1, como también la observación 4 en el p. 44.7). Una 
función, integrable según Riemann es integrable absolutamente, razón por la cual la 
integral (55.25) es finita. O 

Con el fin de demostrar el corolario 3, prolongamos la función f, definida en el 
segmento [— x, x), de una manera periódica con el periodo igual a 2r desde el se- 
'miintervalo [—'x, x ) a todo el eje numérico y designemos la función obtenida con 
T. Por definición de la derivabilidad a trozos (véase la definición 1 en el p. 30.2), la 
función f satisface las condiciones del corolario 2. De conformidad con este corola- 
rio, la serie de Fourier de la función J, que coincide, evidentemente, con la serie de 


la función 
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Fourier para f, converge en todo punto x hacia 
Te +0 + Sa 
2 


Sixe(— x, x), se tiene fx + 0) = fx + 0) y, por lo tanto, 
PORTES LEED EIE- O, cuando x= — x, Ia serie men- 
cionada converge hacia O TO tR T-O y siy e, hacia el valor 


z 
Te +0 + Jie -0 Dago que Jes periódica, so tiene 


7 
Rr-0=f4-0=/4-0,54+0=A-1+0=/-1+0. 


Por esto 


Tri AC O_ SAO Sr++- 
z 7 2 


El corolario 4 proviene directamente de los corolarios 1 y 3. O 

Ha de ser notado que en las fórmulas (55,26) y (55.27) la suma de la serie de 
Fourier de la función / viene expresada en términos de la propia función /, definida 
enel segmento [— x, x), y no mediante su prolongación periódica Ja todo el eje nu- 
méxico. 

Si la función f satisface las condiciones del corolario 4, es decir, es continua y de- 
rivable a trozos en el segmento [— x, x] y, además, J(— =) = f(r) (es decir, su 
prolongación periódica a todo el eje numérico coincide con ella en todo punto de 
[— , =), incluidos los extremos), entonces en todo el segmento [= r, x) la función 
S es igual a la suma de su serie de Fourier: 


Y eo cosn + by senn, 


Ha] 


10.2 


Por esta razón tal función en todo punto del segmento [— x, r) puede ser repre- 
sentada con cualquier grado de precisión por la suma parcial de su serie de Fourier, 
es decir, por una combinación lineal de senos y cosenos de los arcos múltiples (suele 
decirse también que la función citada se aproxima por la suma de armónicos 
sencillos *). El hecho de que en el caso dado el periodo es igual precisamente a 2r 
no es esencial: el caso en que el período arbitrario T > 0 se reduce con facilidad al 
considerado, simplemente por cambio de variable (véase el p. $5.12). 

Ejemplos. 1. Hallemos la serie de Fourier de la función chx, ~ * < x € z. 


* Se llama armónico sencillo (en la fisica, principalmente) una expresión de la forma. 
A cosmx + B sennx, donde A y B son unas constantes, n es un número natural. 
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Fig. 232 


da 2shx 
o ia 
1 2shr 
a, E fe cosnrar = c May "Th 


De lo que la función chx es par se deduce que para ella b, = 0,7 = 1,2,.... 
La función ch x es continuamente derivable y, por lo tanto, satisface las condiciones 
del corolario 4 del teorema 4; además, la función toma valores iguales en los extre- 
mos del segmento [— x, xl, por lo cual su serie de Fourier en todos los puntos del 
segmento [— x, w] converge hacia la propia función chx: 


she ` 1 
chx= =( + Y e wee) 


Esta serie converge uniformemente, lo que se desprende de su comparación con la 


serie numérica convergente L re 
7 


Las gráficas de la función ch x y de la suma S(x) de la serie de Fourier correspon- 
diente se exponen en la fig. 232. 

2. Hallemos la serie de Fourier de la función shx, — r < x < 7. 

En virtud de que esta función es impar, tenemos 


2,=0 n 


Fig. 233 


La función sh x es continuamente derivable y satisface las condiciones del coro- 
lario 4 del teorema 4, pero sh (— x) + shr; por eso, en todos los puntos del inter- 
valo (— x, 1) la serie de Fourier de la función sh x converge hacia la propia función: 


META AO E 
ma E Y: YE, << 


y en los puntos x= — m yx = x, hacia el valor SCD EST n 


La serie de Fourier de la función shx ya no converge uniformemente hacia la 
función en todo el segmento [— x, r) (en efecto, de lo contrario su suma debería ser 
continua en el segmento [— x, r), mientras que ella tiene discontinuidades en sus 
extremos). Las gráficas de las funciones sh x y de la suma S(x) de su serie de Fourier 
están expuestas, para la comparación, en la fig. 233. 

3. Desarrollemos la función 


sW = 


o 


, 056x<2x, 


2 


en la serie de Fourier. 
Aunque la función f parece ser algo artificial, su serie de Fourier es de la forma 
muy sencilla y permite obtener toda una serie de fórmulas interesantes. 
Prolongamos, de manera 2x-periódica, la función f desde el semiintervalo [0, 
2x) a todo el eje numérico. De resultas se obtendrá una función impar, en virtud de 
Jo cual todos sus coeficientes de Fourier a, serán nulos; a, = 0, n = 0, 1, 2, 
Calcujemos los coeficientes b, . Integrando por partes, obtendremos 


ban} (E sennedr = 
z) 
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Y 


== T 


Fig. 234 


Así pues, 


z. È = (5529) 


2 


En virtud del corolario 4 del teorema 4, para O < x < 2r tiene lugar la igualdad 


e y e (55.30) 


e 


Cuando x = 0, esta igualdad, evidentemente, no se verifica, puesto que la suma de 
la serie obtenida para x = 0 es mula y /(0) + 0. 

La gráfica de la suma de la serie (55.29) va expuesta en la fig. 234. Diremos que 
esta serie a ciencia cierta no converge uniformemente en el segmento [0, 21], puesto 
que su suma no es en éste una función continua (la convergencia uniforme de la se- 
rie (55.29) se ha investigado en el p. 36.3). 

Al sustituir en (55.30) x por 2x y dividir ambos miembros de la igualdad obtenida 
por 2, obtendremos 


. ox sen2kx 
Fr” E Ox (55.31) 


i 


Sustrayamos esta igualdad de (55.30): 


sen (2k — Dx 
wa llcn (55.32) 


aja 


Al sustituir la expresión obtenida para = en (55.31), obtenemos 
ES) byan 
n 


Esta igualdad es justa ya para x = 0, y, en virtud de que ambos miembros de la 
igualdad son impares, también para —x < x < 0, es decir, en todo el intervalo 
(— =, 1), pero, por supuesto, no en sus extremos, donde la suma de la serie es igual 
a cero. 
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Señalemos, además, que al poner en (55.32) x =Š , obtendremos la así llama- 
da serie de Leibniz i 3 
Z ateti 
4 3 


1 
5 


con la gue ya hemos chocado antes (véase el p. 37.7, ejemplo 2). 
Ejercicios. 5. Hállese la serie de Fourier de la función f(x) = Ixl, — x < x < x, y con 


ay seas ci rom dee Y 
6. Hállese la serie de Fourier para las funciones. 
0/0) =x,06x< 2r; 
DSE) = xè, = w x S or; 
C) flx) = x? para 0 € x < x, y al semiintervalo [— x, 0) ls función / se ha prolongado 


de manera impar. 
Con ayuda de los desarrollos obtenidos calcúlense las sumas de las series 


E 1 È -m' 
55.5*. CONVERGENCIA DE LAS SERIES 
DE FOURIER PARA FUNCIONES QUE SATISFACEN LA CONDICIÓN 
DE 
En este punto darenros a conocer una condición suficiente más débil, en compa- 
ración con la de derivabilidad unilateral (véase el corolario 2 del teorema 4 en el 
P. 55.4), que también asegura la convergencia de la integral ($5.25) y, por lo tanto, 
Ja convergencia de la serie de Fourier de la función / hacia el valor (55,26), siendo 
2x periódica absolutamente integrable en el segmento de longitud igual al periodo. 
Definición 9. Una función f, definida en el intervalo (Xo b), lleva el nombre de 
función que satisface a la derecha la condición de Holder de exponente a en el pun- 
lo xy, siempre que existen el límite finito a la derecha fx, + 0) y unas constantes 
M > 0) 5 > Otales que para cualquier h, que satisfaga la Condición 0 < h < ò, se 
verifica la desigualdad 
Ifo + A) = fičo + OI < MA". (55.33) 


Una función f, definida en el intervalo (a, x,) se llama función que satisface a la 
izquierda la condición de Holder de exponente a en el punto xy siempre que existen 
el límite finito a la izquierda f(x, — 0), y unas constantes M > 0 y 5 > 0 tales que 
para cualquier h que satisfaga la condición O < h < 5, se verifica la desigualdad 

UG) h) — fixo - O1 < Mh”, (55.34) 


Una función f, que satisface en el punto xy la condición de Holder de cierto ex- 
ponente tanto a la derecha como a la izquierda, se denomina función que satisface 
la condición de Holder de exponente dado en el punto que se considera. 
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Una función, definida en cierto segmento, se llama función que satisface la con- 
dición de Holder de exponente dado en dicho segmento, si en todo punto de éste sa- 
tísface la condición de Holder de exponente citado, y además, en todo punto interior 
del segmento tanto a la derecha como a la izquierda; en el extremo izquierdo del seg- 
mento a la derecha, y en el extremo derecho, a la izquierda. 

Observemos que la así llamada condición clásica de HOlder de exponente dado 
consiste en lo siguiente: de la función f se dice que ella satisface en el punto x la condi- 
ción clásica de Holder de exponente a > 0, si existen tales 5 > 0 y M > 0 que para 
cualesquiera h, 1h! < 3, se verifica la desigualdad 


1/00 + h) = S691 < Mihi”. 


Es obvio que en este caso, gracias a la condición a > 0, la función fes siempre con- 
tinua en el punto x: de lim, [AI% = O, a > O, se deduce que lim f(x + A) = $09. 


Análogamente se determinan las condiciones clásicas unilaterales de Holder. 
Asi pues, la diferencia de la condición de Holder en consideración de la clásica 
consiste, particularmente, en que, de conformidad con nuestra definición, una fun- 
ción que satisface la condición de Hólder en un punto puede ser discontinua en el 
mismo. 
La condición de Holder de exponente uno se llama, comúnmente, condición de 
Lipschitz". 

Ejercicios. 7. Demuéstrese que si una función satisface en cierto punto la condición de 
Holder de exponente a, entonces para O < 8 < a satisface también en el mismo punto la 
condición de Holder de exponente 8- 

8. Demuéstrese que si una función tiene en cierto segmento una derivada acotada, satisfa- 
ce en el mismo la condición de Lipschitz con una misma constante M. 

9, Demuéstrese que si una función satisface en cierto segmento la condición clásica de 
Holder de exponente a > 1, es en este segmento constante. 

10. Demuéstrese que la función /0) = 3°, x > 0, O < a < 1, satisface en el punto 
x = 0 la condición de Holder de exponente a, y no satisface en el mismo ninguna condición 
de Holder de exponente 8 > a. 


Teorema 5. Supongamos que la función f es absolutamente integrable en el seg- 
mento [— x, x). Si satisface en el punto x e (— x, x) la condición de Holder de expo- 
nente æ, a > 0, entonces su serie de Fourier converge en este punto y su suma es 
igual a 
Lc +0) +J0- 0, 
7 

en particular, si la función, además, es continua en el punto x € (— 7, 1), su serie de 
Fourier converge al valor de la función en el mismo punto: 


lim S, Ca f) = fo. 


* R. Lipschitz (1832 — 1903), matemático alemán. 
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Si la función f satisface la condición de Holder a la derecha en el punto 
x = —w, y a la izquierda en el punto x = x, entonces su serie de Fourier converge 
en estos puntos y su suma en los mismos es igual a 
LOAN 
nr, 
DEMOSTRACIÓN. Elijamos 5, O < 3 < », de modo tal que, primero, en el seg- 


mento (0, ] no haya otros puntos singulares de la función 1/2, a excepción, quizás, 


del punto x = 0, y, segundo, que para cualesquiera h, lAl < 3, la función f satisfa- 
ga las condiciones de Holder (55.33) y (55.34) en el punto x. Entonces, en vista de la 
fórmula (55.22), para la función f> (f), tendremos 


paj petne + pya < 


a > 0, converge, entonces, en virtud del criterio 


7 
4 
Por cuanto la integral | 
è 


de comparación, converge también en nuestro caso la integral (55.25). Por ello, el 
teorema $ proviene del teorema 4. D 

Como conclusión observemos que si la función f tiene en el punto x una deriva- 
da derecha /,, entonces f satisface en este punto a la derecha la condición de Hölder 
de exponente 1. Efectivamente, del hecho de que el límite finito 


q fE + 2040 + fo 
existe, se deduce que se encontrará tal $ > O que para cualesquiera h, lAl < ô, se 
verificará la desigualdad 


pense |< 
h i A 


de donde, al poner MÍ 1/.(x)1 + 1, obtendremos 


me lEHD-Í6+0 a, 


por consiguiente, 
YO + h) = fæ + OI < MIR, Ihi < 5. 
La afirmación análoga es lícita también para las derivadas a la izquierda. 
Problema 35. Una función, definida en el segmento [a, b), se lama función de la clase 
de Holder H“ (M) en dicho segmento, si para cualquier par de puntos x y x + A del mismo, 
xe la, b). x + he la, bl, se cumple la desigualdad 
Mi + h) = Ol < MIMI, 


en otras palabras, si la función f satisface la condición clásica de Holder de un mismo expo- 
nente a y con una misma constante M en todos los puntos del segmento fa, b]. 
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Demuéstrese que si una función 2x-periódica y absolutamente integrable en un segmento 
de longitud 2x pertenece en cierto segmento la clase de Holder A" (M), 0 < æ < 1, 
M> 0, entonces en todo segmento [a', 5"), comenido en el intervalo (a, b): 
0<a<a' <b < b< 2, la serie de Fourier de la función f converge hacia esta función 
uniformemente. 


55.6. SUMACIÓN DE LAS SERIES DE FOURIER POR EL MÉTODO 
DE MEDIAS ARTTMÉTICAS 


Supongamos que la función f es absolutamente integrable en el segmento [—x, 
rr] y satisface la condición f(-x) = f(x), y, por lo tanto, es prolongable de modó 
2n-periódico a todo el eje real. Sean 5, (x) sus sumas de Fourier y D,(x), los núcleos 
de Dirichlet, n = 0, 1, 2, . . (véanse (55.11) y (35.12). 
Consideraremos las medias aritméticas: 


oa 00 + S t-o + 

o 

PEE A ON 6539 

La suma o,(x) se llama suma de Fejer*) de n-ésimo orden de la función f, 
mientras que 9, (4) es el núcleo de Fejer de n-ésimo orden. 

De la fórmula 


s, = a f D, 4Dfix + uydu 


(véase (55.17), obtenemos at 
nOs f E, + u)du. (55.36) 


Analicemos el comportamiento de las sumas o, (x) cuando n — cs, es decir, exa- 
minemos la sumación de la serie de Fourier por el método de medias aritméticas 
(véase el p. 35.15). 

Estudiaremos ante todo las propiedades del núcleo de Fejer, 

Lema 6. El núcleo de Fejer posee las siguientes propiedades. 

La función 4,6) es par, continua y 2x-periódica, con la particularidad de 


+1 
2 


2%. Para todo t el núcleo de Fejer es no negativo: $,(1) > 0; 


e (55.37) 


yl f anta =2 faoa =k 
7 z 


9 L. Fejer (1880 — 1959), matemático húngaro. 
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4°. Cuando £ + Lx, k = 0, +1, +2, . . 


Corolario. Para todo 5 fijo, O < 5 < x, tiene lugar la igualdad 
máx $,(1) = 0. (55.38) 


mama ENK 

DEMOSTRACIÓN. Demostremos al principio la propiedad 1°, La paridad, la conti- 
nuidad y el carácter periódico del núcleo de Fejer provienen inmediatamente, en vir- 
tud de la fórmula (55.35), de las mismas propiedades del núcleo de Dirichlet (véase 
el lema 3en el p. $5.3). Luego, por cuanto D¿(0) =k + i ,k=0,1,2,,..,en- 


= — 20 Y k = 
9,0 = LHE 10) El +3) 


= IA E 
"+i z 2 


Demostremos la propiedad 3°. 


1 1 1 N 
LAU E, ga -L 
aj Odi = y 1 oy 1 
s Hrs 
Por cuanto el núcleo 6, £) es par, de aquí se infiere que 


[ea e- l e, Odi = 1. 


Demostraremos ahora la propiedad 4°, de la cual se deduce, evidentemente, la 
propiedad 2°. Para 1 + 2kx, k = 0, +1, +2, tenemos 


ES È DAD = È = s(a! A 
n b amat 

2sen £ sen (GHA 
` 2 E i 


kcoskt — cos(k + 1)1) = 
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IEA O a 


T 1 
sen 25? 
se? sen 


Observemos que la fórmula (55.37) puede obtenerse, además de la propiedad 4°, 
pasando al límite y haciendo tender £ hacia cero y este procedimiento es factible en 
vista de que el núcleo de Fejer es continuo. 

DEMOSTRACIÓN DEL, COROLARIO. Haciendo uso de la propiedad 4° del núcleo de 


Fejer, obtenemos ari 
1 ia 1 
AO e E ; 
dcd aiis smi n + Isen? i 


Por cuanto el segundo miembro de la desigualdad obtenida tiende a cero para 
n — œ, de la estimación obtenida se deduce directamente (55.38). D 

La forma aproximada de la gráfica del núcleo de Fejer está expuesta en la 
fig: 235. 

En este punto sólo se considerarán aquellas funciones f que son continuas en el 
segmento [—r, x] y toman en sus extremos valores iguales: f(— 1) = /(x). Es obvio 
que toda función de tal índole puede ser prolongada de modo 2x-periódico desde el 
segmento [= 7, x] a todo el eje numérico R. La función que se obtendrá, la designa- 
remos con J, será continua en todo el eje R, 

La función de partida f, como cualquiera función continua en un segmento, es 
acotada, es decir, existe una constante M > 0 que (x)! < M,x€(—x, 7). Está 
claro que en este caso G 

IWI < M, xeR, 


es decir, la función F está acotada en todo el eje R. 

Además, la función f es uniformemente continua en todo el eje R. Efectivamen- 
te, siendo continua en cualquier segmento finito, por ejemplo, en [0, 4r], es en 
dicho segmento uniformemente continua (véase el teorema 5 en el p. 19.7). Esto 
significa que para todo £ > 0 existe tal 3, O < 8 < 2r que para cualesquiera. 
x, € l0, 4x], x, € (0, 4r), lx, — x,1 < 3, se verifica la desigualdad 


Te) -Ja <e 
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Pero, para x; y x; arbitrarios de tal género que lx} — xj | < ô, se encontrarán 
unos números enteros n y m, para los cuales x, £ xj — 2xn € [0, 4r], x} = x} — 
= 2eme (0, 41) y ix, — xl < 5, y, por cuanto Jox) =J(x;), J) = Fe; 
a de dd y por Ta) = Ji), Ju) = 105) 

Ve- JEN = 17) -Fal < e. 

Esto precisamente es indicio de que la función J es uniformemente continua en 
todo el eje numérico R. 

En lo que siguc, una función prolongada de modo periódico se designará con el 
mismo símbolo / que la función prolongable, 

Teorema 6 (de Fejer). Si una función es continua en el segmento [—x, 1] y toma 
en sus extremos valores iguales, la sucesión de sus sumas de Fejer converge unifor- 
memente en este segmento hacia la misma función. 

Corolario. Si la serie de Fourier de una función, que es continua en el segmento 
[-r, x] y toma en sus extremos valores iguales, converge en cierto punto, converge 
hacia el valor de la función eñ dicho punto. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la función / es continua en el segmento [- r, 
1 y f(-x) = (x). Prolonguémosla de modo 2x-periódico a todo el eje numérico 
R. Estimemos la diferencia f(x) — 0, (+) entre la función f y su suma de Fejer 0,, 
empleando con este fin la representación de la suma de Fejer en la forma (55.36) y 
las propiedades del núcleo de Fejer demostradas en el lema 6 y en su corolario. Eli- 
jamos arbitrariamente ¢ > 0. Tenemos 


9 l 9,(de -1 f 9.Ofa + oa = 


10 = 0,001 = 


-i | j SOVG) - Sa + ojar| 


3 O 
e! Jonson 10 + mae=! f el f yà | 65.39) 
z Pl a a 
A A A 


donde 3 > Oseha elegido de una manera tal que el valor del módulo de continuidad 
(5; f) de la función f satisface la desigualdad 


E 
N< 


Esto es bien posible, puesto que la función f es uniformemente continua en todo el 


eje numérico R. Por eso, para todo x € R: 
n z 

CN e £ 
| eoa ta |) Plat 


(55.40) 


1 f EDIS — SO + Didi < 
4 
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Las dos integrales restantes se estiman de un modo igual: la función f está acota- 
da en toda la recta numérica, es decir, existe tal constante M > O que para cuales- 
quiera x e R tiene lugar la desigualdad 

VWI < M. 
Por consiguiente, para todo x€ R: 
[eov -Sa+ on, | oouo + Yæ + Alide < 


w aeres 


Sa porsi máx noja- 


. MEP máx 9,() <2M, máx 0,00. 


ro eke 


De acuerdo con el corolario del lema 6, el segundo miembro de la desigualdad obte- 
nida tiende hacia cero cuando n — e», por lo cual existe tal nque para cualesquiera 
n > ny se cumple la desigualdad 


E fauo- nass. (55.41) 
Por analogía, para todo x € R y cualesquiera n > Mg 


z f HOUW -Sæ + idi <E (55.42) 


De (55.39), (55.40), (55.41) y (35.42) tenemos para xe R arbitrario y todos los 
n> ng 
e 


Yw- oD <A 3 


3 


es decir, la sucesión {g,} converge uniformemente en todo el eje numérico R hacia la 
función f. O 

DEMOSTRACIÓN DEL COROLARIO. Cualquier serie convergente se suma por el mé- 
todo de medias aritméticas a su suma (véase el p. 35.15). Por ello, si la serie de 
Fourier de una función, que es continua en el segmento [—x, x] y toma en sus extre- 
mos los valores iguales, converge en cierto punto hacía algún número A, entonces el 
límite de la sucesión de medias aritméticas de las sumas parciales, es decir, de las su- 
mas de Fejer es también igual a A: si lim S,(xọ f) = A, se tiene lim a,x) = A. 
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Pero, según el lema demostrado, lim o, (xp) = (xp), por consiguiente, también 
MSN = SO). D 

Subrayemos que la serie de Fourier de una función, que es continua en el seg- 
mento [— r, x] y toma en sus extremos los valores iguales, puede divergir en algunos 
puntos. No obstante, de acuerdo con lo demostrado, si la serie converge en cierto 
punto, converge necesariamente hacia el valor de la misma función en dicho punto. 

Observemos en conclusión que para una función, que es contínua en un segmen- 
to y toma en sus extremos valores iguales, la serie de Fourier, sea convergente o di- 
vergente en los puntos aislados, permite restablecer univocamente Ía función indica- 
da: resulta suficiente formar, sirviéndose de sus sumas parciales, las sumas de Fejer; 
la sucesión de las últimas ya converge y, además, uniformemente hacia la propia 
función. De este modo, incluso el estudio de la serie divergente puede resultar útil. 


55.7. APROXIMACIÓN DE LAS FUNCIONES CONTINUAS 
POR MEDIO DE LOS POLINOMIOS 


Definición 10. Las funciones de la forma 


204 $ Acoske + BysenkxA? + B} > 0 
e a 
se llaman polinomios trigonométricos de n-ésimo orden, n = 0, 1,2, .. . ). 
Teorema 7 (de Welerstrass). Si a función f es continua en el segmento |= x, 1] 
S~a) = f(m), entonces para todo número e > 0 existe un polinomio trigono- 


métrico Tlx) “al 
se Yw- TWI <e =r <x 


En efecto, en virtud del teorema 6 (véase el p. $5.6), a titulo detal polinomio tri- 
Bonométrico puede tomarse, por ejemplo, la suma correspondiente de Fejer o, (x), 
que es, evidentemente, un polinomio trigonométrico de orden no superior a n. 

Teorema 8 (de Weierstrass). Si la función f es continua en el segmento (a, b], pa- 
ra todo £ > O existe tal polinomio algebraico Px) que 

Yw) - PWI <E, axx b. 


DEMOSTRACIÓN. Apliquemos linealmente el segmento [0, x] sobre otro segmento 
la, bl: 


b-a 
x=0+ 


t 0<t<x, a<x<b, 


y sea fti) = T 
10, x]. Prolongámosla de modo impar al segmento [—x, 0), es decir, pongamos 
PO =D, sí tel-=,0. 


( PLE 21), La función g es definida por esta fórmula en 


9 Aquí se considera que B, = 0. 


55.7. Aproximación de las funciones continuas an 


La función /”, obtenida de esta manera, es continua en [—x, z) (¿por qué?) y 
Sex) = f*(x). Por eso, de acuerdo con el teorema 7, para cualquier número 
2 > 0 existe un polinomio trigonométrico 714) tal que 


A 
-Wei 
O - TO <3 


Como se sabe, coskt y senkt, k = 1,2, . .. „y, por lo tanto, también el polino- 
mio trigonométrico T(t) son funciones analíticas, a consecuencia de lo cual se de- 
sarrollan en las series de potencias que convergen en toda la recta real y, por consi- 
guiente, convergen uniformemente en todo segmento finito (véase el $ 37): 


TO= E c 
o 


Si P, (1) son sumas parciales de esta serie, debido a su convergencia uniforme en el 
segmento [—x, x), existe tal número n, que para n > n, se tiene 


ITO — PA (01 <p -r<i<r. 
Al tomar, para concretar, n = n, y suponer P(O) = P, (0), tenemos 
IMO — POL S IPO — TU) + ITE) — POI <$ + Í <e 


x-a 


Volviendo a la variable x, es decir, suponiendo £ > 1. obtendremos 


b-a 
Y| <e a<x<b, 


donde P ( ) es, evidentemente, un polinomio. O 


OBSERVACIÓN. Supongamos que la función f es continua en el segmento [a, DJ. 
Elijamos una sucesión de los números £, > 0,7 = 1, 2... „que tiende hacía cc- 


ro (G ejemplo, €, = | ) ; entonces, de acuerdo con el teorema 8, para todo 
5 


n = 1,2, ..... existe un polinomio P, (x) (aqui n es número de orden y no el grado 
), Lal que 


1/00 = P < E a <x<b, (55.43) 


Es evidente que para n — co se tiene P,(x) = f(x) en el segmento a, b). 

Asi pues, toda función continua en un segmente sirve de límite para la sucesión 
de polinomios uniformemente convergente en dicho segmento. Anteriormente 
(véase el teorema 8” en el p. 36.4) ya se ha demostrado la afirmación recíproca, es 
decir, toda función que sirve de límite para una sucesión de polinomios 
uniformemente convergente en cierto segmento (y más aún, para una sucesión de 
cualesquiera funciones continuas) es continua en dicho segmento. 

De este modo, el teorema de Weierstrass establece la propiedad característica de 
las funciones continuas, y sólo continuas. 
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Resulta curioso notar que el concepto original de continuidad de una funcion 
fue introducido en la forma general abstracta; este concepto de ningún modo estaba 
ligado con las clases concretas de funciones elementales, en particular, con los poli- 
nomios y, consecuentemente, con ningunas representaciones analíticas de las fun- 
ciones en términos de los polinomios. 

El teorema de Weierstrass muestra que la clase de funciones continuas introduci- 
da de este modo no está lejos, en ciento sentido, de la clase de polinomios. A sa- 
ber, cualquiera que sea la función f, continua en un segmento, y por pequeño que 
sea el número e > 0, prefijado de antemano, siempre existe un polinomio que en 
todo el segmento se diferencia de la función f a lo sumo en e, es decir, un polinomio 
que aproxima la función con cualquier grado de exactitud dado de antemano, No es 
dificil obtener también la representación analitica en forma de una serie de polino- 
mios para la función continua en un segmento. De (55.43) tenemos 

16) = mP, o), a<x<b, (55.44) 


o bien - 
F0) =P 09 + Y Pasi- PO (65.45) 
ati 


(P,(x) son los polinomios), con la particularidad de que en el segmento [a, b] los po- 
linomios P, (x) en (35.44) tienden a su límite uniformemente y también uniforme- 
mente converge la série (55.45) en dicho segmento. En este caso, tanto la existencia 
del límite (55.44), como la del desarrolio ($5.45) constituyen una condición necesa- 
ría y suficiente de la continuidad de la función fen el segmento citado. Esto justifi- 
ca la idea intuitiva sobre una función como expresión analítica compuesta de una 
variable independiente y unas constantes por medio de las operaciones algebraicas y 
analíticas. 

Observaciones análogas pueden hacerse también sobre el primer teorema de 
Weierstrass (teorema 7). 


$5.4. COMPLETITUD DEL SISTEMA TRIGONOMÉTRICO. 
Y DEL SISTEMA DE POTENCIAS ENTERAS NO NEGATIVAS 
DE X EN UN ESPACIO DE FUNCIONES CONTINUAS 
En este punto se parafrasearán los teoremas demostrados anteriormente y se de- 
ducirán de éstos algunos corolarios sencillos. 
Definición 11, Sea X un conjunto de las funciones definidas en el segmento 
(a, b]: Un sistemá de funciones 
PI Pae (55.46) 


se llama completo para el conjunto X en el sentido de aproximación uniforme, si, 
cualquiera que sea la función f e X, para todo £ > Oexiste tal número finito de fun- 
ciones ys my» >= > + Pay» Dertenecientes al sistema (55.46), y tales números Ay» Ny, 
Ue - 
A E RS 
para cualesquiera x € la, b). 


55.8. Completitud del sistema trigonométrico 9 


En otras palabras, el sistema de funciones (55.46) forma un sistema completo pa- 
ra el conjunto X, si toda función de X puede ser aproximada con la exactitud re- 
querida mediante las combinaciones lineales de funciones del sistema (55.46), 

Haciendo uso del concepto de completitud de un sistema, los teoremas 7 y 8 del 
párrafo precedente pueden parafrascarse del modo siguiente. 

Teorema 7". El sistema de funciones trigonométricas (55.2) es completo, en el 
sentido de aproximación uniforme, para el conjunto de funciones que son continuas 
en el segmento [—x, x) y toman en sus extremos valores Iguales, 

Teorema 8'. Un sistema de las potencias enteras no negativas de x, es decir, el 
sistema 


ds (55.47) 


es completo, en el sentido de aproximación uniforme, para el conjunto de todas las 
funciones que son continuas en cualquier segmento dado. 
Definición 12. Supongamos que las funciones f y g vienen definidas en el seg- 


mento fa, b]. El número 
fi VO) — acopiar 


se denomina desviación estándar en el segmento |a, b] de la función f de la g. 

Definición 13. El sistema de funciones (55.46) se llama completo, en el sentido 
de la aproximación media cuadrática, para cierto conjunto X de funciones definidas 
en el segmento [a, b), si, cualquiera que sea la función f & X, para todo £ > Dexiste 
tal combinación lineal finita de funciones del sistema (55.46) que su desviación es- 
tóndar en el segmento |a, b) de lo función f es inferior a £., 

Teorema 9. El sistema de funciones trigonométricas (55.2) es completo en el sen- 
tido de la aproximación media cuadrática en un conjunto de las funciones que son 
continuas en el segmento |— x, x) y toman en los puntos x y —x un mismo valor. 

DEMOSTRACIÓN, Sea f una función continua en el segmento [—x, r), con la par- 
ticularidad de que f(x) = f(—x*). De conformidad con el teorema 7”, para todo 
£ > 0 existe un polinomio trigonométrico T(x) tal que 


e 
10) - TAM < ==, - ” 
110%) — TO)! E .<x<á 

De aquí para la desviación estándar de este polinomio de la función f tenemos 


[Y vo- roras ¿zz fjae o 


En lo que sigue veremos (véase el p. 58.6) que la acotación f(x) = f(— x), utili- 
zada por nosotros en la demostración del teorema 9 (sólo en este caso se podría refe- 
rir al téorema 7"), no es esencial. A saber, el sistema trigonométrico (55.2) es 
completo en èi sentido de la media cuadrática en todo el conjunto de funciones con- 


» Podemos decir también “desviación de la función g de la f”, por cuanto la expresión 
en consideración no cambia su valor, si f y g cambian de lugar. 
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tinuas en el segmento [— 7, x}, y, más aún, se puede mostrar que es completo tam- 
bién en el sentido de la media cuadrática en el conjunto de todas las funciones de 
cuadrado integrable en el segmento [—x, 1]. 

Observemos que el sistema trigonométrico (55.2) es incompleto a ciencia cierta 
en el conjunto de todas las funciones continuas en el segmento [ — 7, 1] en el sentido 
de la aproximación uniforme, es decir, en el sentido de la definición 11. En efecto, 
si f es una función tal que para todo £ > 0 existe un polinomio trigonométrico 7,, 
de tal índole que 

YW- TIE -SS 


entonces de la condición 7, (1) = 7,(—x) para £ — O proviene que f(a) = f(—1). 

En la aproximación de las funciones en el sentido de la media cuadrática me- 
diante los polinomios trigonométricos desempeñan un papel especial las sumas par- 
ciales de la serie de Fourier de la función que se aproxima. En el punto que sigue se 
mostrará que la suma parcial de n-ésimo orden tiene desviación estándar mínima de 
la función dada en comparación con cualquier polinomio trigonométrico de gra- 
do n. 

En fin, se puede mostrar que si la función f posee el cuadrado integrable en el 
segmento [— x, x), entonces la desviación, que experimentan sus sumas parciales de 
Fourier S,(x) tiende a cero cuando n — œ, o, como suele decirse, la función f de 
cuadrado integrable es un límite, en el sentido de la media cuadrática, de sus sumas 
parciales de Fourier (véase el p. 58.6). Todas estas circunstancias atestiguan en fa- 
vor del estudio de la aproximación de funciones en el sentido de la desviación están- 
dar, 

Por analogía con el teorema 9 se demuestra el teorema siguiente. 

Teorema 10. El sistema de potencias enteras y no negativas de x, es decir, el siste- 
ma (55.47) es completo en el sentido de la aproximación media cuadrática en un 
conjunto de funciones continuas sobre cualquier segmento dado. 

DEMOSTRACIÓN. Sea f una función continua en cierto segmento [i 
ces, para todo e > 0, de acuerdo con el teorema 8”, existe tal polinor 


1/0) - PI < 


f VO) — PloPax < e. O 


55.9. PROPIEDAD MINIMAL DE LOS COEFICIENTES 
DE FOURIER. DESIGUALDAD DE BESSEL E IGUALDAD 
DE PARSEVAL 


En este punto examinaremos las series de Fourier para unas funciones in- 
tegrables cuyo cuadrado es también integrable en el segmento [— x, 7] (la integrabi- 
lidad aquí se entiende, por regla general, en el sentido impropio). Es importante in- 
dicar que si la función f es de tal género que tiene un número finito de puntos singu- 


1<x<b, 


de donde 


55.9. Propiedad minimal de los cosficientes de Fourier E 


lares (véase el p. 55.1) en el segmento [—x, 7), es integrable según Riemann en cual 
quier segmento que no contiene ningún punto singular y el cuadrado de ésta f° es in- 
tegrable en el segmento [— 7, x], entonces de la desigualdad 


mel + Ue 
se infiere que la función f es integrable en el segmento citado. Lo recíproco, en el 
caso general, no es cierto, Exigen funciones positivas ( por ejemplo, la función 
i) tegrabies en el segmento [~ x, r] cuyo cuadrado, no obstane, ya no cs ir- 
a 


tegrable en el mismo. 

De este modo, el conjunto citado de funciones de cuadrado integrable en el seg- 
mento [—*, x] constituye un subconjunto propio del conjunto de todas las fun- 
ciones absolutamente integrables en el segmento [=x, x]. 

Observemos que análogamente se introduce también el concepto de función de 
cuadrado integrable para cualquier intervalo finito. 

Teorema 11. Sea f una función de cuadrado integrable en el segmento [—x, 7). 
Entonces, si S,(x) es su suma de Fourier de n-ésimo orden, se tiene 


$ VW — S,0)?dx = pin | 0) -= T, N ?adx, (55.48) 
donde el minimo en el segundo miembro de la igualdad se toma según todos los poli- 


'nomios trigonométricos T, de orden no superior a n. 
cb n = 1,2,...... „son coeficientes de Fourier de la función f, se veri- 


2, y d+ ¿[rias (55.49) 
Sl 
que lleva el nombre de Bessel”, 
DEMOSTRACIÓN. Sea 
T 0) = 4 E Ajcoskx + Bysenkx, 


e 
en este caso, abriendo los corchetes en la expresión 


| VO — T,ad (55.50) 


y haciendo uso del lema 1 del p. 55.1 (en particular, la ortogonalidad del sistema tri- 
gonométrico), obtenemos 


juw- rona» [toner (e y asa) - 


» FS Bessel (1784 — 1846), matemático y astrónomo alemán. 
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-2 [2 [ra + y 41] rocosa + 


+ B, [resena | - foa - E + 2 a+ 2) a 


sie [$ y 00) =. [Awa 


e e- 
[A + y | a 
f, 
-- [$+ Y a+]. (55.51) 
2 


De la expresión obtenida se ve que la magnitud (55.50) adquiere el valor mínimo 
cuando Ag = do Á, = ap By = Dy, k =1,2,.. . , es decir, cuando T, (x) es la 
suma de Fourier S,(x) de orden n dela función /. La primera afirmación del teore- 
ma queda demostrada. 

Si T,,(x) es la suma de Fourier de orden n, de (55.51) se desprende que 


[uo = S,(0Pdx = fiwa -r [$ + E d+ a] . (55.52) 


de donde ý k 
[Aa - ES Y ara) >o 


Esta desigualdad es lícita para cualquier n natural. Pasando en la misma al limite 
para n — æ, obtendremos una desigualdad 


ER S +a) >0 


la que, obviamente, es equivalente a la desigualdad (55.49). O 
De la desigualdad de Bessel se deduce que para una función de cuadrado in- 


tegrable la serie pS 
daa 
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converge. El término general de la serie convergente tiende a cero, por lo cual en el 
caso dedo lim g, = lim b, =0. 

De este modo hemos establecido nuevamente que los coeficientes de Fourier 
tienden a cero (véase el p. 55.2), pero esta vez para una clase de funciones más est- 
recha (como lo indicamos al principio de este punto) que antes, a saber, para la clase 
de funciones, de cuadrado integrable. 

En el punto 58.6 se mostrará que en realidad la fórmula ($5.49) queda lícita con 
el signo de Igualdad. Por ahora demostíaremos este hecho sólo para el caso en que 
la función f es continua y 2e-periódica. 

Teorema 12. Supongamos que la función f es continua en el segmento [—x, x}, 
NA) = $0) y an Darn = 1,2, . . . , Son sus coeficientes de Fourier. En este 
caso se verifica la igualdad 


1f C ` 
24000: + ya”. 


llamada igualdad de Parseval". 

DEMOSTRACIÓN, Debido a la completitud en el sentido de aproximación media 
cuadrática del sistema de funciones trigonométricas (55.2) en la clase de funciones 
continuas que toman valores iguales en los extremos del segmento (— x, 1), siendo 
todo e > 0, existe para la función fun polinomio trigonométrico T(x) de cierto or- 
den k tal que 


3f 10) — TO) ?dx < e. (55.53) 
Con arreglo al teorema 11 (véase (55.48)), para la suma de Fourier S, (x) del mis- 
mo orden k se cumple la desigualdad 


Í Uco = sde < 100 = TOPA, 
De aqui y de las fórmulas (55.52) y (35. s) obtenemos: 


ijroni. $ aa] 


- [vo - store < E f VO) - TON? < e. 


9) M. Parseval (1755 — 1836), matemático francés. 
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Por cuanto esta desigualdad es válida para cualquier £ > O, su primer miembro es 
igual a cero. Ol 
Corolario. Cumplidas las suposiciones del teorema, tenemos 


lim | VO- S odr = 0. 
En efecto, en virtud del teorema 12, para n — œ el segundo miembro de la 
igualdad (55.52) tiende a cero. D 


55.10, CARÁCTER DE CONVERGENCIA DE LAS SERIES 


Analicemos la relación que existe entre las series de Fourier de una función y la 
derivada de ésta. 

Teorema 13. Sea f una función continua en el segmento lx, x1,S(=1) = f(r) 
y Supongamos que pa 


100 - Y + Y ajcosnx + O,sennx. 


Si la función f es continuamente derivable a trozos en el segmento |- 7, 1) (vé- 
ase la definición 1 en el p. 30.2), entonces 


fo- E —n0,sennx + nb,cosnx, 
e 
es decir, la serie de Fourier de la derivada se obtiene de la serie de Fourier de la mis- 
ma función por derivación formal término a término”. 
DEMOSTRACIÓN. Sea 


ra- ) 


Teniendo presente que f(x) = f(-x) e integrando por partes, obtenemos 


.-roa 00-10, 


F Wcosmár =È i cosn |" +2 sonema andy 


6, = 1 f- Osenntdt = S)senm y 5 


* Sin suposiciones algunas acerca de la convergencia de la serie de Fourier de la derivada. 
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-2 | 0cosnedr = 
Pasemos al estudio de la velocidad de convergencia de la serie de Fourier en de- 
pendencia de la suavidad de las funciones. Previamente demostremos el lema. 
Lema 7. Supongamos que la función f tiene en un segmento derivadas continuas 
de orden hasta k — 1 inclusive y una derivada continua a trozos de orden 
kik > 1), con la particularidad de que 
SU) fMi j=0,1,.. 


may n=1,2,.... 0 


-=1 
y sea E 
a 

n. 3 
sa~ F+ E oucosnx + byson 
En este caso 


5 £, 
lai <É 10,1 Ép n= 1,2, 


donde e, > 0 y la serie Y) c} converge. 
As 
DEMOSTRACIÓN. Al aplicar sucesivamente el teorema 13 k veces, obtendremos 


SW) - Y acosnx + Bysennx, 


donde o bien 
(55.54) 
o bien 
a =enkb,, Bp = anta, (55.55) 
con la particularidad de que, según la desigualdad de Bessel, 
E i+ael fura. (65.56) 
ni 2i 


Pongamose, = Vaj + 83. En virtud de la desigualdad (55.56), la serie $) £2con- 
verge. azi 


® Decimos que cierta función tiene derivada continua a trozos en el segmento dado, si 
dicha función es continuamente derivable a trozos en el mismo (véase la definición 1 en el 
p. 30.2). De este modo, si la función tiene derivada continua a trozos en un segmento, puede 
suceder que en un número finito de puntos del mismo segmento ella no tenga en absoluto deri- 
vada. Por ejemplo, la función f(x) = Lxi en el segmento [— 1, 1] tiene derivada continua a 
trozos, mientras que en el punto x = 0 no la tiene. 


256429 
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Si es licita (55.54), se tiene 


lal VTA, 
N aa e a 
E E k=1,2, 


> 
De manera semejante esta estimación se obtiene para el caso (55.55), O 
Teorema 14, Supongamos que la función f tiene en el segmento | x, x) deriva- 
das continuas hasta el orden k — 1 inclustvo y una derivada continua a trozos de or- 
den k(k > 1), con la particularidad de que JU(—x) = Ma), j = 0, 1, 
k — 1. Entonces, la serie de Fourier de la función f converge uniforme y 
mente en todo el segmento (—x, x) a la propia función f y 


Vw- SL < Aa y 
donde tim ny = O ((n,) es una sucesión numérica), y S,(x f) es la suma de Fourier 


de n-ésimo orden de la función f. 
De este modo podemos decir que en el segmento [—x, x} se cumple uniforme- 

mente la estimación. 
k 


IO- N = o (a7 )> Rsk 


Observemos preliminarmente que si (4, y (v,) son las sucesiones de números no 
negativos de tal indole que 


Di<to y Dist 


entonces 
(55.57) 


En efecto, esta igualdad se obtiene inmediatamente, pasando al límite, de la des- 


igualdad de Cauchy — Schwartz Em < de IDE cuando 
azi 


N — œ (véase el p. 18.1 y 35.8%) (indiquemos que la desigualdad (55.57) es un caso 
particular de la desigualdad (35.33) del p. 35.8* parap = q = 2). 
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 14. Sea. 


sò- $ + Y ancosmx + b„senmx, (55.58) 


50) =D E ansosmx + b sen mx. 
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ma 


Fig. 236 


Según el lema, a A 
ES a Ibal < ma (55:59) 
donde £, son de tal género que la serie 
È A (55.60) 
ndo las desigualdades (55.57) y ($5.59), estimemos el resto r, (x) de la serie 
(55.58): 


ir, 


E gamma 


minei 


< E Mnl+1b,1<2 


es 
cal a E 656) 


Pongamos 


Ya que la serie (55.60) es convergente, tenemos 
lim x, = 0. (55.62) 


Luego, indiquemos que en el segmento [m — 1, m) se verifica la desigualdad 


1 1 1 T ax 
m < ga (68. 230) y, por consiguiente, = < | a Por esto 
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De este modo, de (55.61) se desprende la estimación 


tr, bor<2 [1 


zn ym (55.69) 


Pongamos, por fin, 7, = Vx, en virtud de (55.62) lim y, = 0. Por 
ello, de la igualdad (55.63) obtenemos 


Y aquí el infinitésimo y, no depende del punto x. 
De conformidad con el corolario 4 del teorema 4 (el p. 55.4), la serle (55.58) con- 
verge hacia la función /(x), por consiguiente, r,(x) = f(x) — S,(x,./) y, de este mo- 
do la convergencia uniforme de la serie de Fourier con la estimación mencionada 
queda demostrada, 
Su convergencia absoluta también se demuestra, puesto que hemos obtenido la 
estimación (véase (55.61) = 


tr, 601 < 


lani + lbp! < 0, 


i 
memen a-i 


de la que se deduce que la serie de Fourier de la función f no sôlo es absolutamente 

convergente, sino que una serie formada de las magnitudes absolutas de sus térmi- 

nos y, más aún, una serie pa 
E! 


converge con la misma “velocidad: =. o 
n*i 

El teorema 14 enseña que cuanto más suave es la función f (es decir, cuanto ma- 
yor es el número de derivadas que tiene /), tanto mayor es la velocidad de conver- 
encia hacia ella de la serie de Fourier. En este caso la desigualdad (53.63) hace po- 
sible estimar el error que se obtiene al sustituir la serie de Fourier por su n-ésima su- 
ma parcial. 

De este teorema proviene, en particular, para k = 1, que la serie de Fourier de 
toda función periódica de período 2r, continua y continuamente derivable a trozos 
A a a 


Ejercicios. 11. ¿Será uniformemente convergente la serie de Fourier de la función 


Jia) = ixl, =x < x < 1? ¿Convergirá uniformemente una serie obtenida por derivación 
término a término de la serie de Fourier de esta función? 


EA] 
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12, Muéstrese que la serie de Fourier de una función continua periódica lineal a trozos (a 
definición de la función lineal a trozos véase en el ejercicio 6 del p. 19.7) converge hacia esta 
función uniformemente. 

13. Sirviéndose del resultado del ejercicio antecedente y del resultado del ejercicio 6; 
D. 19.7, demuéstrese el teorema 7 del p. 55.7 sobre la aproximación uniforme de funciones 
periódicas continuas mediante los polinomios trigonométricos. 


55.11. INTEGRACIÓN DE LAS SERIES 
DE FOURIER TÉRMINO A TÉRMINO 
En este punto se probará que las series de Fourier pueden integrarse término a 
término. 
Teorema 15. Sea f una función continua en el segmento [—w, *] y supongamos 
que - 
a 
Pe Y a,cosne + b,sennx (55.64) 


es su serie de Fourier, Tenemos en este caso 


fra- j y [on + b,sennxjdx = 


- e + sennt «ba = cost), (55.65) 


y la serie que figura a la derecha converge uniformemente. 
Diremos que la afirmación sobre la convergencia (incluso de la convergencia 
uniforme) de la serie (55.65) tiene lugar sin suposiciones algunas sobre la conver- 


gencia de la serie de partida (55.64). 
DEMOSTRACIÓN. Examinemos una función 
FO = li [o - 2] dx. (55.66) 


Esta función es continua en el segmento [—x, x] y tiene en éste una derivada conti- 
ma FOSO- Py 

F(a) — Fi=x) = | Soddx — ray = 0. 
Por eso, en virtud del teorema 14, su serie de Fourier converge hacia ella y, además, 
uniformemente. Designemos sus coeficientes de Fourier mediante Ag. Ap, By» 
n = 1,2,.... . Entonces, en vista de lo dicho 


AS 
FM =%2+ Y Ajcosni + B,sennt. (55.67) 
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Hallemos los coeficientes de esta serie. Integrando por partes, obtendremos 


ai A 


A, =2 f Focosntdi =>) 
7 z 


Por analogia, 


mos 


Y y A, = 0, de donde 


Asi pues, 


FO = y Tsen + > 


De aquí y también de (55.66) proviene precisamente la fórmula (55.65) y la con- 
vergencia uniforme de la serie (55.65) es el resultado de la convergencia uniforme de 
la serie (55.67). O 


Problema 36. Demscese que la serie tigonomévica convergemte. JD Sert 


noes 


una serie de Fourier de ninguna función absolutamente integrable. 


Indiquemos quesi | /G)ax = Oy, por ende, ag = 0, entonces como resultado 
de la integración término a término de la serie de Fourier de la función f se obtiene 
de nuevo una serie de Fourier de cierta función F, a saber, como se deduce de lo de- 
mostrado, 

Fx) = [roar 


Dado que para cualquier función primitiva $ de la función /, continua en el seg- 
mento [=x, x], es válida la fórmula de Newton — Leibniz 


bm- IA Sw, 


5.42. Notación compleja de las series de Fourier EN 


la condición È f(x)dx = Oserá equivalente a que todas las funciones primitivas de 


J toman en los extremos del segmento [—x, x] valores iguales. 


55.12 SERIES DE FOURIER PARA EL CASO 
DE UN INTERVALO ARBITRARIO. NOTACIÓN COMPLEJA. 
DE LAS SERIES DE FOURIER 
La teoría de las series trigonométricas de Fourier de las funciones 2x-periódicas 
se extiende fácilmente al caso de funciones periódicas de cualquier periodo 2. Para 


ello resulta suficiente aplicar el segmento [—, / sobre el segmento [—x, x) median: 
te la aplicación lineal: 


rx ex l >. <y<m 


y el problema se reducirá al caso ya considerado. Se denomina serie de Fourier de la 
función f de período 2/ respecto de la variable de partida x una serie de la forma 


nax 


donde 


foan a. 


bn = 3 |sen a neh.. 


En particular, si la función f es par, se tiene 


donde 
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m 
donde 


nt 
b, =$ bia E E 
3 z [rom 7 

Como conclusión, indiquemos, además, la asi llamada notación compleja de las 
series de Fourier que es de uso frecuente en las matemáticas y sus aplicaciones. Sea 


9-9 de a,cosnx + bsennx. (55.68) 

Como se sabe (véase el p. 37.6), 
snk =} (E+ emh, (55.69) 
senn =a (E em") m E (emmi — erh, (550) 


Al sustituir (55.69) y (55.70) en (55.68), obtendremos 


1 1 5 
so-R+ Y qn 0 a, +0 per 


Suponiendo Ñ y 
=%, e =l(a,- == 
0 aTa bh Con 3 (a, + bad, 
tenemos á 
m- Y oam, (55.71) 
donde, evidentemente, mep n= AL recordar que 
cosasisena A riase p. 37.5), tendremos 


easan oy =gh francon = enmar = zfs ajeta,” 


=la+rop=l ls OPTA, nahh. 


© bien, al reunir ambas fórmulas y añadir el caso de n= 0, 


[nena n=0,%1,%2. (55.72) 


9 Véase en el p. 54.6 la definición de la integral de una función de valores complejos. 
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Al sustituir (55.72) en (35.71), obtendremos 


s-i >D ema. (553) 


Así pues, hemos escrito la serie de Fourier en la forma compleja y se han obteni- 
do las expresiones para sus coeficientes. 
Sólo nos resta aclarar el concepto de convergencia de la serie de forma (55.73). 
Se denomina suma parcial de n-ésimo orden de la serie 


(55.74) 


la suma S, = D zy La sene (55.74) se llama convergente, si existe 
è 
S = lim S,, en este caso S se denomina suma de la serie y se escribe 


$ 56. INTEGRAL DE FOURIER 
Y TRANSFORMACIÓN DE FOURIER 


56.1. REPRESENTACIÓN DE UNA FUNCIÓN EN FORMA 
DE LA INTEGRAL DE FOURIER 
+ Supongamos que la función / es absolutamente integrable en todo el eje real. 
Escribamos para ella una integral, correspondiente, en cierto sentido, a la serie de 
Fourjer en la que la sumación según el índice n se ha sustituido por la integración 
respecto de cierto parámetro: 


Í la9)cosay + bO)senayidy, (56.1) 
$ 

donde ve 
ay) -1 f Si)cosytdt, (56.2) 
bo) f SOsenytdi, (56.3) 


Las fórmulas (56.2) y (56.3) recuerdan las fórmulas para los coeficientes de 
Fourier. 
Definición 1. La integral (56.1) se llama integral de Fourier de la función f. 
Substituyendo (56.2) y ($6.3) en la integral (56.1), transformemos esta última del 
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modo siguiente: 


| [a(y)cosxy + bO)senxyjdy = 


-1 | d f Jcostycosxy + sentysenxy)dt = 


=l f a f Focos yx nd. (56) 


Asi como la suma de una serie de Fourier de una función es igual, en ciertas con- 
diciones, a la misma función, la integral de Fourier representa también la función de 
Partida. 

Teorema 1. Supongamos que 

1) la función f es continua a trozos en cada segmento finito y absolutamente in- 
tegrable en toda la recta real; 


2) en el punto x existe una derivada a la derecha f; (0 y una derivada a la iz- 
quierda f- (9). Entonces, para el punto cados verbos le Aarma 


J m f FOcosy(x — idt. (56.5) 


Sar0+fa—-0_1 j 


La fórmula (56.5) lleva el nombre de Fourier. 
DEMOSTRACIÓN. Consideremos una integral 


swe t | d f LOS0sy%= idi, 69 
donde y > 0, y x es un punto fijo en el que existen derivadas unilaterales f} (x) y 
su. 
Es obvio que la integral de Fourier 
z f w f SOcosyi ~ Dde (56.7) 


será el límite para la función (56.6) cuando y — +02, es decir, S() es en este sentido 
un'análogo de las sumas parciales de las series de Fourier. 

De conformidad con el teorema sobre la integración de integrales dependientes 
deu pactacro (ls el p c] 1), para todo número È > O tenemos 


¡o jroese - Ddi = fo jove a 
è 
- [oz 
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En efecto, ya que la función f(£) es continua a trozos, sirviéndonos de las rectas 
paralelas al eje Oy, podemos dividir el rectángulo —£ < £ < E,0< y < nen 
un número finito de rectángulos, en cada uno de los cuales la función 
0 cosy(x — 1) ya será continua, como función de dos variables, hasta la frontera 
(si en la frontera de los rectángulos mencionados por valores de la función f se to- 
man, cuando sea necesario, sus límites unilaterales, es decir, J(/ + 0) o bien 
SK — 0). Al aplicar el teorema 3 del p. 53.1 a todo rectángulo y sumar los resulta- 
dos obtenidos, obtendremos precisamente la fórmula (56.8). 

De la desigualdad obvia 

Vicosyk -= NI < VOI 


y de la convergencia de la integral | 1/(0)! dt proviene la convergencia unifor- 


en el segmento [0, y] respecto del parámetro y, de la integral 
F0)= | SOcosy— Nat, (56.9) 


es decir, t 
FO, €) = | AiNcosyi — Ndr 
E 


tiende al limite (56.9), para E — +œ, uniformemente en el segmento [0, y). 

Luego, la función FG, £) es continua respecto de y. Efectivamente, la función f 
está acotada en el segmento [—E, El: I/()1 < M, -E $ t < E. Designemos 
con«($) el módulo de continuidad de la función cosy(x — f), 0 < y < m, 
TE < 1 < E. Entonces, lim w) = 0, y, por eso 


IFW + Ay, E) — FO, EN < 
t 
< JINI Icos( + AY — N) — cosy(x — Nidi < Mulay) — 0 


ES 
cuando Ay — 0. 

En virtud del teorema 2 del p. 53.1, en el primer miembro de la igualdad (56.8) 
podemos pasar al limite bajo el signo de la integral para £ — +0». 

Como resultado tendremos. 


sw =} 


Esta integral es finita, pues (véanse (56.6) y (56.9) es igual [ FO)dy, donde la 
è 


función FG) es continua como un límite, para £ — +œ, de una familia de fun- 
ciones FG, E) convergentes según y. 
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La integral S(n) es un análogo de la integral de a ide de 
Fourier. Al poner u = 1 — x (compárese con (35.17), obten: 
sw-t f maai u 


Representando la integral obtenida como una suma de dos integrales 
o 


EE, 


y realizando en la primera de ellas la sustitución u = —, obtenemos 


sl f Ve + D + fe = g E a 


Al recordar (véase el p. 54.4) que para y > 0 


1 e LO vandi + 


ai LES q O sennrdt. (56.10) 


que figura en el segundo 
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Ea j>a 


es una función continua a trozos de la variable £ en el 
segmento [0, 1), por lo cual, en virtud del teorema 2 del p. 55.2. 


; 
lim ERE sar (56.11) 


La función 22 es también continua a trozos en cualquier segmento del semieje 


pH] < ve +m, 


| pola < | Iæ + Dide = l Molds < | voras +o, 


t> 1, y, como 


se tiene 


es decir, me J + Des absolutamente integrable en este semieje, y, por lo tanto, en vir- 


tud del do teorema. 


—— sen nt dt = 0. (56.12) 
Por fin, de la convergencia de la integral pa FENY dt (uéáse el p. 33.6), al reali- 
zar el cambio de la variable u = nf, obtenemos 


lim pee LEE sent = f + 0), 


De (56.11), (56.12) y (56.13) se deduce que 


imt f PEO onyedi = 0. 
De modo análogo se demuestra que 
mt l LEO da, 


De aquí, en virtud de (56.10), obtendremos 
J+D+S0-0 


¿Mm_SG) = i 
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Por cuando el límite en el primer miembro es igual a la integral de Fourier (56.7), la 
igualdad (56.5) queda demostrada. O 

Los requisitos impuestos sobre la función en este teorema pueden debilitarse al 
exigir, por ejemplo, que la función sea absolutamente integrable en todo el eje mu- 
mérico y satisfaga en todo punto la condición generalizada de Holder, No lo hemos 
hecho para hacer la demostración más simple (compárese con la demostración del 
teorema 4 y sus corolarios en el p. 55.4). 
Ejercicio 1. Demuéstrese que si la función / es, en adición a las restricciones impuestas 
sobre ella en el teorema 1, par o impar, entonces quedan válidas las siguientes fórmulas: 
una función par 


AA a j cosyxay | scan, 


para una función impar 


AE f Eney | prana 


$6.2. DIFERENTES FORMAS DE NOTACIÓN DE LA FÓRMULA 
DE FOURIER 

Para simplificar las notaciones se considerará en adelante que la función fes ab- 
solutamente integrable en todo el eje numérico R y en todos los puntos de éste es 
continua y tiene derivadas unilaterales. En este caso para cualquier x € R, de acuer- 
do con el teorema 1, resulta lícita la fórmula de Fourier 

1 
soez f dy f fcosyx — Nat, 


Y, por cuanto la función subintegral es par respecto de la variable y, entonces 


10. a f v f Feos (x— Mal. (56.14) 


Por ser obvia la desigualdad 
VO saya — Ol < OI, 


siendo vigentes las restricciones impuestas-sobre la función /, existe también la in- 
tegral ba 
| JOsenyi — hdt, 


con la particularidad de que, en virtud del criterio de Weierstrass (véase el p. 54.1), 
converge uniformemente en todo el eje numérico de la variable y y, por consiguien- 


36.3. Valor principal de una integral 39 


te, es una función continua de y. Por eso para cualquier número y existe una in- 
tegral 


j dy Tosara = Nat, (56.15) 


yes, además, nula, puesto que la función subintegral es impar respecto de y. Sin em- 
bargo, asumidas las suposiciones referentes ala función f, no se puede garantizar la 
existencia de la integral impropia 

| dy | SOsnyax— Dat. (56.16) 
Para obtener las fórmulas necesarias, hemos de introducir una generalización más 
del concepto de integral. 


56.3. VALOR PRINCIPAL DE UNA INTEGRAL 
Introduzcamos la siguiente definición. 
Definición 2. Sea y una función integrable en cualquier segmento finito. Si exis- 


te un límite finito E 


febndx, 1 >0, 


se denominará valor principal de la integral. | ș(x)dx y se designará brevemente 


vp. m : 
vp. | pdx tim | pdx. (56.17) 


Subrayemos que la diferencia de esta definición de la que caracteriza una in- 
T poar, en el sentido de la definición dada en el p. 33.1, consiste 
en que para la función e integrable en cualquier segmento finito, la integral 
Toode se definía comò un limite de las integrales Towar, cuando tendian 


independientemente £ hacia —o y y hacia +o, En el caso que se considera ahora 


tegral impropi 


sólo se exige la existencia del límite de las integrales citadas | p(xJdx para un ca- 
so particular en que £ = =y y n — +œ. $ 

De este mismo modo se determina también el valor principal de la integral 
impropia en un punto: supongamos que a < < < b y la función y es integrable se- 
gún Riemann, para cualquier £ > O, en los segmentos [a, c—8] y [e + £, b] (se su- 
pone, naturalmente, que a < e — £yc + £ < b); entonces el valor principal de la 
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» 
integral | p(x)dx en el punto c se determinará mediante la fórmula 


è e-0 » 
vo. | pde - ss, Í pdx + f ewa] 

A veces, cuando ello no pueda llevar a las equivocaciones, la integral en el sentido 
del valor principal se designa simplemente con el simbolo integral, omitiéndose las 
letras v.p. 

Si para una cierta función existe la integral impropia, dicha función dispone 
también del valor principal de la integral y éste coincide con la integral impropia de 
la función. Lo reciproco no es cierto: para una función puede existir (y, por consi- 
guiente, ser finito) el valor principal de la integral, mientras que la integral impropia 
es divergente. 

.. i 


Por ejemplo, las integrales Í xd y | E no existen como impropias, no obs- 
e ar 


tante existen en el sentido del valor principal, el cual en ambos casos es igual a cero. 


56.4. NOTACIÓN COMPLEJA DE LA INTEGRAL DE FOURIER 


Volveremos a la fórmula de Fourier (56.14) y la escribiremos en otra forma, sir- 
viéndonos del concepto de valor principal de la integral. Puesto que la función sub- 
integral en la integral (56.16) es impar respecto de y, con arreglo a la definición 
enunciada del valor principal de la integral, tenemos 


j 


vp. | dy | fNsenyi — idi = 0. (56.18) 


Al multiplicar ambos miembros de esta igualdad por =- y sumar con la integral 
(56.14), obtendremos 


mwi f v f 106% ddt, (56.19) 


donde la integral exterior se entiende en el sentido del valor principal. La fórmula 
(56.19) lleva el nombre de notación compleja de la integral de Fourier. 


56.5. TRANSFORMACIÓN DE FOURIER 
Si ponemos 


ni -otdi 
+ =T f Sue Ya, 


la fórmula (56.19) tendrá por expresión 
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1 r 
=p. | e . . 
So = vp. Y f 0) dy. (56.20) 


Definición 3. La función $ que se pone en correspondencia con la función f por 
la fórmula 


E 
t0) = v.p. Hr, i: 
O) = v.p. = [o (56.21) 


se denomina transformación de Fourier de la función f y se designa F (f) o bien f. 

En esta definición /(1) es, en el caso general, una función de valores complejos 
del argumento real. Notemos que la función $ = F(/] puede adquirir valores esen- 
cialmente complejos incluso cuando la función f toma sólo valores reales. 

La transformación de Fourier está definida, en particular, para todas las fun- 
ciones absolutamente integrables. Por ejemplo, empleando para la transformación 
de Fourier de la función fla designación /, podemos escribir la fórmula (56.20) en 
la forma 


Je E f Ie ay. (56.20) 


Esta fórmula permite restablecer la propia función f, si se sabe su transformación de 
Fourier f. Se denomina fórmula de inversión. 

Definición 4, La función Y que se pone en correspondencia con la función f me- 
diante la fórmula 


10 =p. E f 10d, (56.22) 


se llama transformación inversa de Fourier de la función f y designa por F=! (A. 

La transformación de Fourier y la transformación inversa de Fourier están defi- 
nidas en un conjunto de funciones, para las cuales las integrales (56.21) y (56.22) 
existen en el sentido del valor principal. Este conjunto contiene dentro de sí, en par- 
ticular, el conjunto de todas las funciones absolutamente integrables en todo el eje 
real, para las cuales las integrales en las fórmulas (56.21) y (56.22) pueden entender- 
se como integrales impropias ordinarias y no sólo como integrales en el sentido del 
valor principal. El término “transformación inversa de Fourier” se justifica por lo 
que la transformación F” ! convierte la transformación de Fourier F. Con más pre- 
cisión, es válido el siguiente lema. 

Lema 1. Sí una función f, continua y absolutamente integrable en todo el eje, 
tiene en cada punto derivadas unilaterales finitas, entonces 


FHEIN = FIN = S- 
DEMOSTRACIÓN. La primera fórmula de inversión, es decir, la fórmula 
F-) [FI/ = f es simplemente otra notación de la fórmula ya demostrada (56.19). 
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Probemos la validez de la segunda fórmula de inversión. Por cuanto el coseno 
es una función par, podemos en (56.14) cambiar de lugares £ y x; 
1 
Toei f dy j Sos yU — xdi, 
y, por ser impar el seno (compárese con (56.18), 


vp. | dy | SWsenyU — xpd = 0. 


Por eso, a la par con la fórmula (56.19), tenemos también 


' dy f SO- dr, 


o bien .. s= 


ita en irde | eto, 
m= f ES f 10% va] dy, 


sò 


donde la integral exterior se toma en el sentido del valor principal. Esta fórmula 
puede ser escrita en la forma 
FIF = O 

Indiquemos que la validez de las fórmulas de inversión puede demostrarse tam- 
bién para restricciones más débiles impuestas sobre la función en comparación con 
aquellas que prevén la existencia en cada punto de las derivadas unilaterales, 

Lema 2. Supongamos que para las funciones f, y fy existe la transformación de 
Fourier (la transformación inversa de Fourier, respectivamente). Entonces, cuales- 
Quiera que sean los números X, y dz, para las funciones Af, + Nf también existe 
la transformación de Fourier (la transformación inversa de Fourier, respectivamen- 
te), con la particularidad de que 


PAS +) = EV) + ALVA 
(ESMAS, +] = AF- 1 + MF Va), respectivamente). 


Esta propiedad lleva el nombre de /inealidad de la transformación de Fourier (de 
la transformación inversa de Fourier, respectivamente). Ella proviene inmediata- 
mente de la linealidad de la integral y de las fórmulas (56.21) y (56.22). 

Corolario. F{0] = F”*[0] = 0. 

En efecto, por ejemplo, 

FIO] = FIO-0] = 0-F[0] = 0. 
Esta última propiedad se deduce, naturalmente, asimismo de las fórmulas (56.21) y 
(56.22). 
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Lema 3. La transformación de Fourier F, al igual que la transformación inversa 
de Fourier F”, son las aplicaciones biuntvocas de un conjunto de funciones conti- 
nuas absolutamente integrables en todo el eje real, que tienen en cada punto deriva- 
das unilaterales, en otro conjunto de funciones, para las cuales las integrables. 
(56.21) y (56.22) existen en el sentido del valor principal. 

DEMOSTRACIÓN. Es suficiente demostrar sólo la biunivocidad delas aplicaciones 
Fy F”!, puesto que lo demás ya ha sido demostrado más arriba. Demostremos, por 
ejemplo, la biunivocidad de la aplicación F. Sea FI/,] = Fl/¿J; entonces 

FFV, = FULL. 
De aquí, de acuerdo con el lema 1, se desprende que 
hro 

En todo caso la transformación de Fourier está definida para las funciones abso- 
lutamente integrables. En los puntos que siguen se estudiarán las propiedades de es- 
ta transformación. Más adelante aún se mostrará como la transformación de 


Fourier se generaliza a las clases más amplias de funciones, a saber, a las funciones 
de cuadrado integrable (el p. 58.7) y las asi llamadas funciones generalizadas. 


56.6. INTEGRALES DE LAPLACE 


Hallemos la transformación de Fourier / de la prolongación par de la función 
e7%%, a > O, desde la semirecta x > Oa toda la recta numérica, es decir, hablando 
sencillamente, la transformación de Fourier de la función fix) = 
=o <x < +o: 


2 a 
Ae > =)* a 


La aplicación de la transformación inversa de Fourier a la función 
obtenida da la función de partida 


E a, 
e A f Erao x20. 
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Recordando que eè” = cosxy + ¡senxy y notando que, en virtud de que la fun- 


ción subintegral de la integral f Fa p TT O eiremos 


Hallemos ahora la transformación de Fourier f de la prolongación impar de la 
función e %, a > 0, desde el semieje positivo x > 0, es decir, la transformación de 
Fourier de la función 

“x> 0, 
-e x<0 


m-f 


f ented = 


L Fac Makt 
+0, ray 
Al aplicas nuevamente la fórmula de inversión dela transformación de Fourler, ob- 
tendremos 


y 1 E $ 2 ysenxy 
enn -P eg? 

æl ( F) k E OA 
Así pues, hemos logrado no sólo hallar la transformación de Fourier de las fun- 


ciones en consideración, sino también obtener directamente de la fórmula de inver- 
sión (56.20") los valores de dos integrales 


¡A 


Trazo > 
j 
Estas últimas se llaman integrales de Laplace. 
56.7. PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES 
DE FOURIER DE LAS FUNCIONES ABSOLUTAMENTE INTEGRABLES 


En este punto y en los que siguen serán consideradas algunas propiedades de la 
transformación de Fourier de la función f, la cual se designará, como hasta ahora, 
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mediante fo F(/]. Se supondrá, además, que la función f toma, en el caso general, 
los valores complejos, mientras que su argumento es, como siempre, real. 

Lema 4. Si la función f es absolutamente integrable en todo el eje numérico, su 
transformación de Fourier f(y) está acotada en todo el eje, con la particularidad de 
que 


1 
vor <z f Yoydx. (5629) 


Corolario. Si una sucesión de las funciones absolutamente integrables 0, 
n= 1,2, ....... y una función absolutamente integrable f(x) son de tal género que 


im 19,60 -SOl de = 0, 


entonces la sucesión \Î, O) converge uniformemente en todo el eje numérico hacia 
la función fO). 
DEMOSTRACIÓN. La desigualdad 
1 


ae -eve 
n=. f Joe- %dy, (5624) 


23) se infiere de la fórmula (véase (56.21)) 


si se tiene presente que le7®I = 1, O 
El corolario se deduce inmediatamente de la desigualdad (56.23) y la linealidad 
de la transformación de Fourier, pues 


A L 
or -ION = IOTI Sa | Va -od o 
Lema 5. Si la función f es absolutamente integrable en todo el eje numérico, su 
transformación de Fourier f(y) es continua y 
im fo) =0. (56.25) 


DEMOSTRACIÓN, Sea f(x) = u(x} + iv(x), donde u(x) y v(x) son unas funciones 
reales absolutamente integrables. Por cuanto fO) = uè) + i), para demostrar 
la continuidad de la función f(y) es suficiente demostrar la continuidad de las fun- 
ciones uo) y VÈ). Aquí u(x) y v(x) son, como siempre, las funciones de valores re- 
ales de un argumento real, mientras que x@) y vÙ) son, en el caso general, fun- 
clones de valores complejos de un argumento real. 

De acuerdo con el lema 2 del p. 55.2, para cualquier función 49, que es real y 
absolutamente integrable en todo el eje, existe una sucesión de funciones escalona- 
das finitas e, (4), n = 1,2,.... , tales que 


lim f 1e, 0) — fol dx = 0. 
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En virtud del corolario 4, la sucesión [9,.(»)) converge uniformemente hacia la fun- 
ción ĴO). Para convencerse de que la función fQ) es continua , es sufuciente de- 
mostrar que las funciones 6, (9) son continuas (véase el teorema 8” en el p. 36.4). 
Mostrémoslo. Toda función escalonada finita es una combinación lineal de fun- 
ciones de un solo escalón (véase el p. 55.2), con més precisión, de funciones 
características de los semiintervalos de tipo [a, b). Por eso, debido a la linealidad de 
la transformación de Fourier, la continuidad de la función / será demostrada, si 
probamos que para la función característica de cualquier semiintervalo [a, b) su 
transformación de Fourier es continua. 

Sea w una función característica del semiintervalo (a, b), es decir, u(x) = 1, si 
a € x < b, y w(x) = 0, six < a 6 x > b. Entonces, en virtud de (56.21), para 
y 4 0, tenemos 


óo) = 


7 P 
1 

be = -vai-i = 

fe sul" a] 

apem 


y Va aa Vr 


En el caso de y = 0, en vista de la misma fórmula (56.21), 


Asi pues, 


Es evidente que el segundo miembro de esta igualdad es una función continua para 
cualquier y + 0. Probemos que es también continua cuando y = 0. 
Ju hA ia M 1 
lim = = lím- (i — iby + 00) — 
220 wa zey" y + 00) 
-0 = iay + 00) = li, [p-e a a 


irr = 0 


es decir: la función ó(y) es realmente continua en el punto y = 0. 

De este modo queda demostrada la continuidad en todo el eje numérico de la 
transformación de Fourier f de una función f absolutamente integrable en todo el 
eje numérico que toma valores reales. De aquí, según lo dicho anteriormente, pro- 
viene inmediatamente la continuidad de la transformación de Fourier f de la fun- 
ción f = u + iv absolutamente integrable en todo el eje numérico, es decir, de una 
función que, en el caso general, toma también valores complejos. 
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La igualdad (56,25) se infiere del teorema 2, p. $5.2. En efecto, supongamos 
nuevamente al principio que la función f es absolutamente integrable en todo el eje 
numérico y toma sólo valores reales, entonces 


lo - El d Fo0cosxyax — i | somwa. 
donde, en virtud del teorema citado, las partes real e imaginaria y, por consiguiente, 
la propia función f(y) tienden a cero cuando y — +o. 

Ahora, si J=u +i, entonces, según lo demostrado „lim 40) = 


= lim 90) = 0, por consiguiente, lim ĴO) = 0. á 


q. rn 


56.8. TRANSFORMACIÓN DE FOURIER DE LAS DERIVADAS 
Teorema 2. Supongamos que una función f, absolutamente integrable en todo el 
eje numérico, tiene n derivadas absolutamente integrables y continuas en todo el 
eje. Entonces, 


FU) = (MF), k=0,1,...,2 (56.26) 
y existe una constante M > © tal que 
LEWIS > (56.27) 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos primero que la función f admite sólo valores rea- 
les. Si f es absolutamente integrable en todo el eje junto con su derivada f” y esta de- 
rivada es continua, entonces 


SO =S + [£ 0d. 
y 


Dado que la integral [ LS (1)! de converge de conformidad con la hipótesis del 
teorema, entonces converge también la integral | f (()dr, par lo cual, en virtud de 


la definición de convergencia de una integral, existen los límites „lim _ f f dt y, 
por consiguiente, los limites lim f(x). Además, de la convergencia dela integral 
Goa se deduce que los límites citados son iguales a cero: lím_/0) = 0. Al 
aplicar la integración por partes a la fórmula de la transformación de Fourier, ob- 
tendremos: 
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F=- f SOY dx = 
var se 
T -Lwen a -idx = 
gr mees j Se ax = y FN. 


De este modo, la derivación de una función conduce a la multiplicación de su 
transformación de Fourier por el factor (y. 

Si ahora f = u + iv, donde u y y son funciones reales, y esta vez de nuevo fes 
absolutamente integrable junto con su derivada = u’ + iv” y esta última es con- 
tinua, entonces 
FU] = Flu + dv] = Flu] + 4Flv] = Flu] — y Flv] > 

= dyFlu + iv) = YFU). 
. Para n arbitrario ésta se ob- 


La fórmula (56.26) queda demostrada para n = 
tiene por inducción, 

La función FI] está acotada (véase el lema 4), por lo cual la cota superior 
M= sup, FUČ) es finita y, por consiguiente, la estimación (56.27) se 


desprende de la fórmula (56.26) para k = n. O 

Así pues, cuanto mayor es el número de las derivadas absolutamente integrables 
que tiene la función /, tanto más rápido tiende a cero en el infinito su transforma- 
ción de Fourier. 

Ha de no arse que el teorema 2, al igual que su demostración, quedan en vi, or 
también en el aso cuando la derivada de n-ésimo orden de la función en considera- 
ción no es continua, sino que tiene un número finito de discontinuidades de primera 
especie (véase el p. 5.1), conservándose sin cambios otras suposiciones. En efecto, 
en el caso dado la derivada citada es, en cualquier segmento finito, una función con- 
tinua a trozos (véase el p. 28.3) y por esta razón la integración por partes, a la que se 
recurre en la demostración, es lícita (véanse los pp. 30.2 y 33.2) 

Ejercicio 2, Demuéstrese que la transformación de Fourier FO) de la función 


1 1 
- —esiguata o (2 o 
10 pateo (5 cuando y 


56.9. CONVOLUCIÓN Y TRANSFORMACIÓN DE FOURIER 

Supongamos que las funciones y y y están definidas en todo el eje real. En dife- 

rentes problemas matemáticos se emplea a menudo la así llamada convolución de 

las funciones y y Y, la que se designa por y + Y o, si x es el argumento de la convolu- 
ción, mediante (9 + y) (x) y se determina con la igualdad 

ENW | eye- nar. (56.28) 

En este punto supondremos, para simplificar, que las funciones en considera- 

ción p(1), ý (£), x (1) admiten sólo los valores reales. La integral (56.28) existe a cien- 
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cia cierta, si ambas funciones están acotadas y son absolutamente integrables °). 
Además, la integral (56.28) y, más aún, la integral 

J leo va — lar 
son uniformemente convergentes en todo el eje real. Efectivamente, en virtud de 
que la función y está acotada se tiene Iý! < M, donde M es una constante, por lo 
cual para cualquiera x y f 


lovk — Dl < MIO! 


y la afirmación enunciada se deduce, en virtud de la integrabilidad absoluta de la 
función p, del criterio de Weierstrass para la convergencia uniforme de integrales 
(véase el p. 54.1). De los razonamientos aducidos se desprende, además, que si las 
funciones y y y están acotadas y son absolutamente integrables y continuas, su con- 
volución f es también continua, acotada y absolutamente integrable. En efecto, la 
continuidad de la función f proviene de la convergencia uniforme de la integral 
(56.28) y el carácter acotado, de la estimación 


lp | leva — nia <M | lewlar. 


Demostremos la integrabilidad absoluta de la convolución. Sea f = e + Y; tenemos 
{| yoldas $ ax| | euwe -= nar) < 


iyiyi — Nide = | le(Oldr | 1 - Nldx = 


- f leidr Í IWWisids. (56.29) 


El cambio del orden de integración en este caso es posible en virtud de que (véase el 


teorema 7 del p. 54.3) la integral | le()y( — N! dt converge uniformemente en 


todo el eje, la integral | letOy(x— Dlax = letl | Iyi — Nl de converge 


uniformemente en cualquier segmento finito (¿por qué?), y la integral reiterada 
f ax | ethyl — Nidr existe, según se pone de manifiesto de ll 


dad de la fórmula (56.29). 


igual- 


S La existencia de la integral (56.28) puede garantizarse también para las condiciones 
mås generales, sin embargo no nos detendremos en esto. 
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De este modo, asumidas las suposiciones especificadas, podemos aplicar a la 
función f = y » y la operación de convolución con una función continua acotada y 
absolutamente integrable (como resultado, se obtendrá nuevamente una función de 
la misma clase) o la transformación de Fourier. 

La operación de convolución de las funciones es conmutativa y asociativa en la. 
clase de funciones en consideración. En efecto, al realizar en la integral (56.28) el 
cambio de la variable x — £ = s, obtendremos 


peye [ova nd= jok- Dvd = yey 
Luego, realizando en la integral que viene abajo el cambio de la variable 


t=y- E, cambiando el orden de integración y haciendo la sustitución 
x — y + Ẹ = n, obtendremos 


Pepers [pnan [smaga 


el fx0- Da Tov- DV y + Ede = 


- Tro- oat [veo toxi = ae = 


- Tev- pat [voxt -man ere even: 


La posibilidad de cambiar el orden de integración en este caso también se desprende 
o teorema Td el p. 54.3, En efecto, investiguemos la convergencia uniforme de las 
tegralés .. 


x0 0 | pO- E- y + de, (56.30) 


PUE | y- y + DxO -= dde, (5630) 


Puesto que las funciones y y x son acotadas, se tiene lý] < M, Ixl < M, don- 
de M es una constante, por lo cual 
1x0 — DEV — Dva- x + DI < Ml — Bl, 
Te — DP y + 0x0 — DI < MIO — lo 
De estas igualdades y del hecho de que las funciones p y x son absolutamente in- 
tegrables se deduce, de acuerdo con el criterio de Weierstrass, que las integrales 
(56.30) y (56.31) convergen uniformemente respecto de las variables x y , respecti- 
vamente (la variable y está fija) en cualquier segmento finito (¿por qué?). Por fin, 
existe una integral reiterada 


Í de | Ix0— 040 — YO — y + Dla = (el + 19) + txl. 
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De este modo, todas las condiciones del teorema mencionado 7 del p. 54.3 están 
cumplidas. 

Cabe notar que al considerar las convoluciones de las funciones, se pueden debi- 
litar considerablemente las restricciones que se imponen sobre las funciones de con- 
volución. No obstante, la demostración de las propiedades de convoluciones en este 
caso exigiria, ante todo, unos teoremas más delicados sobre el cambio del orden de 
integración. No lo hicimos aquí con el fin de simplificar la exposición. 

Procedamos ahora al estudio de la transformación de Fourier de la convolución 
de dos funciones. Transformemos, para la comodidad, la definición de la convolu- 
ción p + y, añadiendo el factor adicional 1/V2x: 


1 
Ya $ PYR - Dat. 
Teorema 3. Sean y y y las funciones acotadas, continuas y absolutamente in- 
tegrables en todo el eje numérico, En este caso tenemos 


Fle + y] = Fle1FIY). 

DEMOSTRACIÓN. Las funciones y y y son acotadas, continuas y absolutamente 
integrables y por ello la función + y posee las mismas propiedades, en particular, cs 
absolutamente integrable y para ella puede considerarse la transformación de 
Fourier 


PEA -2 f ena | PY na. 


Cambiando aquí el orden de integración (lo que es posible eh virtud del teorema 7 
del p. 54.3) y realizando el cambio de la variable x = £ + s, obtendremos 


Fene Î «va | ve- nwan 


e 
=-= Med — f -ads = y 
) et m | o FlelF IV, 
es decir, la transformación de Fourier de una convolución de dos funciones es igual 
al producto de las transformaciones de Fourier de dichas funciones. O 
El teorema 3 puede ser demostrado también para restricciones más débiles impues- 
tas sobre las funciones en consideración, pero no nos detendremos en esto. 


56.10. DERIVADA DE LA TRANSFORMACIÓN DE FOURIER 
DE UNA FUNCIÓN 


Teorema 4. Si la función f(x) es continua y las funciones Cd, Xf), y 
x".10%) son absolutamente integrables en todo el eje numérico , entonces la transfor- 
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mación de Fourier de la función f será una función n veces derivable en todo el eje 
numérico y 
PFO = FKN, k=0,1,-. pn. 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos primero que la función f toma sólo valores reales. 
Derivando formalmente la integral 


if 
EA 7 
FIA = I Soe- dx 


respecto del parámetro y y observando que lxf(x)e-®” = Ixf(x)l, obtendremos 
la integral absoluta e uniformemente convergente 


=i | etde, =œ < y< +o. 


Por consiguiente (véase el p. 54.3, teorema 8) en este caso la transformación de 
Fourier F[/] de la función f es una función derivable e 
EY = Fl. 
Si, ahora, f = u + iv, donde u y v son unas funciones reales obtenemos 
FM = Flu + iv} = (Flul + ¿Flvii" = F lul + iF iv = 
= —iFlxa) + Flo] = —dPlxu + by) = IF. 


A continuación, por inducción obtenemos que la transformación de Fourier 
F/] dela función Luis derivadas hasta el orden n inclusive e ¡FW = FLA, 
kat doo 050: 

Corolario. Si las suposiciones del teorema están cumplidas, todas las derivadas 
FIA, k = 0, 1, ... , a, son continuas y tienden a cero cuando su argumento 
tiende al infinito. 

En vista del lema 5, el corolario se deduce inmediatamente, ya que las derivadas 
Es: TESES oa a la Ec acina 
u x 

Se puede mostrar que si los productos del tipo e*'*!*f(x) son absolutamente in- 
tegrables, asumidas ciertas restricciones impuestas sobre z > Oya > 0, esto conduce 
a que la transformación de Fourier se hace aún más suave, a saber, la transformación 
mencionada pertenece ya a unas u otras clases de funciones analíticas. 

La fórmula que determina la transformación inversa de Fourier se diferencia de 
la que dí la transformación directa de Fourier (véanse (56.21) y (56.22)) sólo en que 
«el número e bajo el signo integral tiene / sustituido por —í en el exponente de la po- 
tencia, razón por la cual para la transformación inversa de Fourier son válidas las 
propiedades análogas a las demostradas para la transformación directa de Fourier. 


Ejercicios. 3. Demuéstrese que la transformación de Fourier de la función /() = 
es dos veces derivable en todo el eje numérico. 
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4. Demuéstrese que la transformación de Fourier de la función f(x) = xe"'"! es infinita- 
mente derivable en todo el eje numérico. 
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57.1. ESPACIOS MÉTRICOS 


Definición 1. El conjunto X = |x, y, z, . . . ) se llama espacio métrico X, sien 
un canjunto de pares ordenados (x, y) de elementos de este conjunto viene definida 
una función no negativa p(x, y), llamada distancia (o métrica), tal que: 

1) o(x, y) = O cuando, y sólo cuando, x = y; 

D ol, y) = p0 xe X, ye X; 

DAY S Pæ D + ala) xo Xy EX EX. 

Las condiciones 1, 2 y 3 se denominan axiomas de distancia. 

Los elementos del espacio métrico llevan el nombre de puntos, 

Ejemplos. 1. Una totalidad de todos los números reales R forma un espacio 
métrico, siempre que la distancia entre los múmeros reales se define como valor ab- 
soluto de la diferencia entre ellos: 


pixy) = ix- yl, xeR, yeR. 


métrico, si la distancia entre los elementos del conjunto se define según la fórmula 
oz) = Iz- 21, zec, z aC. 

3. Un espacio euclideo R” de dimensión n (véase el p. 18.1) es un espacio métri- 
co, si la distancia entre sus puntos x = (Xy... - »Ap)EY = Oye- -+ » Yy) SE detere 
mina por la fórmula (véase (18.1)) 


ES E. -7È 


4. Sea X cierto conjunto. Consideraremos un conjunto de funciones numéricas 
que son acotadas en X y que toman valores reales (o complejos). Para dos funciones 
de esta indole y y Y pongamos 


plo, Y) = sup lelh) -= WO! (51.1) 
Sé comprueba con facilidad que la función p(p, y) es una métrica. La validez de las 
propiedades 1 y 2 de la distancia se ve claramente. Comprobemos la validez de la 


propiedad 3. Supongamos que y, Y y x son unas funciones acotadas definidas en el 
conjunto X. Para todo elemento £ e X tenemos 


Tet) — xO = lot) — YO] + 190 — xO < 
< let) — HO! + 190 — xl, 
por lo cual 
1000 = x00l < suple) = YO! + supit) — x(0!, 
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de donde 
sup let) xol < suple) — YO! + sup IW) = 01, 


es decir, 
ple, x) < ple, Y) + pih, x). 


5. Sea G un conjunto abierto medible según Jordan del espacio euclideo 
n-dimensional R”. Un conjunto X de las funciones continuas en la clausura G del 
conjunto G forma un espacio métrico, si la distancia entre las funciones p e X y 
V€ X se determina mediante la fórmula 


plp, Y) = [IV — vena. 


En efecto, si olp, Y) = 0, es decir, si [ly (x) — e()1 dG = 0, entonces, en vir- 
tud del corolario de la propiedad 9° de las integrales múltiples (véase el p. 44,6), 
W(x) = y(x) para todo x e G y, por ende, para todo x € Ẹ. La propiedad 2° de la 
distancia es, en este caso, evidente, y la propiedad 3° se comprueba con facilidad: 
+, Y y x son continuas en Ó, se tiene 
ple, Y) = fie — xolda = Jilo — Yo — 1949 — xolda < 

< Jleb) — VIdG + IYW) — X0NAG = plo, V) + (Y 


En el caso en quen = 1yÚ = [a, b], la métrica introducida para las funciones 
continuas en el segmento ja, b] tiene por expresión 
» 


RS (57.2) 

Un espacio semejante también se introduce del modo natural para las funciones 

que están definidas en un intervalo infinito. Por ejemplo, cuando a = ~o, 

b = +00, la distancia para dos funciones continuas y absolutamente integrables en 
todo el eje numérico, y y Y, se determina según la fórmula 


pley) = | lp — yalax. (57.3) 


Todo subconjunto de un espacio métrico X es, a su vez, un espacio métrico res- 
pecto de la misma métrica y se llama subespacio del espacio X. 

Definición 2. Dos espacios métricos X y X” se llaman isométricos, si entre dos 
puntos suyos existe una correspondencia biunlvoca f que mantiene inalterable la dis- 
tancia, es decir, una correspondencia tal que sí 


xX =f Y =f0) xeX, yeX, EX, y ex, 


entonces p(x, y) = pix’, y”) (tales correspondencias se denominan isométricas). 
Definición 3. Sea X un espacio métrico; la sucesión de sus puntos [x ) se denomi- 
na convergente al punto xe X, si lim p(x, x,) = 0, es decir, si para fodo número 


£ > O existe un número n, tal que para cualesquiera números n > n, se verifica la 
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desigualdad p(x, x,) < £. En este caso seescribex = lim xp o bien x, — x cuando 


n — œ, y se dice que el punto x es el límite de la sucesión dada. 

Por ejemplo, la convergencia en los espacios métricos considerados en los 
casos 1 y 2 significa una convergencia ordinaria de las sucesiones numéricas (reales 
o complejas, respectivamente). En el ejemplo. 3 la convergencia de la sucesión está 
representada por la convergencia de una sucesión de puntos en el espacio 
n-dimensional con la que ya nos hemos encontrado anteriormente (véase el 
p- 18.1). Es un espacio métrico de las funciones definidas y acotadas en cierto con- 
junto, donde la distancia entre las funciones se determina según la fórmula (57.1), la 
sucesión de funciones (p,) converge hacia la función y, si 

in sup lei- e(O = 0, 

es decir, si la sucesión de funciones fe,] converge uniformemente en el conjunto X 
hacia la función y (véase el t. 1; p. 36.2). 

Por fin, el ejemplo $ proporciona el tipo de convergencia de las funciones en cl 
sentido de cierta métrica integral. Cuando n = 1, la convergencia es similar a la que 
sc ha encontrado en el p. 55.2 (lema 2) y en el p. 56.7 (corolario del lema 4). 


Ejercicio 1. El conjunto E de un espacio métrico X se llama acotado, si 


a o p<, 


la magnitud d (E) se denomina diámetro del conjunto E. Demuéstrese que toda sucesión conver- 
gente de un espacio métrico es acotada. 

Definición 4. La sucesión (x,) de puntos de un espacio métrico X se llama funda- 
mental, si para cualquier número e > 0 existe tal número n,-que se cumple la des- 
igualdad 

Plm Xm) < E, 


cualesquiera que sean los números n > n¿y m > n, 
Lema 1. Si la sucesión (x,) converge, €s fundamental. 
DEMOSTRACIÓN. Sea lim x, = x. En este caso para cualquier número £ > 0 


existe tal número n, que para todos los números n > n, se verifica la desigualdad 
E 
TIE 
pax) <i 
Por consiguiente, si n > n, y m > n, entonces 
Pl Xn) $ Pm 2) + P Xd <E 


"Definición 5.Un espacio métrico se llama completo, si toda sucesión fundamen- 
tal de sus puntos converge hacia un punto que pertenece al mismo espacio. 

Es evidente que un espacio métrico que es isométrico respecto del espacio 
completo es también un espacio métrico completo. 

Ejemplos. 6. Los espacios métricos de los números reales y complejos represen- 
tan los ejemplos de espacios métricos completos. El espacio euclideo n-dimen- 


e 
<0 


2 
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sional R” (véase el p. 18.1) es también completo. Los números racionales ofrecen un 
ejemplo de espacio métrico incompleto. 

7. Consideraremos un espacio métrico de las funciones definidas y acotadas en el 
conjunto X, donde la distancia entre las funciones se determina mediante la fórmula. 
(57.1). En este espacio la sucesión de funciones „7 = 1,2, , . . „es fundamental, 
siempre que para cualquier número e > O existe un número n, tal que se verifica la 
desigualdad 


Pl Pn) suple) = eta) < E 


cualesquiera que sean los números > n y m > m,, es decir, si la sucesión |p} sa- 
tisface el criterio de Cauchy sobre la convergencia uniforme de la sucesión en el con- 
junto X (véase el p. 36.2). En vista de este criterio, la sucesión fø} converge unifor- 
'memente en el conjunto X hacia cierta función y, es decir, 
im sup le) — 0,00 = 0. 61.9 

Mostremos que esta función y es también acotada y, por lo tanto, pertenece al 
espacio en consideración. En efecto, en virtud de (57.4), para todo número e > 0, 
en particular para £ = 1, existe un número n, tal que se verifica la desigualdad 

lew = ento! < l; 
cualesquiera que sean 1 > n, y x€ Æ, razón por la cual 
eI < 1069 = e 601 + le Ol < L + suple, Col. 


Puesto que la función y,,, está acotada, lo es también la función ø. Hemos de- 
mostrado de este modo que el espacio de funciones que se considera es completo. 
Se puede probar que el espacio métrico de funciones consideradas en el 
ejemplo $ no es completo. 
Para cualquier espacio métrico X se introduce de modo natural el concepto de 
t-entorno U(x, e) del punto xe X, e > 0: 
Ud.) =b:yeR p0) < e) 


y luego textualmente, al igual que para el espacio n-dimensional R” (véase el t. 1, 
p:'18:2), se introducen los conceptos de punto adherente de un conjunto, de puntos 
límites y aislado, de puntos interior y de frontera, el concepto de clausura A del con- 
Junto, A, el de conjuntos cerrado y abierto. 

Para los espacios métricos arbitrarios son válidos también los lemas 3, 4, 5 y 6, 
demostrados en el p. 18.2, para los conjuntos abiertos y cerrados de los espacios 
euclídeos n-dimensionales, con la particularidad de que las demostraciones aducidas 
en el p. 18.2, quedan en vigor también en el caso general. 

Definición 6. El conjunto A de un espacio métrico X se llama denso en el espacio 
X, si la clausura À del conjunto A coincide con el espacio X: A = X. 

Por ejemplo, un conjunto de los números racionales es denso en el conjunto de 
números reales. 

Es evidente que la propiedad de un conjunto de ser denso en el espacio se conser- 
va cuando se realizan las aplicaciones isométricas de este espacio. 
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Definición 7. El espacio métrico completo X *se llama completación del espacio 
métrico X, si en el espacio X* existe un subconjunto X”, denso en X* e isométrico 
respecto del espacio X. 

Por ejemplo, el conjunto de números reales es una completación del conjunto de 
números racionales. 

A veces resulta cómodo “identificar” los elementos de los espacios X y X” que 
corresponden uno'al otro en la correspondencia isométrica de los espacios X y X”, y 
considerar, de este modo, el conjunto X como un subconjunto de su completación 
X*. Explicaremos más detalladamente la operación de identificación de Jos elemen- 
tos de dos espacios isométricos X e Y. Sean X e Y” unos espacios métricos, 
YC Y", y f: X- Y, la aplicación isométrica. Examinemos el conjunto 
X* = X U (Y*N Y), que se obtiene del.espacio X por adición a este último del 
conjunto Y* y, Y. De este modo: X* \ X = Y* \ Y. Definamos para los puntos 
xe X*e y e X* el concepto de distancia p y», y). Introduzcamos, con el fin de co- 
modidad, la aplicación F: X* — Y*, que se da por la fórmula 

e (10), si xeX, 
ed f x i EN 
Está claro que F es una aplicación biunivoca (biyección) del conjunto X* 
sobre Y*. 
Ahora, para cualesquiera x€ X* c y € Y* pongamos 
Aye (x.y) = PFO, FO). 

Es fácil comprobar que la función p y.(x, y), definida del modo indicado, satisfa- 
ce tres axiomas de distancia y, por lo tanto, X* es un espacio métrico, mientras que 
la aplicación F aplica isométricamente el espacio X* sobre Y, con la particularidad 
de que, realizándose dicha aplicación, el conjunto X se convierte en Y. Por eso, si 
el conjunto Y fue denso en el espacio Y*, entonces el conjunto X será denso en el 
espacio X". 

Cuando decimos “identifiquemos en el espacio Y* el conjunto X con el espa- 
cio Y, que es isométrico respecto de X”, sobreemtendemos el estudio del 
espacio X* en lugar de Y*. 

Mostremos que para cualquier espacio métrico incompleto existe su completa- 
ción, es decir, probemos que todo espacio métrico incompleto es un subconjunto 
denso en cierto espacio métrico completo. 

Teorema 1. Para todo espacio métrico existe su completación. 

DEMOSTRACIÓN. 

1. ESTRUCTURA DE LA COMPLETACIÓN X* DEL ESPACIO MÉTRICO DADO X. 

Dos sucesiones (x,) e [»,] de elementos del espacio X se llamarán equivalentes, si 


A py) = 0. 619 


La equivalencia entre dos sucesiones [x,} e [y,] se designa mediante el simbolo 
ts) ~ DJ; la equivalencia pose las siguientes propiedades: 
>. Cualquier sucesión fx,] es equivalente a sí misma: [x] ~ Lp). 
2%. Si lx,] — Wa}, entonces iy.) ~ Lx). 
39. Sita ~ De e dra) ~ Halo entonces te,} ~ 


276120 
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Para nosotros serán de interés sólo las sucesiones fundamentales del espacio X. 
El conjunto de éstas se descompone en las clases disjuntas de las sucesiones equiva- 
lentes entre sí. Designemos estas clases por x°, »*, 2”, . . .., y su totalidad mediante 
X*. Si una sucesión fundamental (x,) está contenida en la clase x*, esto se escribirá, 
como siempre, de la manera siguiente: [x,) e x°. 

IL. DETERMINACIÓN DE LA DISTANCIA P*(x*, y?) EN X*. 

Sean [x,) e (y,) dos sucesiones fundamentales del espacio métrico X, La sucesión 
numérica Pty» Y») será también fundamental, es decir, satisfará la condición de 
Cauchy (véase el p. 4,7). En efecto, para cualesquiera números n y m 


PU ID S Pto Xd + Po In) + Om Id 
y, por lo tanto, en virtud de la simetria de los indices n y m, 
InI — Ps Il E Pl Xp) + PO mIn). (51.6) 


De lo que las sucesiones (x,) e (y,] son fundamentales se deduce que para cual- 
quier número e > 0 existe un número n, tal que se cumplen las desigualdades 


PL OnI <E (51.7 


cualesquiera que sean los números n > n, y m > n,. De (57.6) y (57.7), para 
n> 5, ym > n, obtenemos 


Vs Y) — PL Ym) < ES 


Por consiguiente, la sucesión numérica fo(x,, y) es fundamental, es decir, satis- 
face lá condición de Cauchy y, por ende, es convergente. 

Sea [x,) e x°, 1) e y?. Pongamos, por definición, p*(x*, y9) E lim prp 9,)+ 
En viriud delo demostrado, el límite mencionado existe, Mostremos que la función 
p* Gx, y*), definida de esta forma, no depende de la elección de las sucesiones fun- 
damentales [x,) e x° e Ly) e y? y satisface los axiomas de distancia. 

Sea (x,) € X°, [xal e x", (y) © °, 04) € y*. En esto caso 


POL Ya) S Ps X) + A Y) + On Y) 


lolap Y) — On ID S En X) + Om Ya) 


Por ser equivalentes las sucesiones (x,), [x;), y, respectivamente, {,), [y;}, ob- 
tendremos (véase (57.5): 


Mm Gto x4) = lim PO Y3) 


y. por consiguiente, 
ES 


XII. COMPROBACIÓN DE LOS AXIOMAS DE DISTANCIA PARA p*(X*, y*). 
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Sea (x,) ex*, Íy, € 3°, (2) € 77. Si es que p*(x*, y?) = O, entonces lim p(x,, 


Ya) = 0, es decir, las sucesiones (x,) e (y,] son equivalentes lo que implica la coinci- 
dencia de los elementos x* e y*: x* = y”. De la igualdad p(%,+ Y,) = P (p, Xp), Pa- 
sando al límite paran — œ, obtendremós p*(x*, y*) = p*(y*, x*), y de la desigual- 
dad oxp Ya) S Pp» 2) + Plen Y) obtenemos 

EI ER AS 
Así pues, X* es un espacio métrico, 

IV. CONSTRUCCIÓN DE UN SUBESPACIO DEL ESPACIO X”, ISOMÉTRICO RESPECTO 
DEL ESPACIO X. 

Sea xe X. La sucesión x, = x, n = 1, 2, ... , es obviamente fundamental, 
Pongamos en correspondencia a todo x e X un punto x* e X*tal que fx) e x*: Si, 
asumida la correspondencia citada, al punto x le corresponde el punto x*, y al punto 
», el punto y*, entonces, evidentemente, para x + y tendremos x* + y*, con la 
particularidad de que p*(x*, y*) = lim p(x, y) = p(x, y), es decir, dicha corres- 


pondencia realiza una correspondencia isométrica biunivoca entre el espacio X y un 
cierto subconjunto X” del espacio X*. 

El punto x* del espacio X*, correspondiente al punto x € X en la corresponden- 
cia analizada lo denotaremos también, para simplificar, mediante x, y el espacio X”, 
mediante X, Se puede considerar que los puntos correspondientes de los espacios X 
y X’ quedan simplemente identificados (véase la observación que sigue la 
definición 7), En estas designaciones se tiene una inclusión isométrica 


xew. 


V. DEMOSTRACIÓN DE LA DENSIDAD DE X EN x". 

Probemos que todo punto x* del espacio X* es un punto de adherencia del con- 
junto X. Con este fin basta mostrar que para cualquier punto x* € X* existe una su- 
cesión x, € X, n = 1,2, .... , que converge hacia x*. 

Sean x* € X° y [x,) € x*, x, € X. Un punto del espacio X*, que contiene una. 
cesión fundamental cuyos términos son todos iguales a un mismo punto x,,, lo desig- 
naremos, de acuerdo con el convenio asumido anteriormente, también mediante x„. 
Demostremos que la sucesión [x,), x, € X*, converge al punto.x* e X*. Fijemos el nú 
meros > 0. De lo que la sucesión fY,) es fundamental se deduce que existe un número 
n, tal que se cumple la desigualdad 


OS (57.8) 


cualesquiera que sean los números n > n¿y m > n,. Observando que según la defi- 
nición de distancia en X* 


otte, x) = lim po X) 
de la desigualdad (57.8) obtenemos, para n > np, 


e Ece, 
a 
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Am p*0%,x,) = 0, 
q Dati que: 3? es mm, punto de alina del. comento E Asi pues, 
= xo. 
VI, DEMOSTRACIÓN DE LA COMPLETITUD DEL ESPACIO A*. 
Sea [xt] una sucesión fundamental de puntos del espacio X*, x, € X y p*(X3, 


x) <tn = 1,2... «Tales puntos x, existen en vista de que X es denso en X*. 
La sucesión (x,) es fundamental. Efectivamente, notando que 
Dam Xp) SD AR) + PAGA + Ax) < Promo el, 
clijamos el número n, de modo tal que sea 
A 
rami. le 


para cualesquiera n > n, y m > n, Entonces 
CON 
tr) it 7. 
PU) =P) AGA (57.9) 
para cualesquiera n > n, y m > n, es decir, la sucesión (x,] es fundamental. 


Denotemos mediante x° la clase de sucesiones equivalentes a la que pertenece la 
sucesión (x,). Es obvio que 


PD ta) A az) 000,1) +]. 


Pero, de (57.9) obtenemos, cuando m — œ y n > n, 
PU) lim pl X) € e. 


im pee", x,) =0,. 


De este modo, hemos demostrado que la sucesión fundamental dada (x3) con- 
verge en X*. La completitud de X* queda demostrada. D 

Ejercicio 2, Demuéstrese que la completación de un espacio métrico es única salvo unos 
espacios Isométrcos. 


Definición 8. Una función numérica f (de valores reales o complejos), definida 
en el conjunto A del espacio métrico X, se llama continua en el punto x, € A (0, más 


57.1. Espacios métricos 42 


detalladamente, continua respecto del conjunto A en el punto xy € A), si para todo 
número £ > 0 existe un número 5 = 5(2) tal que se cumple la desigualdad 


10) -fai <e 


cualesquiera que sean los puntos x € U(%y, 8) N A. 

Definición 9, Una función f, definida en el conjunto A del espacio métrico X, se 
denomina continua en el conjunto B C A, si es continua respecto del conjunto A en 
todo punto xy B. 


Ejercicio 3. Enúnciese, con ayuda del concepto de sucesión, la definición de la conti- 


nuidad en el punto x, de la función /, definida en el conjunto A 9 xy, y demiuėsirese que esta 
definición es equivalente a la definición 8. 


Al igual que en cl p. 36.4 (véase elt. 1), se demuestra textualmente que el límite 
de una sucesión de funciones continuas convergente uniformemente en el espacio 
métrico es una función continua. 

Ejemplo. Consideremos un espacio métrico de funciones /, acotadas y continuas 
en cierto espacio métrico X, la distancia entre las cuales se determina según la fór- 
mula (37.1)..Por cuanto el carácter fundamental de la sucesión /,] en el sentido de 
la métrica (57.1) significa que esta sucesión satisface la condición de Cauchy de 
convergencia uniforme en el conjunto X, entonces toda sucesión fundamental de 
las funciones continuas (/,] converge uniformemente hacía cierta función f. Esta 
función / es, según lo dicho anteriormente, continua y, de acuerdo con lo de- 
mostrado más arriba en este punto, acotada en X, es decir, pertenece al espacio de 
funciones que se considera. 

De este modo, un espacio de funciones acotadas y continuas en el espacio métri- 
co X es espacio métrico completo. Es, evidentemente, un subespacio de todas las 
funciones acotadas en X cuya distancia se ha determinado según la fórmula (37.1). 

En particular, ya que toda función continua en cierto compacto A, dispuesto en 
el espacio euclideo n-dimensional R”, está acotada (véase el p. 19.4), entonces el es- 
pacio de funciones continuas en el compacto A con la distancia definida según la 
fórmula (57.1) es completo. 

Definición 10. Sea X un espacio métrico. La función f, definida en un conjunto 
de pares ordenados (x, y), donde x € A, y € B, A C X, B C X, se llama continua en 
el punto (Xy Yo), Xy € A, yy € B, si para cualquier número £ > 0 existe un número 
5 = öle) > 0 fal que se verifica la desigualdad \f(x, y) — SXy Y)! < £ cuales- 
quiera que sean los pares (x, y) de tal género que x € Ulxy 6) N A, y € Uy 
NB. 

Una función, continua en todo punto (x, y) de cierto conjunto de pares, se deno- 
mina continua en este conjunto. 

Ejercicios. 4. Compruébense los axiomas de distancia para la función p(w, Y) definida 
mediante la fórmula (57.3) para el espacio de funciones absolutamente integrables y continuas 
eu todo el eje numérico. 

5. Dése un ejemplo de sucesión de las funciones continuas que converge en cierto segmen-: 
to en el sentido de la distancia (57.2), pero no converge en el mismo segmento en èl sentido de 
convergencia en un punto (es decir, en el sentido de la definición 3, el p. 36.1). 
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6. Dése un ejemplo de sucesión que converge en cierto segmento en el sentido de conver- 
encia en Un punto, pero que no converge en el mismo segmento en el sentido de la distancia 
51.2. 

7. Demuéstrese que un espacio de las funciones continuas en el segmento la, b], la distan- 
cia entre las cuales se determina por la fórmula (57.2), no es completo. 
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Definición 11, Un conjunto X = [x,,z,. . . | se llama espacio lineal real (o es- 
pacio vectorial sobre un campo de números reales), si: 

'a todo par ordenado (x, y) de elementos x € X e y € X se le ha puesto en corres- 
pondencia un elemento del espacio X, llamado suma de x è y y denotado por 
x+y 

a todo elemento x e X y a todo número real à se les ha puesto en corresponden- 
cia el único elemento del espacio X, llamado producto de » por x y denotado me- 
diante Nx 

En este caso se cumplen los siguientes grupos de axiomas: 

1. a)x + y = y + x para cualesquiera x€ X e y € Xi 

Dix + (y +2) = (x + y) + z para cualesquiera x€ X, y € X y z € X; 

e) en X existe un elemento, llamado nulo y denotado por O, tal que x + 0 = x 
para cualquier x € X; 

d) para todo x € X existe un elemento del conjunto X, llamado opuesto al 
elemento x, que se designa mediante —x y es tal que x + (=x) = 

2. a) Lx = x para cualquier x e 
b) Mu) = Ou) x para todo x € X y cualesquiera números reales A y p. 
a) + ue = Ne + yx para todo x € X y cualesquiera múmeros reales Ay pi 
PAGE + y) = dr + dy pora cualesquiera xa X, y € Y y cualquier número 
real 

Para todo par de elementos x € X e y € Y el elemento x + (—y) se llama dife- 
rencia de los elementos x e y, y se denota mediante x — y. 

Si en la definición aducida de espacio linea! real se sustituyen todos los números 
reales por los complejos: A, a € C; se obtendrá, entonces, la definición del espacio 
lineal complejo. 

jemplos:'1. El conjunto de todos los números reales (complejos) forma.un es- 
pacio Tineal tea! (complejo). 

2. Sea X cierto conjunto. La totalidad F(X) de todas las funciones f: X — R 
Y: X-— C, respectivamente), para la definición natural de su sumación y.multiplica- 
ción por los números reales (complejos): 


MANEL +A MITA, 
LE FOO, f¿€ FOO, SEF, MER obin MC, 

será un espacio lineal real (complejo). 

3. El conjunto de todos los polinomios de una variable con coeficientes reales 
(complejos) es un espacio real (complejo) linea. 

4. El conjunto de todos los polinomios de grados, no superiores a n natural, de 
una variable con los coeficientes reales (complejos) es un espacio lineal real (comple- 
jo). 
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5. Un espacio de toda clase de sucesiones numéricas (x,), x, € R (o bien x, € O), 
n€N, para la definición natural de la operación de su sumación y multiplicación 
por un número (véase el p. 4.9) es también espacio lineal. 

Definición 12. Un conjunto X”, contenido en el espacio lineal X (real o comple- 
jo), se llama subespacio de este espacio, si todas las combinaciones lineales de ele- 
mentos del conjunto X” se contienen en él. 

En otras palabras, el conjunto X” C- X es un subespacio del espacio. X, si para 
cualesquiera dos elementos xe X”, y € X” y cualesquiera números » € R, p € R 
Q €C, y € C, respectivamente) tiene lugar la inclusión 

Nt yer. 


Es evidente que el subespacio X” del espacio lineal X es, a suvez, un espacio li- 
neal. 
SiX es un espacio lineal y x e X, entonces la totalidad de todos los elementos del 
espacio X del tipo Ax, donde A son números cualesquiera, sirve de ejemplo de sub- 
espacio del espacio X. 

El conjunto de las funciones de valores reales y continuas en cierto conjunto 
X C R" es un subespacio del espacio de todas las funciones de valores reales, defini- 
das en X. 

Los elementos de los espacios lineales se llaman, comúnmente, puntos o vecto- 


res. 
Definición 13. Un sistema finito de vectores x,, . . ..,x, del espacio lineal X 
(real o complejo) se llama linealmente dependiente, si existen tales números 
Piss no todos iguales a cero, que 


En el caso contrario, es decir, cuando de la igualdad citada se deduce que todos 
los números Ayu Ny... . y Son nulos, el sistema de vectores X;,.... „x, Se deno- 
mina linealmente independiente. 

Definición 14. Un sistema de vectores x,, a € U (Y es un conjunto de índices), 
del espacio lineal X se llama linealmente independiente, si cualquiera de sus sub- 
sistemas finitos Xy, X 3» - >= y X, €s linealmente independiente. 

Ejercicios, 8. Demuéstrese que si el sistema x,, a €", es linealmente independiente, en- 
tonces x, = O para cualesquiera a e #1- 

3. Demuéstrese que para que un sistema finito de vectores sea linealmente dependiente, es 
necesario y suficiente que por lo menos uno de los vectores sea una combinación lineal de los 
demis. 

Definición 15. Sea dedo un conjunto x,, a €  ) de vectores del espacio lineal 
X. La totalidad de toda clase de combinaciones lineales finitas de los elementos de 
este confunto, es decir, la totalidad de todo clase de vectores del tipo 


Mty + + Aap 


donde x,,, € {x„, a € U] y à son los números, j = 1,2, 
cápsula Üneal del conjunto (x,, a € Y). 


+ k, lleva el nombre de 
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Definición 16. Si en el espacio X (real o complejo) se tiene un sistema de n vecto- 
res linealmente independientes cuya cápsula lineal está representada por el espacio 
X, entonces dicho espacio se denomina n-dimensional y se denota por R", mientras 
que todo sistema ordenado de n vectores linealmente independientes cuya cápsula li- 
neal está representada por el espacio R”, se llama base del espacio. 


En otras palabras, los vectores e, €z, . - - » €, son la base del espacio R”, si: 
1) los vectores ej, €z - » » » €, son linealmente independientes; 
2) para todo xeR" existen tales números Ay Ap... A, que 


xm he, + et + Ne 

Los elementos del espacio R° se denominan vectores n-dimensionales (reales o 
complejos, respectivamente). 

Cualquier espacio n-dimensional se llama espacio de dimensión finita. 

Ejercicios. 10. Demuéstrese que en un espacio n-dimensional cualquier sistema de 
vectores linealmente independientes, cuya cápsula lineal está representada por todo el espacio, 
se compone de n vectores. 

11. Demuéstrese que todo sistema de n vectores linealmente independientes en un espacio 
n-dimensional es la base de éste. 


Un ejemplo de espacio real n-dimensional lo constituye el espacio vectorial arit- 

mético n-dimensional (véase el p. 18.4). 
Por analogía con este último espacio puede construirse un espacio aritmético. 
complejo n-dimensional C*. Se denominan puntos de este espacio los sistemas 
-sh 


ordenados de n números complejos: x = (x, 


xp)3,8C,) = 1,2, 
En este caso, si x € C, À € C, se tiene 


af Orp AD 


yparax = po 
IS 


La base en este espacio la constituyen los vectores e, = (9, . 
así amado simbolo de Kronecker » 


O E 
y e s itj 


Es evidente quex = (xp... X) = D Xlr 
de 

Como otro ejemplo de espacio lineal de dimensión finita interviene el espacio 
Øn de los polinomios de grados no superiores a n natural. Es (n + 1)xdimensional: 
su dimensión es igual al número de coeficientes que tienen los polinomios en consi- 
deración. 

Defiuición 17. La aplicación f de un espacio lineal X en otro espacio lineal Y se 
denomina aplicación lineal (o, que es lo mismo, operador lineal), si para cuales- 


9 L. Kronecker (1823 — 1891), matemático alemán. 
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quiera dos elementos y cualesquiera números X y y se verifica la igualdad 
SOX + py) = NOD + O- 


El conjunto de todos los operadores lineales f: X — Y, que aplican el espacio li- 
neal X en el espacio lineal Y, se designará mediante 7 (X, Y). Por comprobación 
inmediata nos convencemos con facilidad de que el conjunto 7 (X, Y), para la de- 
finición natural de sumación de sus elementos y multiplicación de ellos por un nú- 
mero, es decir, para la definición de estas operaciones según las fórmulas 


N DOFO +40, $5 AX Y) 1,84%, Y), 
00) EN, fe AX, Y), heR o eC 
xex, 


forma también un espacio lineal (real, si los espacios X e Y eran espacios lineales 
reales, o complejo, si X e Y eran complejos). 

Definición 18. Si f: X— Y e Y es un espacio lineal, entonces el conjunto 
(x:00) = O) C X se llama núcleo de la aplicación f y se denota mediante ker f*: 


kr be fo) = 0) 


Lema 2. Para que la aplicación lineal f: X — Y de un espacio lineal X en otro es- 
pacio lineal Y sea una aplicación biunivoca de X en Y, es decir, sea una inyección, es 
necesario y suficiente que su núcleo se componga sólo en un elemento nulo: 


kerf = 0. 


DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD. Evidentemente, cualquier operador lineal f ha- 
ce pasar cero en cero, pues para todo xe X tenemos: J(0) = J(0x) = 0/(1) = O. 
Por eso, si f es una inyección, no existe x + 0 tal que sea f(x) = O. Esto precisa- 
mente es un testimonio de que kerf = 0. 

DEMOSTRACIÓN DÉ LA SUFICIENCIA. Sea ker f = 0 y SQ) = fW). Entonces, por 
ser lineal la aplicación /, se tiene fix- y) = fW) — fU) = 0, es decir, 
x — ye kerf y, como kerf = 0, setienex — y = 0. Por consiguiente x = y. Esto 
significa que f es una inyección. O 

Como ejemplos de aplicaciones lineales biunivocas sirven las transformaciones 
directa e inversa de Fourier en los correspondientes espacios lineales de funciones 
(véanse los lemas 2 y 3 en el p. 56.5). 

Definición 19. Sean X e Y unos espacios lineales. La aplicación lineal biunivoca 
del espacio X sobre el espacio Y se denomina aplicación isomorfa o isomorfismo de 
los espacios lineales. 

Si para los espacios lineales X e Y existe una aplicación isomorfa de X sobre Y, 
se denominan isomorfos, 

Dos espacios isomorfos pueden diferenciarse sólo en la naturaleza de sus ele- 
mentos y no en las propiedades del espacio lineal en sí, por eso en lo que sigue los es- 
pacios lineales isomorfos no se distinguirán. 


> De la palabra inglés kernel (núcleo). 
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Ejercicio 12. Demuéstrese que todos los espacios lineales n-dimensionales son isomorfos 
entre sl. 


Definición 20. Un espacio lineal que no es de dimensión finita se llama espacio 
de dimensión infinita. 

Es obvio que un espacio lineal es de dimensión infinita cuando, y sólo cuando, 
no tiene una base finita. 

Un ejemplo del espacio de dimensión infinita lo representa un espacio lineal de 
todos los polinomios de una sola variable, En efecto, este espacio está privado, a 
ciencia cierta, de base finita: cualquier combinación lineal del sistema finito dado de 
polinomios es un polinomio de grado no superior al del polinomio mayor del siste- 
ma citado, a consecuencia de lo cual los polinomios de grados superiores no pueden 
obtenerse por el procedimiento mencionado. 

La tentativa de generalizar el concepto de base en el caso de los espacios de di- 


mensión infinita lleva a sumas infinitas, es decir, a las series de la forma E] Aep. 

e 
Para que haya sentido de hablar de su suma en el espacio X, en éste ha de ser defini- 
do el concepto de convergencia de las sucesiones. El punto que sigue está dedicado a 
la consideración de uno de los espacios de este género. 
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Definición 21. Un espacio lineal X (real o complejo) se denomina normalizado, 
si en el conjunto de sus puntos está definida una función real, llamada norma y de- 
notada con xi y, o, en la forma más breve, Ixl, x e X, y que posee las siguientes 
propiedades: 

19) ixl > 0, xe X; 

2°) Dhel = INI Dal, x € X, A es un número; 

3%) lx + yl < ba + iyl, xeX,yeX; 

4°) si ixl = 0, se tiene x = 0. 

Indiquemos que de la propiedad 2° se deduce que si x = O, entonces ixt 
En efecto, fijando un elemento x e X arbitrario, obtendremos 


10t = 10:xl = Oxi = 0. 


Definición 22. Si en el conjunto de puntos de un espacio lineal X está definida 
una función real Ixi, x € X, que satisface sólo las propiedades 1°, 2°, 3°, entonces 
el espacio X se llama seminormalizado y la función Lxl, seminorma. 

La propiedad 2° de la norma (seminorma) se llama homogeneidad de la norma 
(seminorma) y la propiedad 3°, desigualdad triangular, 

Demos a conocer que todo subconjunto de un espacio lineal seminormalizado 
(en particular, normalizado) que representa un subespacio del espacio lineal es, a su 
vez, un espacio lineal seminormalizado (normalizado, respectivamente). 


Ejercicio 13. Aclárese si serán ¿norma? ¿seminorma? ¿para qué funciones? ¿para qué n? 


è 
las expres sup, 9r, | ODIA. 
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$7.4. EJEMPLOS DE ESPACIOS NORMALIZADOS 
Y SEMINORMALIZADOS 

1. El conjunto de números reales y el de números complejos, si se toma por nor- 
ma en ellos el valor absoluto de los números, forman espacios lineales normaliza- 
dos. 

2. Si en un espacio n-dimensional aritmético real R” la norma del vector 
xml... +X) € R” se define como su longitud (véase el p. 18.4) 

MEL AR 


entonces R” será un espacio lineal normalizado. 
3. Un espacio n-dimensional aritmético complejo C" (véase el p. 57.2) será nor- 
malizado, si ponemos 


AS pooo aD EO. 
4. En un espacio n-dimensional aritmético real R” puede introducirse no sólo ła 


norma coincidente con la longitud Ixi de sus elementos x = (x), ... , Xp) € R". 
Por ejemplo, pongamos 


la, dx de, 1 p< +, 
y = (x o 
bd, = máx lx 


eth. 


Es evidente que la longitud del vector coincide con la norma Lx ,. Comprobemos el 
cumplimiento de los axiomas de las normas para ixl, 1 $ 7 < +œ. Parar = 1, 
según la propiedad del valor absoluto de números se tiene . 


lee E tie Y ias F Vieu + Dt 


Apliquemos la desigualdad de Minkowski para el caso en que 1 < p < +c (véase 
el p. 35.8%): 


n w pa vo . 73 
ka, -( E lx, +10) <( E ix) +( y Z9) - 


ds ih M 


= hd, +) 


Para lx, tenemos 
E ÓN 


IES 


máx l máx Iyi = Ma 
AA, EA 
Las demás propiedades de las normas para Ixl, 1 < r < +, se comprueban de 
una manera más fácil. 


Ejercicio 14, Demuéstrese que Axl, = lim el, x€ R". 
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Definición 23. Dos normas ixl y Lx * en un espacio lineal normalizado X se lla- 
man equivalentes, si existen unas constantes c, > 0 y e, > Otales, que para cuales- 
quiera xe X se verifica la desigualdad 

ald < idt < cal. 

Teorema 2. En un espacio lineal de dimensión finita todas las normas son 
equivalentes. 

DEMOSTRACIÓN. Sea X un espacio linea) de dimensión finita. Por consiguiente, 
existe en él una base fe, . . . ,€,] compuesta de cierto número n € N de sus elemen- 
tos y para cualquier x € X se tiene una, y sólo una, base 

x=X0 +0: + Ka 


Sea Ixl una norma en el espacio X. Mostremos que es equivalente a la norma 
cuadrática — 
A 


Por cuanto dos normas, cada una de las cuales es equivalente a la tercera, son 
también equivalentes entre sí, de esto se deducirá que todas las normas de cualquier 
espacio de dimensión finita son equivalentes. 

Hemos de notar, ante todo, que cy% lejl +... + 1e,l > 0, pues para 
todo k = 1,2, .  .', n, se verifica la desigualdad e, + O, y, por ende, le! > 0. 
Luego, de la desigualdad evidente + 


hal ETA ds 1,20 00M 

obtenemos, sirviéndose de la propiedad de la norma, la desigualdad 
LES 

< (lelt... + 


ixl; = c, Lx. 
Asi pues, existe tal c > O que para todo x € X se tiene 

CETA 
Demostremos ahora que existe tal c} > 0 que 

k > c, boy. 


Por cuanto, siendo x = 0, esta desigualdad se cumple, evidentemente, para cual- 
auier c, > 0, será suficiente demostrara sólo para el caso en que x + 0. Elijamos 


una vase {e}, . . . , e,} en el espacio X de manera tal que se componga de los vecto- 
res unidad en el sentido: de la norma cuadrática 
kehe. =l 


Esto es siempre factible, puesto que si [€,, . . ..,e,) es una base del espacio lineal y 
1-1 es una norma en dicho espacio, entonces 


(ar: 
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será también su base, con la particularidad de que la norma de todos los elementos 
suyos será igual a 1: 
| = ted = 1 ke 


15 

Teal Ted 
El espacio X provisto de la base elegida puede considerarse como un espacio 

n-dimensional aritmético (véase el p. 18.4). Para esto es suficiente asignar a todo su 

vector x = x€, + - « + X,£, Un surtido ordenado de n numeros (x, » . . , xp) 

que representan sus coordenadas respecto de la base citada. En este caso la norma 

cuadrática lxt; será la longitud del vector x: 


bdh, = VAF a. 


La esfera unitaria S% ~ ! = [x:x} +... + x3 = 1) de este espacio es, como se- 
sabe (véase el p. 18.3 y 18.4), un compacto. Consideraremos en dicha esfera una 
función 


Bor 


Jož a. 


De la desigualdad 
1/00 - fO)! = Iit — 


I<- yi9 
Se he yl, agi- yl, x0X, yeX, 


es iniro qug dicha función es continua en odo el espacio X° y, por lo tano, on a 
esfera 5", 

Por cuanto para cualquier punto x e $" — ' tenemos Lxi, = 1, entoncesx + 0, 
por lo cual, en virtud de la propiedad 4° de la norma, la función f satisface en la es- 
fera S" ~ lla desigualdad fix) = Ext > O. De acuerdo con el teorema de Weiers- 
trass, toda función continua en un compacto alcanza en éste su valor mínimo. Su- 
pongamos que la función f admite su mínimo en la esfera 5”” ) en el punto 
xp S” ~ !, Pongamos 


ss 
a” mía W = Sag > 0 
En este caso para cualquier x e S" ~ ? tendremos: 
bd = f) > fa) = r 


Ahora, al observar que para todo x € X, x * 0, el punto ¿se dispone en la esfe- 
2 


ra s"- á 
x 
13 iS 


9 Hemos aprovechado aquí la desigualdad Axl — Ayi < tx — yl. Es válida para 
cualesquiera elementos de un espacio semnormalizado y se deduce fácilmente de la propiedad 
3° de la seminorma en la definición 21 (véase más abajo el lema 4 en el p. 57.5). 
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y, por lo tanto, para Él se verifica kal > cy obtendremos 
A 


Er 
vt Jus > Joao cu, 


bd > ¿bl xXx 20, 


La equivalencia de las normas Lol y Axl, queda demostrada. O 

5. Sea nuevamente 1 < p < +0», Consideremos un subespacio lineal de todas 
las sucesiones x = (js » + > 1 Xp >> > ), X, € RÍO bien x, € C), compuesto de tales 
sucesiones, para las cuales 


= vo 
00,5 E e < +o. (57.10) 
mi 
La función Lxl, es una norma, lo que se comprueba por analogía con el caso finito 
(véase el ejemplo 4), puesto que, en particular, la desigualdad de Minkowski es 
lícita también para las sumas infinitas. 

Cuando todos los elementos de las sucesiones en consideración son números rea- 
les, su espacio con la norma (37.10) se denota con /,. 

6. En el p. 41.6 para el operador lineal A: R" — R" se ha introllucido la norma 
según la fórmula (véase 41.41) 


es decir, 


up, Axl, xeR”. 

Es realmente una norma, en el sentido de la definición del p. 57.3, en el espacio line- 

al AR", R"), lo que se deducirá de los razonamientos a seguir. 
Supongamos que X e Y son espacios normalizados lineales arbitrarios y 

A: X — Y es un operador lineal. Pongamos 


a% ap, Ma, (57.10) 


donde Ixl = Lay y IA = 
ndo oros Roca 24 Ys a puede suceder que 


la cota superior LAI, determinada por la igualdad (57.11), no será finita para todo 
operador lineal A; X — Y. 

Sea AX, Y), como siempre (véase el p. 57.2), un conjunto de todos los opera- 
dores lineales A que aplican el espacio X en el Y y sea .4(X, Y) un conjunto de 
aquellos de los operadores citados, para los cuales LAI < +0». Probemos que 
LX, Y) es también un espacio lineal y LAL, la norma en él. Si A € (X, Y) y 
Be-L(X, Y), entonces 


14+Bl= up, KA+BA= gup, IAr + Bd < 
< pp ad + IS up, laxi + sup, 18x} = LAI + IBI < +o, 
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y, por lo tanto, A + Be -4(X, Y). Para cualquier A € R (o bien A € C, en el caso 
de espacios complejos) 
DAI = sup, Dade sap, INIA = 
=1M sup lA = MIA < +0 
we 
y, por consiguiente, AA € -4¿(X, Y). De este modo -4 (X, Y) de hecho es un espacio 
lineal. 


Luego, es evidente que de (57.11) proviene inmediatamente que 141 > 0: Ade- 
más, si LAN = 0, es decir, si sup, 1Axl = 0, entonces para todo x tal que 


Rel < 1 tiene lugar la igualdad LAxl = 0, y, por lo tanto, también Ax = 0, Mas, 


en este caso, en general, para todo x € X tenemos también Ax = 0. Enefécto, si x 
es un elemento del espacio X tal que lx] > 1, entonces, a ciencia cierta, x # 0, 


quiere decir, 
Safe 
hal ==> 


Por eso, en virtud de lo demostrado, A (5) = 0. De aqui Ax =0,y, 


por ende, Ax = 0, cualquiera que sea x e X. Esto significa que A = 0. Asi pues, 
NAL es realmente una norma en el espacio .¿¿(X, Y), 

Si el valor de IAJ, definido por la fórmula (57.11), es infinito: 141 = +o, di- 
remos que la norma del operador A es infinita. 

La norma IAI (tanto finita como infinita) puede obtenerse también por un mé- 
todo un tanto diferente. A saber, resulta que 


Laxt 


IAI = si , xex. (57.12) 


Para demostrar esta fórmula indiquemos que 
= ý a 
a, Mi= uo, AY (57.13) 


Efectivamente, por una parte es evidente que 

gp > Sp, 4x1, 
pues, al aumentar un conjunto numérico, su cota superior sólo puede crecer. Por 
otra parte, para cualquier elemento xeX, tal que 0 < Le < 1, pongamos 


x 
yz 


entonces tyi = 1 y IA»! = ¿q YA > L4xt. De aquí 
gp M< pp, Mh 


De las desigualdades obtenidas se deduce precisamente la igualdad (57.13). 
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ma mpal ot o 
es decir, la fórmula (57.12) queda también demostrada. De esta fórmula se deduce 
con toda la evidencia que para cualquier xe X, x + 0, 
Ya <A, 
y, por consiguiente, para cualquier x e X tiene lugar la desigualdad . 
tAxi < lAl, 


donde Lx es la norma en el espacio X, 1Ax1, la norma en el espacio Y, y 141, la 
norma en el espacio ZX, Y). Esta igualdad es, obviamente, una generalización de 
la desigualdad (41,42) del p. 41.6. 
Existe un enfoque más al concepto de norma de un operador, relacionado con el 
concepto de los así llamados operadores acotados. 
Definición 24. Un operador A; X — Y se denomina acotado, si existe una cons- 
tante c > O tal que para todos los elementos x € X se verifica la desigualdad. 


tAr < chal. 
Si A es un operador lineal acotado, todas las constantes c > O que poscen la 


propiedad citada están acotadas inferiormente por cero, por lo cual su conjunto 
cuenta con una cota inferior finita no negativa. Designémosla mediante cy; 


cg = inflc: 1AXI < chal, x € X}. 


Mostremos que 
b co = lat. 


Ante todo indiquemos que para cualquier elemento x € X la desigualdad 
CERTAN] 


es lícita. Efectivamente, si se encontrara un elemento xọe€X tal que sea 
Axpi > cobro, existiria cierto e > 0, para el cual se verificaria la desigualdad 
1Axo! > (2, + €) Exp). Sin embargo, esto no es posible, puesto que con arreglo a la 
definición de cota interior existe un número e > Otal que c < cy + e y para todo 
xeX se cumple la desigualdad 1AxI < cixl. En particular, 1Ax) < 
chal < (y + £) bx. De este modo, la cota inferior e satistace también la de- 
calas lio la Calo determina la sentación del perder A. Por elo, en 
la definición de la constante cy la cota inferior puede ser sustituida por un mínimo 


cy = minje: LAxl < ctxl, xe X. 
De la desigualdad 1Ax1 < cqlxì, para x + 0, tenemos 


lax 
mo 
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de donde LAN 
to rex 

El caso de la desigualdad estricta 
MA o xex, 
Rpa <e EZ 


no es posible, pues en tal caso existiria un número £ > 0 tal que 


sur qn <e-e 

PO 
y, por consiguiente, para todo x e X, x + O, sería válida con mayor razón la desi- 
gualdad 


<cy= e obien Rar < (cy ele, xeX, 


La 


lo que contradiria la clección de cy en calidad de una constante mínima que posee la 
propiedad lAxi < clxl,xeX. 
Asi pues, 


Hablando metafóricamente, esta igualdad significa que el operador A está aco- 
tado cuando, y sólo cuando, tiene norma finita. De este modo, el conjunto de ope- 
radores acotados constituye el espacio -4(X, Y). 

En el p. 41.6 fue mostrado que todo operador lineal A: X — Y tiene una norma 
finita en el caso cuando los espacios normalizados lineales X e Y sean de dimensión 
finita y a título de normas en dichos espacios se hayan tomado normas cuadráticas 
Lele Iyl, x € X, y € Y. Por cuanto en los espacios lineales de dimensión finita to- 
das las normas son equivalentes (véase el teorema 2 en el ejemplo 4), de aquí se de- 
duce que 

todo operador lineal A, que aplica el espacio lineal de dimensión finita A en otro 
espacio lineal, también de dimensión finita Y, está acotado, cualesquiera que sea la 
elección de las normas en estos espacios, es decir, en este caso 


LAN) = LX, Y). 


7. Un espacio lineal de todas las funciones reales acotadas, definidas en el con- 
junto arbitrario X, que representa un subespacio del espacio F'(X) de todas las fun- 
ciones reales f: X — R (véase el p. 57.2) se convierte en un espacio normalizado, 
siempre que se introduce en él una norma según la siguiente fórmula 


nn sup! IOl. (57.14) 


Designemos este espacio mediante S(X). En el caso en que X sea un espacio métri- 
co, el subespacio del espacio S(X), compuesto de las funciones f continuas en X, se 


286429 
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designará con C(X)*, y la norma (57.14) en dicho espacio se denotará, asimismo, 
mediante Y. 
Si X es un compacto en R”, entonces (véase el teorema 3 en el p. 19.6) 


Mo= sp VO! = máx Ol. 


En particular, esto es cierto para el espacio Cla, b] de funciones continuas en el 
segmento la, b) de la recta numérica, 
8. Sea fijado un número p, 1 € p < +œ. Estudiemos un conjunto de fun- 
ciones f definidas en cierto segmento [a, b] y tales que la integral 
» 
[Vodirax 
converge. Es fácil comprobar que este conjunto forma un espacio lincal que se de- 
nota mediante RL [a, b]*®. 
Pongamos 


è i 
ms juova] E (57.15) 


Mostremos que (57.15) es una seminorma en RL,(a, b]. Es evidente que de la fór- 
mula (57.15) se deduce inmediatamente que YY, > 0. Con ello, de la condición 
MI, = Onose desprende que f = 0. En efecto, consideremos por ejemplo una fun- 
ción 


1 para x=a, 
qe Lo para xe (a, b). 
Está claro que 1/1, = O, pero la función f no es idénticamente nula en el segmento 
[a, b), razón por la cual no es cero del espacio lineal RL la, b). 


Comprobemos la homogeneidad de la expresión (57.14): para cualesquiera 
Se RL,la, b) y cualquier A € R (o bien » € C) tenemos 


mM,- [ivora] ” = IM [ivora] an n, 


Demostremos para (57.15) la desigualdad triangular. Cualesquiera que sean las fun- 
ciones f€ RL,la, b] y g e RL,la, b), de acuerdo con la desigualdad de Minkowski 
para las integrales (véase el p. 28.4*), obtendremos: 


» 
Vial, - [jo + sowar] < 


è w pè vo 
< [Suera] + [irora] = YA, + lady. 


Ces la primera letra de la palabra latina “continuum”. 
+) Res la primera letra del apellido B. Riemann; L, la primera letra del apellido H. Le- 
besgue, 
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Así pues, I/I, es, de hecho, una seminorma (que no es una norma) en el espacio li- 
neal RL, la, $). 

'Una'construcción análoga es válida también para los intervalos infinitos; los 
correspondientes espacios seminormalizados se acsignarán también mediante RL, 

9. Analicemos un conjunto de todas las funciones continuas en el segmento (4, 
b). Es un espacio lineal. Ya sabemos que se puede introducir en él 1a norma II, 
definida en el ejemplo 7 de este punto. Se puede también considerar en dicho espa. 
cio la seminorma (57.15), con la particularidad de que la seminorma (57.15) ya:será 
en él una norma. 

En efecto, si la función f es continua en el segmento [a, b) y 1/1, = 0, 
1< p < +, y, por consiguiente, 


J reira =0, 


entonces de lo que la función I/(x)1?, x e [a, b), es no negativa y continua se infiere 
(véase la propiedad 9 de la integral en el punto 28.1) que f(x) m Oen [a, b]. 

Un espacio de funciones continuas en el segmento |a, b) provisto de la norma 
(57.15) se denota mediante CL, la, b). 

De un modo semejante se Construyen los espacios análogos para los intervalos 
no acotados, como también para las funciones de varias variables. 

Si un mismo conjunto pertenece a diferentes espacios lincales seminormalizados 
o normalizados (por ejemplo, los espacios Cía, b) y CL,(a, b) se componen de unas 
mismas funciones), entonces resulta útil con frecuencia estimar una norma (una se- 
minorma) de estos elementos en términos de la otra. Los teoremas que expresan las 
estimaciones de esta Indole se denominan teoremas de encaje. 

Expliquemos lo dicho con un ejemplo enunciado en forma de un lema, 

Lema 3. Sea ~œ < a < b < +œ, 1 < p < +œ. Sif € RL, la, b), se tiene 

1 


IA, < O- DIN, i tn (57.16) 
y sif e RL,la, b] N Sia, b], entonces 
Y, S O- ar. (57.17) 


DEMOSTRACIÓN. Teniendo presente que la seminorma 1/1, se determina según la 
fórmula (57.15), obtenemos, haciendo uso de la desigualdad de Holder (véase el 
p. 28.4*)7 

è 
YN, = [UOl-1ar < 
: » Ve pe que 1 
< [ [ova] [ie] = b- VAN, Pur 


con lo cual queda demostrada (57.16). La desigualdad (57.17) también se deduce di- 
rectamente de las definiciones (57.14) y (57.15) de las normas correspondientes: 


0 [pon] liae] aG 


=é- Dn, O 


28° 
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Ejercicio 15. Denotemos con C' L, lø, b} un subconjunto del espacio CL, la, b), compu- 
esto de las funciones continuamente derivables en el segmento |a, b). Demvéstrese que 

1) C!L, e, b] es un espacio lineal normalizado, si como norma de la función f € C'L,la, 
b) se eiende su norma en el espacio CL, a, bl; 

"2 el operador de derivación Des un operador lineal no acotado D: C Lyla, b) ~ CLzla, 
dl 

Indicación: conviene examinar las funciones sennx € C'L¿[—x, xl 


57,5. PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS SEMINORMALIZADOS 


En los espacios seminormalizados se puede introducir el concepto de sucesión 
convergente y el de su límite. 

Definición 25. Si la sucesión de elementos (x,) de un espacio lineal seminormali- 
zado (en particular, normalizado) X es de tal gênero que existe un elemento x € X 
tal que lim lx, — xl = O, entonces la sucesión {x,) se llama convergente en la se- 


minorma (porma, respectivamente) hacia el elemento x y en este caso se escribe 


Introduciendo, en algún espacio lineal de funciones, diferentes seminormas (en 
particular, normas), obtendremos diferentes conceptos de convergencia de las suce- 
siones de funciones. Por ejemplo, la convergencia en el sentido de la norma (57.14) 
significa una convergencia uniforme; la convergencia en el sentido de la seminorma 
(57.15) ya es una convergencia de otro género; se denomina convergencia en media 
©, más detalladamente, en el sentido de p-media (a veces se habla simplemente de la 
convergencia en el sentido del espacio Lp). Ya nos encontramos con el caso 
particular de la convergencia de este género: para p = 1 (véanse el lema 2 en el 
p. 53.2, el corolario del lema 4 en el p. 56.7 y la métrica (57.2)), y parap = 2 (vea- 
se el corolario del teorema 12 del p. 55.9). Para p = 2la convergencia en media se 
denomina también convergencia en el sentido de la media cuadrática. 

Las desigualdades (57.16) y (57.17) entre diferentes seminormas de las funciones 
permiten establecer la relación entre diferentes tipos de convergencia de las sucesio- 
nes de funciones. 

Por ejemplo, supongamos que la sucesión de funciones fẹ, n = 1,2, . . . y la 
función f son de tal género que 

1°. La sucesión (/,) converge uniformemente en el segmento [a, b] hacia la fun- 
ción f. 

2°. Para todon =1,2,... fa — fe Sla, b] N RL,la, b). 

Entonces la sucesión {/,) converge a la función fen el segmento (a, b] también en 
el sentido de p-media, 1 < p < +œ- 

En efecto, en virtud de (57.17), se verifica la desigualdad 


Wn- A, < O = DP, = Aa 


La convergencia uniforme de la sucesión Y) a la función fen el segmento la, b] sig- 
nifica que 
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lim Y, — 
Por consiguiente 
EV, Ay = 0 
Ejercicio 16*. Constrúyase un ejemplo de sucesión de funciones continuas no negativas 


en un segmento que sea convergente en media, pero que no converja en ninguno de los puntos. 
Cabe prestar atención en que en un espacio seminormalizado el limite para la'su- 
cesión convergente no es, en el caso general, único. Además, si limx, = a y 


lim x, = b, entonces la seminorma de la diferencia de dos límites es nula: 


la — bl = 0, Esto se deduce inmediatamente de la desigualdad 
la — bl <la—x,1 + bx, — bl, 


Lema 4. Para cualesquiera dos elementos x e y de un espacio lineal seminormali- 
zado X se verifica la desigualdad 


Mad Wyt Sy (57.18) 
DEMOSTRACIÓN. Puesto que 
hd = la Y + yl < e + 


se tiene 


y, análogamente, 


ES 


-7 


De las dos últimas desigualdades proviene la desigualdad (57.18). O 
Definición 26. Sea X un espacio lineal seminormalizado (en particular, normali- 
zado). Un conjunto E C X se denomina acotado, o, más detalladamente, acotado 
en seminorma (en norma, respectivamente), si existe una constante M > 0 tal que 
para todo x € E se verifica la desigualdad ixi < M. 
Lema 5. Si la sucesión (x,] converge en seminorma en X, es acotada. 
DEMOSTRACIÓN. Sea x = "lim x,; ya que la sucesión es convergente, 


retal ng 


que sin > ng entonces lx, — x1 < 1, y, por lo tanto 
lx, = l, = x) + i G ix, — xt + ad < Mat t L 


Pongamos M = máx(Ix,P, Ex,f, ... , Ex, _ pl, Lel + 1); en este caso, evi- 
dentemente, para todon = 1, 2, . .. se verifica la desigualdad lx,1 < M. D 

En un espacio lineal provisto de seminorma puede definirse el concepto de fi 
ción continua. En lo que sigue (véase el p. 57.9) nos hará falta el concepto de conti- 
nuidad de la función de una y dos variables en un espacio seminormatizado. Defina- 
mos estos conceptos. 
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Sea X un espacio seminormalizado. Una función f, real o compleja, definida en 
X, se llama continua en el punto xọ€ X, si para cualquier e > Oexistetaló > Oque 
para todos los x e X, que satisfagan la condición Lx — xol < ô, se verifica la desi- 


gualdad 
1/00 = fogl < e 


Sea Y también un espacio seminormalizado. Una función f, real o compleja, de- 
finida en el producto X x Y, se denomina continua en el punto (xy, y) X x Y, si para 
cualquier e > 0 existe tal 3 > O que para cualesquiera (x, y) e X X Y, que satisfagan 
las desigualdades lx ~ xo] < 8, ly — yol < á, se verifica la desigualdad 

1/0, 3) — SOY! < e. 


Sila función f es continua en todo punto de cierto conjunto, se llama continua 
en dicho conjunto. 

Por supuesto, la definición de continuidad para los espacios seminormalizados 
puede enugciarse también con ayuda de sucesiones de los elementos del espacio. 

Por ejemplo, una función numérica /, definida en el espacio seminormalizado X, 
se denomina continua en el punto xy, sí para toda sucesión (x,), que converge hacia 
Xo en la seminorma del espacio X: lim lx, — xyi = 0 se verifica la igualdad 
lmg) = S 

La equivalencia de las dos definiciones, enunciadas arriba, del limite de una fun- 
ción se demuestra según el mismo esquema que %e ha usado en el caso en que X 
representaba un conjunto de números reales (véase el p. 5.7). 

Lema 6. La seminorma Ll es una función continua en el espacio seminormali- 
zado X. 

"DEMOSTRACIÓN. Sean dados un elemento xy € X y un número £ > 0. En virtud 
del lema 4, para todos losx tales que ix— xl <e, tenemos lixi = 
= xoli < Mx ~ xol < e, es decir, la condición de continuidad de la función en 
X se cumple con la elección de ô = e. O 

Definición 27. Sean X e Y los espacios lineales seminormalizados (en particular, 
normalizados). Se denomina aplicación isomorfa o isomorfismo de los espacios se- 
minormalizados (normalizados) X e Y una aplicación f que aplica de modo isomor- 
Jo el espacio X, en su calidad de espacio lineal, sobre el espacio Y (véase la 
definición 19) y que es de tal género que para cualquier x € X se verifica la igualdad 

Ly CN 

Si para los espacios lineales seminormalizados (normalizados) X e Y existe una 
aplicación isomorfa de X sobre Y, dichos espacios se denominan isomorfos. 

Dos espacios isomorfos seminormalizados (normalizados) pueden diferir uno 
del otro sólo en la naturaleza de sus elementos y no en las propiedades del espacio. 
Por ello, en lo que sígue no vamos a distinguir a menudo los espacios isomorfos se- 
minormalizados (normalizados) compuestos de diferentes elementos: tales espacios 
pueden “identificarse” 

Expliquemos esto con detalles. Sean X e Y los espacios lineales seminormaliza- 
dos, Y C Y*, y sea f: X — Y una aplicación isomorfa. Consideraremos un conjunto 
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X* = X U (Y*N Y) que se obtiene del espacio X por adición a éste del conjunto 
Y *N Y. De este modo, X*N X = Y*N Y. Definamos para los elementos del 
conjunto X* las operaciones de adición y multiplicación por un número y, además, 
la norma: se acompañarán ellas de índice X”. Introduzcamos, con los fines de co- 
modidad, la aplicación F: X* — Y*, definida por la fórmula 


ef fo, si xex, 
E EN 
I S eni eun 
Está claro que F es una aplicación biunivoca (biyección) del conjunto X* sobre el 
y”. 

Ahora, para cualesquiera x e X*, y € X* y cualesquiera números A, u pongamos. 

Ox + Dye E FARO + ON, 
Lol yo FIFO. 


El espacio X*, definido de este modo, es lineal, seminormalizado (normalizado), 
isomorfo al espacio Y * y contiene X en calidad de su subconjunto. Cuando decimos 
“identifiquemos en el espacio Y "el conjunto Y con el espacio X isomorfo a Y”, en- 
tendemos precisamente la consideración del espacio X * mencionado anteriormente 
(compárese con la identificación de los espacios métricos isométricos en el p. 57.1). 


Ejercicios. 17. Sea Xun espacio lineal seminormalizado. Los elementos x € X €y € X se 


denominan equivalentes, si Lx — y8 = 0. Denotemos por £ un conjunto cuyos elementos son 
las clases de elementos equivalentes del espacio X. Sean £6 Ê, Je È, xe 2, ye 9, X, un nú- 
mero cualquiera. Definamos-£ + $ como elemento de X que contiene x + ), y A, Como un 
Elemento de X que contiene Ax. Pongamos Laly = ixi, Dermuéstese que las definiciones 
“dudas son correctas, e decir, no dependen de la elección de los elementos x e £ € y € 9. y que 
X es un espacio lineal normalizado provisto de la norma 121 y. 

18. Demuéstrse que las funciones x + y e Ax son continuas en todo espacio lineal semi- 
normalizado X (x € y son los elementos de este espacio y à es un número), en otras palabras, 
que Jas operaciones de adición y multiplicación por un número son continuas en el espacio 
mencionado. 


57.6. PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS NORMALIZADOS 

En el espacio lineal normalizado X puede introducirse, de modo natural, la di 

tancia entre los elementos de dicho espacio. A saber, resulta válida la siguiente afir- 
mación. 

Lema 7. El espacio lineal normalizado X es un espacio métrico provisto de la 
métrica 


Py) = 1x = yd, (57.20) 


con la particularidad de que la convergencia de las sucesiones en el espacio X en 
dicha métrica coincide con la convergencia en la norma. 

DEMOSTRACIÓN. La función p(x, y), definida según la fórmula (57.20), es real- 
mente una distancia: las propiedades de la distancia (véáse el p. 57.1) se deducen de 
las propiedades de la norma 1° — 4? (compruébese). La segunda afirmación del le- 
ma es obvia. D 
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Diremos que la métrica (57.20) se engendra por la norma dada del Xx. 
Por ejemplo, una métrica engendrada por la norma bxi = Vxf +... + x2 en un 
espacio lineal aritmético de los vectores reales n-dimensionales x = (x, 
xp) es la métrica del espacio euclideo R" definida mediante la fórmula (182). 

Una sucesión de puntos del espacio X, fundamental respecto de la métrica 
(57.20), se lama fundamental respecto de la norma dada en el espacio X. 

Ejercicio 19. Demuésrese que un conjunto en el espacio lineal normalizado está acotado 
en norma (vésse la definición 26 en el p. 57.5) cuando, y sólo cuando, está acotado como con- 
junto de un espacio métrico en el sentido de la métrica (57.20) (véase el ejercicio 1 en el 
p.50 

Ejemplo. Examinemos el espacio /, de sucesiones de números reales con la nor- 


ma (57.10). Designemos mediante fe,} una sucesión cuyo n-ésimo término es igual a 
la unidad, mientras que todos los términos restantes son nulos. Es evidente que para 
nem 


le,- enl = 0 + 1 21, 
Por eso lu sucesión de elementos e,, n = 1,2, . ..., del espacio }, no puede conte- 
ner una subsucesión fundamental ni tampoco, por consiguiente, una que sea con- 
vergente. 

La sucesión (e,) está acotada, pues para todo n tenemos le, = 1. Forma un 
conjunto cerrado en /,, puesto que el conjunto (e,] no tiene puntos límites en /, (de 
lo contrario, en la sucesión se encontraría una subsucesión convergente). 

De este n. xo, en un espacio de dimensión finita existen sucesiones acotadas, de 
las cuales no te puede separar una que sea convergente. Existen también conjuntos 
cerrados acotados en los cuales no toda sucesión de sus puntos permite que de ella 
sea separada una convergente. 

OBSERVACIÓN 1. Si en el espacio lineal X están definidas dos normas de elementos 
1-40) y 1-40 y estas normas son equivalentes (véase la definición 23 en el p. 57.4), 
entonces la sucesión x, € X,n = 1,2, . . .. ,converge hacia el elemento x € Xen el 
sentido dela norma 110 cuando, y sólo cuando, converge a x en el sentido de la 
norma 

En pia en vista de que las normas 1-10 y 112 son equivalentes, existen 
unas constantes e, > O y cz > Otales que se verifican las desigualdades 


= AD la, — M0 < ch, — 10, 


De estas desigualdades deriva directamente la equivalencia de las convergencias de 
la sucesión (x,] hacia x en el sentido de las normas 1-1) y 

Dela equivalencia, demostrada en el teorema 2 del p. 57, 
en un espacio de dimensión finita se infiere que las convergencias de las sucesiones 
e sus puntos en todas las normas son equivalentes. Por cuanto la convergencia en 
norma cuadrática lx es equivalente a la convergencia en coordenadas (véanse los 
pp. 18.1 y 18.4), la convergencia de la sucesión de puntos en un espacio de dimen- 
sión finita en cualquier norma es equivalente a la convergencia de las sucesiones nu- 
méricas de las coordenadas de los puntos en consideración respecto de una base ar- 
bitraria. 
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"OBSERVACIÓN. Observemos que en el caso cuando una seminorma no es norma, 
induso una función simple como la lineal, en un espacio seminormalizado linca) de 
dimensión finita puede resultar no continue. Consideremos, por ejemplo, un espa: 
cio aritmético bilineal X de los vectores x = (x, x;) con la seminorma xl = bxi 
Es realmente una seminorma, puesto que Lx = Ix! > 0. Además, para cualquier 
número A se tiene Ax = (0%; Ax), por lo cual Mod = Il = 
= IAI lx! = [Al kxl. Porfin,siy = (p ,) es también un elemento de X, enton- 
oes x + y= (% + Yy X +9), por consiguiente, he + yi = lx, +y! < 
< Ixl + iyl = ket + Îyi. De este modo, todas las propiedades de la seminor- 
ma están cumplidas. 

Mostremos que la función lineal f(x) = x; no es continua en X. En efecto, para 
la sucesión x“ = (1/n, 1) cualquier punto del tipo x = (0, x,) (x; es arbitrario) es 
el límite para dicha sucesión en el sentido de la seminorma en consideració; 


lim ix — xt = lim = 0 


> nn 
En particular, el punto O = (0, 0) es el límite de la sucesión {x}, Sin embargo, 
lim/0") = 1 0 =/(0). 


Esto es indicio de que la función f(x) = x no es continua en la seminorma 
kdl = Ix, 

Subrayemos, no obstante, que si en un espacio de dimensión finita la seminorma 
es una norma, entonces toda función lineal será continua respecto de esta norma. 
Efectivamente, sea X un espacio lineal normalizado n-dimensional y sea f una fun- 
cional lineal en X. Supongamos que [e,, . ...., €,) es una base en X y, por consi- 
guiente, todo elemento x e X es representable, y además, de manera univoca, en la 
forma x = xe, +... + X,€,. Por cuanto f es una funcional lineal, se tiene 


FO = Me ++ td SO) + o o H SED E A + -o H aim 


donde a, = f{e,), k = 1,2, . . . , msonlos números fijos para f. Recordando que 
la convergencia de una sucesión de puntos en cualquier norma en un espacio de di- 
mensión finita es equivalente a la convergencia de dicha sucesión en coordenadas, 
nos convencemos en seguida de que la continuidad de la función / deriva realmente 
de la fórmula obtenida f) = a,x, +... + Opty 

Lema 8. La norma es una función continua en un espacio lineal normalizado en 
el sentido de la métrica (57.20). 

En virtud de la igualdad (57.20), esta afirmación se deduce de lo que una semi- 
norma es continua respecto de otra seminorma (véase el lema 6 en el p. 57.5). 

Definición 28. Un espacio lineal normalizado se denomina completo, si es espa- 
cio métrico completo en el sentido de la métrica engendrada por la norma de dicho 
espacio. 

Todo espacio lineal normalizado completo se llama espacio de Banach". 


* S. Banach (1892 — 1945), matemático polaco. 
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El espacio inea) normalizado Cl, b] de funciones continuas en-e segmento [a, 
b) dotado de la norma (57.14) es un espacio de Banach. Nos hemos convencido de 
esto en el p. 57.1, al considerar un espacio métrico de funciones continuas en el seg- 
mento (a, b) con la distancia (57.1) la que se engendra precisamente por fa norma 
(57.14). Hemos visto que la completitud del espacio Cía, b] se desprende de lo que 
la convergencia de la sucesión en este espacio significa la convergencia uniforme de 
la misma en el segmento (0, bl. 

Teorema 3. Todo espacio lineal normalizado está contenido, y además, es denso 
en cierto espacio de Banach. 

DEMOSTRACIÓN. De acuerdo con el teorema 1 en el p. 57.1, es suficiente mostrar 
que a la completación X * de un espacio lineal normalizado X (considerado como un 
espacio métrico provisto de la métrica (57.20)) pueden ser prolongadas desde .¥ las 
operaciones algebraicas y la norma. Es posible hacerlo con ayuda del paso al limite, 
Al igual que en la demostración del teorema 1, convengamos en considerar que 
X C X”, en otras palabras, identifiquemos el espacio X con un subespacio, iso- 
métrico a éste, de la completación X* construida en X. 

Sea, por ejemplo, x e X*e y € X*. Siendo X denso, existen en X* las sucesiones 
XEXE EX, n= 1,2... , tales que lim x, = x, lim y, = y. 


Probemos que la sucesión (x, + y,] converge. En efecto, 
Dl + Yn +) = Wia ID Om + IN S 
L br, ~ Xat E IYn = Yrd = g A) + PO n Im: 
De la convergencia de las sucesiones (x,] e (»,] se desprende que ellas son fundamen- 
tales, por lo cual la sucesión [x, + y,) es también fundamental y, por lo tanto, sien- 
do X* completo, convergente. 
Pongamos, por definición, 
x+ += lim, + y). 


Análogamente se determina también, pasando al límite, Ax, xe X *. 

Es fácil comprobar que las operaciones algebraicas x + y, Ax, definidas de esta 
forma para os elementos de la completación X *, no dependen de cómo se eligen las 
sucesiones [x,) e (9) tales que x, — X, Jy — Y, Xp € X, 9,0 X, n = 1,2, 
Tampoco es dificil convencerse de que en dl caso cuando los elementos perte 
al espacio de partida X, las operaciones algebraicas, definidas por nosotros, coinci- 
den con las dadas. 

+ Determinemos ahora la norma para xe X*. Sea x,€X, n = }, 2, . 
Jim x, =x. Mostremos que la sucesión numérica [bx] es fundamental. En efec- 


to, de la desigualdad (57.18) tenemos, para cualesquiera n y m naturales: 
Mx, Ll — Ex, HS Mn — Xp = Pn) (57.20) 


La sucesión [x,}, siendo convergente, es, además, fundamental, por lo cual de la de- 
sigualdad (57.21) se deduce que la sucesión numérica [lx,!) es también fundamental 
y, Por lo tanto, convergente. 
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Pongamos, por definición, 
Lal = imt 


La norma lix, x€ X*, definida de esta manera, no depende de cómo se elige la su- 
cesión x, e X,n = 1,2,... . „tal que x, — x. Es fácil comprobar también, pasan- 
do al límite, que para la función Ixi, x € X*, se cumplen las propiedades de la nor- 
ma 1° — 4? y que para x e X obtenemos la norma anterior. O 

A título de ejemplo indiquemos el espacio lineal normalizado CL, la, b] de fun- 
ciones continuas en el segmento [a, b] provisto de la norma (57.15). Cuando p = 1, 
esta norma engendra la métrica (57.2). Se puede mostrar que un espacio métrico de 
funciones continuas provisto de la métrica (57.2) no es completo. De acuerdo con el 
teorema demostrado, dicho espacio lineal normalizado de funciones continuas en el 
segmento (a, b] puede ser completado hasta que se obtenga un espacio complero, 
Este espacio de Banach se designa mediante L (a, b]. 

Definición 29. Un sistema de elementos x, a € Y ( es cierto conjunto de 
Indices), del espacio lineal seminormalizado X se denomina completo en dicho espa- 
cio, si para todo elemento x € X y cada número £ > O existen tales elementos x, , 
+.» > y Xa, del sistema dado y tales números y, . .... , A, que se verifica la desigual- 
dad 


De O A e 67.2) 


Enunciemos esta definición en una forma algo diferente, introduci 
viamente una noción más. 

Definición 30. Un conjunto A C X se llama denso en el espacio seminormaliza- 
do X, si para todo elemento x € X y todo £ > O se encontrará tal elemento a € A 
se verifique 


ido pre- 


Ix- al < e 


i X es un espacio normalizado y, por lo tanto, métrico, entonces, en virtud de 
(57.20), la definición 30 conduce a la misma noción de densidad de un conjunto que 
la definición 6 del p. 57.1. Ahora podemos decir: 

Un sistema |x,), a € Y, es completo en el espacio X, si el conjunto de todas las 
combinaciones lineales de sus elementos, es decir, su cápsula lineal (véase la 
definición 15 en el p. 57.2) forma un conjunto denso en X. 

Si X es un espacio normalizado, tiene sentido en él, como en cualquier otro espa- 
cio métrico, el concepto de clausura de un conjunto, y por cuanto la densidad de 
cierto conjunto en un espacio métrico significa que la clausura del conjunto citado 
coincide con el mismo espacio (véase la definición 6 en el p. 57.1), entonces la 
definición 30 en este caso puede parafrasearse del modo siguiente: 

un sistema de elementos x, cx 6 Y (A es cierto conjunto de Índices), del espacio 
lineal normalizado X se llama completo, si la clausura de su cápsula lineal (véase el 
P. 57.2) coincide con todo el espacio X. 

Con el caso particular del concepto de completitud para un sistema de funciones 
ya nos hemos encontrado en el p. 55.8. 

Definición 31. Si en el espacio lineal normalizado X existe un conjunto nume- 
rable de elementos que forma un sistema completo del espacio X, este último se de- 
nomina separable. 
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En conclusión de este punto introduzcamos el concepto de base, y, ante todo, el 
de serie en el espacio X. 

Definición 32. Sea x,, n = 1,2, . . .., una sucesión de elementos del espacio li- 
neal normalizado X. Pongamos 5, = x, +... + Xan =1,2,... ; un par de 
sucesiones (x,), (s,) se llama serie (con el término general x,) y se designa 


Es (51.23) 
los elementos 5, se denominan n-ésimas sumas parciales de la serie (57.23). 

Si la sucesión s,, 1 = 1,2, . . . , converge en el espacio X, la serie (57.23) se la- 
ma convergente. En este caso ellimites = Jim s, de la sucesións, n = 1,2, > + 
se llama suma de la serie (57.23) y se escribe 

x=. 


De este modo, al igual que en el caso de las series numéricas, el mismo simbolo 


Y», 5e empleará para designar tanto la propia serie, como también su suma, 
serie converge, 
Lo mismo que para las series numéricas, para las series en los espacios lineales 
normalizados subsisten las siguientes afirmaciones. 


Si la serie (57.23) converge, converge también la serie Y) dx, con la particulari- 


la 


dad de quesi $ x, = s,emorices Y) dx, = Ns. 
Si en el espacio X convergen dos series, converge también una serie cuyo término 
es igual a la suma de sus términos generales y la suma de esta última serie es igual a 
la suma de las sumas de las series dadas. 
Definición 33. La sucesión de elementos €,, n = 1,2, . .de un espacio lineal 
normalizado se llama base, si, cualquiera que Sea el elemento x, existe una sucesión, 
y sólo una, de los números A, n = 1,2, .. , tal que 


E Mer (57.24) 


azi 
De este modo, si la sucesión fe,} es una base del espacio X, para todo elemento 
xe X existe una, y sólo una, sucesión de los números (Ay) tal que para cualquier 
£ > O se tiene tal número n, que para todos losn > n, se verifica la desigualdad 
lx- Eh + EDO ES (57.25) 
La fórmula (57.24) se denomina desarrollo del elemento x según la base le). 
No es dificil convencerse de que si el sistema de elementos (*,) forma una base, 
es linealmente independiente. Esto proviene en seguida de la unicidad del desarrollo 
de los elementos del espacio según la base. En efecto, si los clementos e, n = 1,2, 
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- + . , resultaran ser linealmente dependientes, se encontraría entre ellos un conjun- 
to finito de tales €,,, . . . » €, que para ciertos números Ay, : . . , Ay no todos 
iguales a cero, tendría lugar la igualdad Me, +... + M2 ™ O, €s decir, se 
obtendría un desarrollo del cero según los elementos de la base côn coeficientes que 
no son todos nulos. Por cuanto para el cero se tiene un desarrollo trivial 


0= EN Oe, queda con esto pefturbada la condición de unicidad del desarrollo de 
i 
los elementos según la base. 

Si un espacio lineal normalizado dispone de una base compuesta por un conjun- 
to finito o numerable de elementos, este espacio es separable. En efecto, noes dificil 
comprobar que el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos 
de las bases citadas con coeficientes racionales es numerable y denso en todo el espa- 
do. 

OBSERVACIÓN. Recalquemos la diferencia que existe entre la sucesión de elemen- 
tos que forman un sistema completo y la sucesión de elementos que forman una ba- 
se, En el primer caso los coeficientes Ay, £ = 1, 2, .... , n, en la desigualdad 
(87.22) dependen, en el caso general, no sólo de la elección del ejemento x e X, sino 
también de la lección del número £. Por el contrario, en el segundo caso los coefi- 
cientes Mya k = 1, 2, . - » „m, enla desigualdad (57.25) se determinan sólo por el 
mismo elemento (se llaman coeficientes del desarrollo del elemento x según la base 
dada, o bien coordenadas del elemento x para la base dada) y es sólo su cantidad, es 
decir, el número n,, el que depende de la elección de €. 

Existen espacios de Banach separables en los que no hay base. En el punto que 
sigue será considerada una clase más estrecha de los espacios, donde la base siempre 
existe. 


57.7. ESPACIOS LINEALES PROVISTOS DE PRODUCTO ESCALAR 


Definición 34. Una función real, definida en el conjunto de los pares ordenados 
ae elementos de un espacio ineat real y denotada por (x, y), x e X, y € X, se llama 
multiplicación escalar, si satisface las siguientes condiciones: 

190,9) = 0, xE X, y 0 Xi 

2) (+ uy, z) MAL) + al, 2) xE X, y EX, z€ X, AY uson unos núme- 
ros reales; 

3°) (x, X) > 0, x € X; 

4°) si (x,x) = 0, entonces x = 0. 

Observemos que de la propiedad 2° se desprende que para todo x e X se verifica 
la igualdad 

6,0) = 0. 


En efecto, (x, 0) = (x, 0-0) = 0(x, 0) = 0. 

Definición 35. Una función real (x, y), definida en el conjunto de los pares orde- 
nados de un espacio lineal real X, x € X, y € X, y que satisface sólo las condiciones 
19, 2°, 3°, se llama multiplicación semiescalar. 

De un modo análogo se introduce también el concepto de multiplicación semies- 
calar (en particular, escalar) en el espacio lineal complejo R. En este caso la función 
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de valores complejos (x, y) lleva el nombre de multiplicación semiescalar (cscglary- 
respectivamente), si satisface la propiedad 2? para cualesquiera números complejos 
A y y, la propiedad 3° y la propiedad 


row) =0,D, xeX, yeX, 


donde, como siempre, la raya por encima del número significa un número complejo 
conjugado de él. 

En adelante, por espacio lineal se entenderá un espacio lineal real, si no se espe- 
cifica alguna otra cosa. 

El resultado de una multiplicación escalar (semiescalar) de dos elementos x e X e 
y € Y se denomina producto escalar (semiescalar) (x, y). Los espacios lineales, para 
cuyos elementos está definida la operación de multiplicación escalar (semiescalar), 
se llaman espacios lineales provistos de producto escalar (semiescalar). 

Lema 9. Para cualquier par de vectores x e y de un espacio lineal X provisto de 
producto semiescalar se verifica la desigualdad 


EIP S 00,7) (57.26) 
llamada desigualdad de Cauchy — Schwartz. 


DEMOSTRACIÓN. Para todo número real A, en virtud de la propiedad 3° de la 
multiplicación semiescalar, se tiene 


Ox + y, Ax + y) > 0, 
Al aplicar las propiedades 1° y 2° de la multiplicación semiescalar, obtendre- 


Mx, x) + 2%, y) + 01,9) > 0. 


Si (x, x) = 0, entonces 2A(x, y) + (y, y) > 0. Por cuanto esto es cierto para 
cualquier A real, (x, y) = O, y, por consiguiente, la desigualdad (57.26) es lícita: sus 
ambos miembros se reducen a cero. En cambio, si (x, x) # 0, entonces el discrimi- 
nante del trinomio obtenido, cuadrático respecto de A, es no positivo: 

AI 00 < 0, 
lo que es equivalente a la condición (55.26). 
Corolario. Para cualquier par de vectores de un espacio lineal provisto de pro- 
ducto semiescalar se verifica la desigualdad 
ECTS 

En efecto, al aplicar la desigualdad de Cauchy — Schwartz, obtendremos: 

AA) (1) + 20,9) + 019) € 
< (50 + NEDD + 0,9) = 1103 + 10,31. O 


Ejercicio 20. Demuéstrese que en el espacio lineal complejo X provisto de producto se- 
miescalar se verifica la desigualdad 


lenei nte vex var 
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Si en un espacio lineal X provisto de producto semiescalar se pone 
Il =v eX, (57.27) 


entonces la función xl satisface las propiedades 1° — 3° de la seminorma. La pro- 
piedad 1° de la seminorma proviene de la propiedad 3°, de la multiplicación semies- 
calar, la propiedad 2°, de la propiedad 2° y la propiedad 3° de la seminorma, del co- 
rolario del lema 9. 

Cuando la multiplicación semiescalar es escalar, la seminorma (57.27) es una 
norma. En efecto, la propiedad 4° de la norma deriva de la propiedad 4? de la mul- 
tiplicación escalar. De este modo, se ha demostrado la siguiente afirmación. 

Lema 10. Todo espacio lineal provisto de producto escalar (semiescalar, respec- 
tivamente) es un espacio normalizado (seminormalizado, respectivamente) con una 
norma (seminorma, respectivamente) determinada por la fórmula ($7.27).y, por 
consiguiente, un espacio métrico con la métrica (57.20). 

La seminorma (57.27) se llamará seminorma (norma, respectivamente) en- 
gendrada par el producto semiescalar (escalar) dado. La distancia (57.20), en- 
gendrada por la norma (57.27) de un espacio lineal dotado de producto escalar, se 
Mamará también distancia engendrada por el producto escalar dado. 

Al aplicar la designación de la seminorma, podemos escribir la desigualdad 
(57.26) en la forma 


1,3)1 < It DA (57.28) 


57.8. 


EMPLOS DE ESPACIOS LINEALES PRO' 
DE PRODUCTO ESCALAR 

1. En el conjunto de números reales R una operación ordinaria de multiplicación 
es también multiplicación escalar en el sentido de la definición 3: 

En el conjunto de números complejos Cel producto escalar de los números x e y 
está representado por el producto xy. 

2. El espacio vectorial real aritmético n-dimensional R", donde el producto es- 
calar delos vectores x = (Xp... . «Xx ERPEY = (po > > +9) € R" se determina 
según la fórmula (véase (18.32) en el p. 18.4) 


ES 


es un espacio lineal provisto de producto escalar en el sentido de la definición 34 del 
p. 57.7. En este caso la norma del elemento x e R” coincide con su longitud [xl 
(véase el p. 57.4, ejemplo 2): 


LA = ixi = VJ + 


y la métrica correspondiente, con la distancia en el espacio puntual aritmético 
n-dimensional: 
py = bx yi = VA n E 


Recordemos que para este espacio la desigualdad de Cauchy — Schwartz ha sido 
demostrada antes (véanse el lema 1 en el p. 18.1 y la desigualdad (18.39) en el 
p- 18.4). 
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En el espacio complejo aritmético C” (véase el p. 57.2) el producto escalar se 

introduce por medio de la fórmula 

0) XD EX loo XDE y Op IEC 


3. Analicemos el espacio lineal seminormalizado RL,la, 5] (del ejemplo 8, el 
p. 57.4), compuesto de las funciones de cuadrado integrable (por regla general, en el 
sentido impropio) en el segmento (a, b), es decir, de tales funciones /, para las cuales 


è 
jore +œ. 


Sea e RL ja, b) y g € RLlo, 0]. Recordemos que el producto de las funciones que 
son integrables según Riemann en cierto segmento es también integrable segi 

Riemann en dicho segmento. Por eso, en cualquier segmento (£. n] C ol ns 
contiene puntos singulares de las funciones f y g (véase el p. 55.1), el producto fg es 
también integrable según Riemann y, por lo tanto, hay sentido en considerar la in- 
tegral impropia 


s 
[rostar. (57.29) 


fo 


VOS! < 


entonces la integral (57.29) converge y, además, absolutamente. 
El producto semiescalar en este espacio se determina por la fórmula 


b 
Uan = [SosiVar. (57.30) 


Las propiedades 1°, 2°, 3° del producto semiescalar se comprueban con facili- 
dad. El espacio obtenido, provisto de producto semiescalar (57.30), se designará 
también mediante RL la, b). 
A 

nte: 


( frora) < j jron jeroan 


representando en si un caso particular de la desigualdad de Hölder (véase el 
p. 28.4°) para p=q=2 y levando el nombre de desigualdad de 


Cauchy — Buniakovski *®. 


* Dicha desigualdad proviene de la siguiente desigualdad evidente: (1/0)! ~ 
= Ig > 0. 
+9 V. Ya. Buniakovski (1804 — 1889), matemático ruso. 


57.9. Propiedades de los espacios provistas de producto escalar “w 
„La seminorma engendrada por el producto semiescalar (57.30) tiene, evidente- 


mente, la forma 
F 
N= | jPa 457.31) 
z 


es decir, coincide con la seminorma (57.15) examinada en el ejemplo 8, del p. $7.4, 
para p = 2. De aquí se deduce que el producto -semiescalar (57.30) no es escalar, 
puesto que en el p. 57,4 se ha establecido que la seminorma (57.15) no es una nor- 
ma, para todo p > 1. 

Sin embargo, en el subespacio CL[0, b] del espacio RL, (a, b), que se compone 
sólo de las funciones continuas en l segmento [9, b], el producto semicscalar 
($7.30) ya es escalar, pues, según se ha demostrado en el ejemplo 9 del p. 57.4, en 


este caso 
1, = VUD. fe CLala, b) 


es no sólo una seminorma, sino también una norma. 
Para la distancia entre dos funciones continuas / y g en este espacio obtenemos 
Ja fórmula 


è 
oys) = y-al = { jrw- sora) (51.32) 


Ya nos hemos encontrado con la convergencia de las funciones en el sentido de 
esta métrica: véase, por ejemplo, el corolario del teorema 12 en el p. $5.9. 

Todo lo dicho se extiende de modo natural a las funciones definidas en cual- 
quier intervalo infinito, en particular, en todo el eje, 

Ejercicio 21. Sea X un espacio lineal provisto de producto semiescalar. Los elementos 
xe X eye Y se llaman equivalentes, si lx — yI? = (x — y, x = y) = 0. Designemos me- 
diante É un conjunto cuyos elementos están constituidos por las clases de elementos equiva- 
lentes del espacio X. Sen te Ñ, Je Ñ, x €, yc), sean A y y unos números. Definamos 
AR + 19 como un clemento del conjunto X que contiene dx + ay, y pongamos (8, 9) = (x, 
Y). Demuéstrese que estas definiciones son correctas, es decir, no dependen de la elección de 
Je denia 502 ye y GEAN do Jn aL 012,710 PO 
calar en La 


57.9. PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS LINEALES PROVISTOS 
DE PRODUCTO ESCALAR, ESPACIOS DE HILBERT 

Un espacio lineal provisto de producto semiescalar es también, de acuerdo con 
(57.27), seminormalizado. Por eso, para él están definidos el concepto de sucesión 
convergente, de su límite y el de función continua (véase el p. 57.5). 

Lema 11. El producto semiescalar (x, y) es una función continua (véase el 
p- 57.5) de sus argumentos x e y en el conjunto X X X,x€X,y€X. 

DEMOSTRACIÓN. Efectivamente, para cualesquiera xy € X, »y€ X, xe Xeye X 
se verifica la desigualdad 
Kg YY = Ni = lx 79! + 9 S 

< lx = xi lygt + Axt ty — yo, (57.33) 


296429 
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de la cual proviene inmediatamente la citada continuidad del producto semiescalar. 
En efecto, si xeUlXp 8), yeU0 3), entonces, al observar que 
Axt < Mx — xol + Exp < lxgi + ô, de (37.33) obtenemos 


Iy Y) — (5,9) < Sly + (lxo! + 8). 


De aqui se infiere que para cualquier e > 0 fijo siempre podemos elegir 
$ = 5(e) > O de modo tal que para x € U(xy, 8), y € U(o, 6) se verifique la desi- 
jualdad lp. yo) — (x, y)! < e; para ello basta elegir $ > O de tal manera que sea 
IE + A +S E edo q lactante ere polo. E 

in el espacio X provisto de producto semiescalar podemos hablar sobre la con- 
vergencia de las series en seminorma engendrada por el producto semiescalar: la se- 


rie Y Xx, EX, x 
ai 


parciales s, = E x, converge en la seminorma mencionada hacia cierto elemento 
de 


5 € X, el cual se denomina suma de la serie: s = Y xy 


+ „se lama convergente, si la sucesión de sus sumas 


Indiquemos que la suma de una serie en el espacio provisto de producto semies- 


calar no está definida univocamente. No obstante, sis = D x,ys*= Y x, es 
azi azi 
decir, si s y s* son las sumas de una misma serie, entonces Is* — sI = 0 (véase el 
p. 57.5), por lo cual para cualquier elemento ae X tiene lugar la igualdad 
(s*,a) = (s, a). En efecto, en virtud de la desigualdad de Cauchy — Schwartz, pa- 
ra un producto semiescalas tenemos 
I*a) = 65, a)l = 15*— s, a)l < ls i = 0. 


De la continuidad del producto semiescalar en todo el espacio se desprende, por 
ejemplo, que las series en un espacio provisto de producto escalar pueden multipli- 
carse término a término no sólo por los factores numéricos, sino también por los cle- 
mentos del mismo espacio, Demostrémoslo. 

Lema 12. Supongamos que en el espacio X provisto de producto semiescalar está 
dada una serie convergente 


=s 


Entonces para cada elemento a € X una serie numérica que se obtiene de la dada 
multiplicándola término a término por a es también convergente y 


E Oma = 6s, 0). 
ati & 


En otras palabras, para la serie convergente Y> xyy cualquier elemento a € X 
se verifica la desigualdad SaN 


57.3. Propiedades de los espacios provistos de producto escalar ES 


Eso - (E) 


DEMOSTRACIÓN. Por cuanto 


= im Exe 
ia 
se tiene 
E/óm0= jm, E woo = im ( D xea) (m Erer) 050. 
s i i i 
Ejemplo. Consideraremos el espacio RL,(a, b] del ejemplo 3 en el p. 57.8. Su- 
pongamos que la serie Y) f(r) de funciones f, € RL,[a, b] converge en este espa- 


cio a la función Se RLala, 


ESO =S), tela, bd, 


es decir; In sucesión delas sumas parciales 
0. È nO 
de esta serie converge a la función S en el sentido de la media cuadrática: 
im juo = 5. (OPar 


Entonces, de acuerdo con el lema 12, para toda función (4) e RL,la, b] tenemos 
Ue = E Uno 


es decir, 
joer - E fren. 
TS A A isa 
[rwar > pH [nonar 


[ndx 
1. 


Asi pues, si una serie de funciones de cuadrado integrable en el segmento |a, b] 
converge en éste en el sentido de la media cuadrática hacia cierta función, también 
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de cuadrado integrable en la, b), entonces la serie puede integrarse término a térmi- 
no. 

Por cuanto de la convergencia uniforme de una sucesión de funciones continuas 
se deduce la convergencia de dicha sucesión a la misma función también en el senti- 
do de la media cuadrática (véase el p. $7.4), de la afirmación aquí demostrada pro- 
viene que 

_ si la serie de funciones continuas converge en un segmento uniformemente, se 
puede integrarla término a término. 

Este mismo resultado se ha obtenido por otro procedimiento antes, en el 
capitulo sobre las series (véase el teorema 9 en el p. 36.4). 

Definición 36. Dos espacios lineales X e Y con producto escalar (semiescalar) se 
llaman isomorfos, si son isomorfos como espacios lineales, y la aplicación f, que 
aplica el espacio X sobre el espacio Y y realiza este isomorfismo, conserva el pro- 
ducto escalar (producto semiescalar), es decir, para cualesquiera dos elementos 
xEX e y e X se verifica la igualdad 

y) = CSOD. 


Dos espacios lineales isomorfos provistos de producto escalar (semiescalar) 
pueden diferenciarse sólo en la naturaleza de sus elementos y no en las propiedades 
métricas, razón por la cual en adelante muy a menudo los espacios lineales isomor- 
fos provistos de producto escalar (semiescalar) no se destinguirán. 

Aclaremos esto con un ejemplo, Sean X e Y * unos espacios lineales provistos de 
producto escalar (semiescalar) y sea f la aplicación isomorfa del espacio X en un 
conjunto Y C Y*. En este caso, “al identificar” los elementos del espacio X con los 
elementos correspondientes del conjunto Y, podemos considerar el espacio X como 
un subespacio del espacio Y*, Se entiende (compárese con las construcciones corres- 
pondientes en el p. $7.1 y p. 57.5) el estudio del espacio lineal X * compuesto de los 
elementos del espacio X y los del conjunto Y* N Y. Las operaciones de sumación 
de los elementos y su multiplicación por un número en el espacio X* se introducen 
igual que en el p. 57.5 (después de la definición 27), mientras que el producto esca- 
lar (semiescalar) (x, y)ye, x € X*, y € X*, se determina en el espacio a través del 
producto escalar (semiescalar) en el espacio Y * mediante la biyección F: X* — Y*, 
que viene definida por la fórmula (57.19) de la manera siguiente: 


Ye = (FG), FO), 

donde en el segundo miembro figura el producto escalar (semiescalar) en el espacio 
Y*. Es fácil comprobar que el espacio X* es isomorfo al espacio Y”. 

Ejercicios. 22. Demuéstrese que todos los espacios lineales n-dimensionales provistos 
de producto escalar son isomorfos entre sí. 

22, Demuéstrese que todo espacio lineal n-dimensional provisto de producto escalar es 
completo en el sentido de la métrica engendrada por el producto escalar. 

Definición 37. Un espacio lineal provisto de producto escalar, completo en el 
Sentido de la métrica engendrada por el producto escalar dado, se llama espacio de 
Hilbert.» 


%) D. Hilbert (1862 — 1943), matemático alemán. 
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Un espacio simplemente lineal provisto de producto escalar lo llaman también 
prehilbertiano. Esta denominación se justifica por el siguiente teorema. 

Teorema 4. Todo espacio prehilbertiano X se contiene y, además, es denso, en 
cierto espacio de Hilbert X*. 

DEMOSTRACIÓN. De acuerdo con los teoremas 1 del p. 57.1 y 3 del p. $7.6, basta 
mostrar que a la completación X* del espacio lineal normalizado X puede prolon- 
garse desde X un producto escalar, conservando las propiedades 1° 7 4°, Esto se 
puede hacer pasando al límite. En efecto, por cuanto X = X'*, para cualquier par 
de puntos xe X* e y e X* existen las sucesiones de puntos x, € X, y, € X,n = 1, 
2, ... , de tal género que 

Lx, =x, my, = y 


Probemos que existe lim (x,, y,). Efectivamente, de la desigualdad (57.33) se 
infiere que para cualesquiera m y n naturales 


Vr Im) = pr Il E Ki — pl BD = 


Puesto que las sucesiones (x,) e [y,), siendo convergentes, están acotadas en norma 
y son fundamentales, de la desigualdad mencionada proviene que la sucesión numé- 
Fica (Qt, Yn)) es también fundamental y, por consiguiente, converge. 

Pongamos, por definición, (x, y) = lim (x, Y4). Es fácil comprobar, pasando 


al mit, que esta definición no depende de la elección de tales sucesiones yp) e) 
quex, — x, Ya — Y, y que para Ja función (x, y), definida de este modo se cumplen 
las propiedades 1* — 4° del producto escalar. O) 

El espacio obtenido de Hilbert se llama completación del espacio prehilbertiano 
de partida. 

Como ejemplo de espacio de Hilbert interviene el espacio euclideo 
n-dimensional (véase (57.8)). Otros ejemplos serán considerados más abajo. 


Ejercicio 23. Demuéstrese que un espacio prehilbertiano, isomorfo al espacio de Hilbert, 
es un espacio de Hilbert. 


$7.10. ESPACIO L, 


Recordemos (véase el ejemplo 3 en el p. $7.8) que un espacio lineal de funciones 
continuas en el segmento (a, b] provisto de producto escalar, definido según la fór- 
mula ($7.30), se denota mediante CL,[a, b). 

La norma en el espacio CL, (a, b] se determina mediante la fórmula (37.31). 

Lema 13. Es espacio CL, (a, b] no es de Hilbert. 

DEMOSTRACIÓN. Para convencerse de que todo espacio CL,[a, b} no es comple- 
to, basta considerar el espacio CL,(a, b] para cierto segmento fijo (¿por qué?). Eli- 
jamos, para concretar, el segmento [— 1, 1] y demos un ejemplo de la sucesión de 
funciones fundamental en el espacio CL¿[— 1, 1] que no converge en dicho espacio. 


Fig. 237 


Pongamos 
hos d moi -lex<!l, 6734) 


n= ld... 
(ig. 237). Es evidente que las funciones f(x), n = 1,2, ......, son continuas en el 
segmento [-1, 1). Observando luego que 1/,(x)! $ 1, tenemos para m > n 
i am 
Ma Sp | -Sm dE | YC — Snt? < 
t -in 
ia vn 
< $ RO + UntolPar <a a! 
in min 
de donde, evidentemente, se deduce que la sucesión (57.34) es fundamental en el es- 
pacio CLa[a, b). 

Efectivamente, si está dado £ > O, entonces, al elegir n de modo tal que sea 
8/no < e, para todos losn > np y cualesquiera m >n tendremos If, ~ 
¿1022 ee Cómo 

nm 


—1 para -1<x<0, 
dmg} o para x= o, 
1 para 0<x<1, 


es natural esperar que si la sucesión [f,) converge en el sentido de la media cuadráti- 
ca, converge hacia la misma función, a la que converge puntualmente, es decir, ha- 
cia la función (véase fig. 238): 
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Fig. 238 


1 para -1£x<0, 
10 «( O para x=0 
1 para 0<x< 1. 
Sin embargo, esta función f es discontinua, por lo cual fé CL40, 1). Por consiguien- 
te, es natural esperar que la sucesión (/,) no tiene límite en el espacio CL, la, b]. Pro- 
No es dificil de convencerse de que la sucesión (57.34) converge en el segmento 
[-1, 1) en el sentido de la seminorma (57.31) hacia la función f. En efecto, 


ñ 
V-I? | VO- IA m 
» 
im em 
= | V-d | VO + aNd < 


-im vim 


<a [ato para n 


pues, 1/091 < 1, pl < L,xel=1, 1). (57.35) 

El límite según la seminorma no es único y por eso surge la cuestión: ¿existe o. 
no, además, una función continua que también sirva de límite de la sucesión (/,] en 
el sentido de la media cuadrática? Mostremos que tal función no existe. Admitamos 
lo contrario. Supongamos que existe una función g(x), continua en el segmento 
[-1, 1), tal que 


lim Ig — fal = 0. (57.36) 


En este caso 
W.- gl = 19 J) +0, 01 < Vf, + Y, — 2d, 


*) Por cuanto f — f, ya no es una función continua, ei simbolo ll significa aquí la semi- 
norma (57.31) de la función p. Esto debe tomarse en consideración también en los razona- 
mientos que siguen. 
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donde ambos sumandos del segundo miembro, en virtud de (57.35) y (57.36), tien- 
den a cero cuando n — œ, mientras que el primer miembro no depende de n, por 
consiguiente, 


f 
$ 1709 — de = M- EP = 0; 
A 


y, con mayor razón, 
Í Ve) edemo, fI) 200 dr = 0. (57.37) 
E è 
Examinemos, por ejemplo, el caso de x > 0, Dado que las funciones f y g son 
continuas en el intervalo (0, 1), entonces, en virtud de (57.37), coinciden en dicho 
intervalo (véase la propiedad 9 de la integral definida en el p. 28.1). Por eso 


8(+0) = lim 20) = lim fx) = 1. 


Por analogia, considerando el caso cuando x < 0, tendremos 
8-0 = lim f0) = 1, 


es decir, g es una función discontinua. 

La contradición obtenida demuestra precisamente la afirmación. C 

Asl pues, el espacio lineal CL ¿(a, b] no es completo. No obstante, sabemos que 
todo espacio prehilbertiano puede ser complementado hasta que se obtenga un es- 
pacio completo, en particular, esto es cierto con relación al espacio en considera- 
ción, Volveremos a este problema un poco más abajo y ahora mismo analizaremos 
un espacio más. 

“Trataremos de abarcar una clase de funciones más amplia que las funciones conti- 
nuas, a saber, consideraremos el espacio lineal RL, a, b] de las funciones de cuadra- 
do integrable en cierto segmento (a, b] (véase el ejemplo 3 en el p. 57.8) y provisto 
de producto semiescalar que viene definido mediante la fórmula (57. 


b) 
las lamaremos equivalentes, si la seminorma (57,31) de su diferencia es igual a cero: 


vipa fjw- sora =o. (57.38) 


La equivalencia de las funciones en el sentido de esta definición se designará por 
el simbolo. 
s-s (57.39) 


El empleo en este caso del mismo símbolo que seha usado para designar la igual- 
dad asintótica de las funciones, es decir, designar su equivalencia en el sentido del 
orden de su variación (véase la definición 3 en el p. 8.2), no nos llevará a equivoca- 
ciones algunas, puesto que cada vez quedará claro de qué equivalencia entre las fun- 
ciones se trata en el caso dado. 
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La relación de equivalencia (37.39) posee las siguientes propiedades: 

19S ~ f: 

29) sif ~ g, también g ~ f; 

39) sif ~ gyg ~ h, entonces f ~ h. 

Un conjunto de todas las funciones de cuadrado integrable en el segmento [a, b], 
es decir, el espacio RL3la, b] lo dividiremos en clases de las funciones equivalentes 
entre sí. Dichas clases se llamarán clases de equivalencia y se denotarán por letras la- 
tinas mayúsculas F, G, H, . . . , y la totalidad de ellas, por $ . Toda función /, per= 
teneciente a la clase de equivalencia F, se denominará representante de dicha clase, 
Expresando brevemente el proceso de construcción del conjunto $ , suele decirse 
que dicho conjunto se obtiene del conjunto de todas las funciones de cuadrado in- 
tegráble por “identificación” de sus elementos equivalentes. Así pues, ahora cada 
as pel funciones equivalentes se considera como un único elemento, del 
conjunto $. 

Para todo Fe Ñ y cada número real A el elemento AF se determina de la manera 
siguiente. Elijamos un representante / e F, entonces la función Y será también una 
función de cuadrado integrable en el segmento [a, b], y por lo tanto, pertenece a 
cierta clase de equivalencia, es decir, será un representante de cierto elemento, per- 
teneciente a $ , el cual se determina precisamente como elemento AF, 

Con el fin de mostrar que esta definición es correcta, conviene demostrar que el 
elemento AF no depende de cómo se elige la función / e F. En efecto, si fe F y 
Si € F, entonces f, ~ f, es decir, If, — fi = 0. Por consiguiente, DV, — 
= MI = IN W, =/1 = 0, lo que quiere decir que Y, ~ X. Tor esta razón las 
funciones Y, y Af pertenecen a una misma clase de equivalencia, es decir, a un mis- 
mo elemento del conjunto 9, 

Definamos ahora la operación de adición de los elementos del conjunto Ù . Sea 
Fe $ yGe5 . Elijamos unas funciones f e g yf € G. Un elemento F + G lo de- 
finamos como una clase de equivalencia que contiene el elemento f + g. Esta defi- 
nición es unívoca, pues, si 

JSF, fieF, ge0, 8,66 


y, por consiguiente, 
hh 4-8 

entonces. 
Y -M=0, lg el 

Por esto 


051 +e- 0+ MN + de, - el = 


es decir, 
ht+tn-sf+e 


Y, de este modo, la función f, + g, pertenece a la misma clase de equivalencia que 
la función f + g. 
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Así pues, para sumar los elementos del conjunto 3 o multiplicarlos por un nú- 
mero, se deben elegir sus representantes, sobre los cuales ha de realizarse la opera- 
ción indicada; de resultas se obtendrá cierta función; la clase de equivalencia, de cu- 
yo representante es la citada función, será precisamente el resultado de la operación 
que se considera. 

El conjunto Ẹ con las operaciones introducidas AF y F + G forma un espacio 
lineal. En efecto, para dichas operaciones se cumplen las propiedades 1%, 2%, 3° de 
la definición 11 en el p. 57.2. Comprobemos, por ejemplo, que para cualesquiera 
Fe Y, Gel y todo número X se verifica la desigualdad 

MF + G) = NF + AG. (57.40) 


Sif e F y g e G, entonces, de acuerdo con la definición de adición de elementos del 
conjunto © , obtendremos / + ge F + G,A + 8) € ME + G). Por cuanto f y g 
son los elementos del espacio lineal, entonces AY + g) = Af + Ag. En virtud de la 
regla de multiplicación de los elementos de & por un número y de adición de estos 
elementos 


MEN, MEN, N+ MEN + AG. 


De este modo, las clases de equivalencia AUF + G)yAF + AG contienen un cle- 
mento común A(/ + g) = Af + Ag. y, por lo tanto, coinciden. La igualdad (57.40) 
queda demostrada. 

Análogamente se comprueba también el cumplimiento de las demás propiedades 
de los espacios lineales (véase la definición 11 en el p. 57.2) para las operaciones de 
ción y multiplicación por un número de los elementos pertenecientes al conjun- 
to 

Indiquemos que la clase de equivalencia que contiene una función idénticamente 
igual a cero en el segmento (a, b] representa el cero del espacio lineal obtenido Ñ . 
Esta clase se compone de aquellas, y sólo aquellas, funciones f que son equivalentes 
A cero, en otras palabras, para las cuales la seminorma (57.31) es igual a cero: 
WA = 0, es decir, 


[Pd = 0. 


Definamos ahora en el espacio lineal È la multiplicación escalar. Sea Fe $, 
Ge Ù ; eljamos, en las clases F y G, ciertas representantes f € F y g € G y ponga- 
mos 

ns. (741) 


De este modo, para multiplicar escalarmente los elementos del espacio Y , es preciso 
elegir sus representantes y multiplicarlos escalarmente uno por otro (en el sentido 
del producto semiescalar (57.30)). El resultado obtenido será precisamente igual al 
producto escalar de los elementos en consideración del conjunto È . 

La definición (57.41) tampoco depende de la elección de las funciones en las cla- 
ses de equivalencia. En efecto, si 


SEF, f¡eF, ge6, 8,06, 
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entonces Ää 


L 8 


Vi- A = 0, g, - gl = 0. 


Por eso, haciendo uso de la desigualdad de Cauchy — Schwarz (57.28), obtendre- 
mos 


O< (+8) — 6,81 = 10,8) — 0,89) + (0,8) DN < 
L Ii- fosd + (e — 8 < Y, -A lgl + YI Ig, — gl = 0. 

De este. modo Y» 8) = (/ 8). 

La función (57,41) satisface todas las propiedades de la multiplicación escalar. 
Efectivamente, sa fe Fe Č ,geG ed „heH eÑ’, y sean h y p unos números, 
entonces 

OF + pG, H) = OV + ng, h) = NU, A) + plg, h) = ME, H) + 16, H), 
Œ, G) = V, 8) = @, f) = (O, P), 
(F, F) = Yf > 0. 


Por fin, si (F, F) = O, esto es testimonio de que para cualquier función f'e Fse 
tiene (f, f) = IJ}? = 0, es decir, f ~ O, que, de acuerdo con lo dicho anteriormen- 
te, significa precisamente que el elemento F es el elemento nulo del espacio 3 . 

Definición 39 El espacio nea 8 provisto de producto escalar (57.41) lleva el 
nombre de espacio RL, la, b). 

lnea , del elemento F en el espacio RL,la, b] se de- 
termina, de conformidad con (57.27) y (57.41), en términos de la seminorma Y py, 
de la función f'a F según la fórmula 

n 


WEY AL, = Viry = [inwa] s JeF, (57.42) 


con la particularidad de que, en virtud de la univocidad demostrada de la definición 
de producto escalar, la definición 39 es univoca, es decir, no depende de la elección 
de la función f'€ F. 

"OBSERVACIÓN 1. Los elementos del espacio RE, a, b] están constituidos por las 
clases de funciones equivalentes; no obstante, en.la Ijteratura matemática se en- 
cuentra a menudo la expresión “función del espacio RL”. Esta expresión conven- 
cional sígnifica simplemente que se trata de una función de cuadrado integrable la 
que, por consiguiente, pertenece a una de las clases de funciones equivalentes que se 
consideran, es decir, es el representante de esta clase. Dicha expresión es cómoda, 
puesto que las operaciones de sumación, de multiplicación por un número y de mul- 
tiplicación escalar de las clases de funciones equivalentes se reducen a la operación 
correspondiente sobre sus representantes, con la particularidad de que el resultado 
no depende de la elección de los representantes mencionados. Esta circunstancia 
justifica en cierto sentido una expresión de uso frecuente “el espacio RL la, b] se 
compone de las funciones de cuadrado integrable"”, en este caso el espacio RÉ se de- 
signa a menudo simplemente mediante RL3- 
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Toda función continua en el segmento [a, b), siendo función de cuadrado in- 
tegrable en este segmento, pertenece a cierta clase de equivalencia, es decir, a cierto 
elemento del espacio RL,la, b]. Además, en la clase indicada no hay otra función 
continua, pues si las funciones continuas son equivalentes, son también iguales. 

Estudiaremos una aplicación que atoda fungión continua f e CL, la, b] le pone 
en correspondencia la clase de equivalencia F e RŽ zla, b], a la que esta función per- 
tenece: fe F. Esta aplicación se denomina aplicación natural de CL¿[a, b] en 
RL,la, b]. En virtud de la propia definición de las operasiones de sumación de ele- 
mentos (que son las clases de equivalencia), de su multiplicación por un número y su 
producto escalar en el espacio RL zla, b) que se reducen a las mismas operaciones 
sobre los representantes de las clases de equivalencia, la aplicación natural es lineal y 
conserva el producto . Es la aplicación biunivoca (inyección) del espacio 
CL,[a, b] en el espacio R£¿[a, b], puesto que si, realizándose esta aplicación, dos 
funciones continuas se aplicaran en un mismo elemento del espacio RL, la, b], es de- 
cir, en la misma clase de equivalencia, entonces ambas pertenecerían a esta clase. 
Lo último es posible, de acuerdo con lo afirmado más arriba, sólo en el caso en que 
representan una misma función continua. 

Con el fin de estudiar las propiedades restantes de la aplicación natural, de- 
mostremos tres lemas sobre la aproximación de las funciones. Para abreviar, en lu- 
Bar de 1-1, escribiremos en estos lemas simplemente 1-1. 

Lema 14. Supongamos que el cuadrado de la función f es integrable en un inter- 
valo, finito o infinito, cuyos extremos sona y b, =œ £ a < b < +0, En este ca- 
so para cualquier e > O existe tal función y (véase el p. 55.2), finita, escalonado e 
igual a cero fuera del intervalo mencionado, que 


V-el<e. 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos, para simplificar, que la función f es integrable se- 
gún Riemann en cualquier segmento [Ẹ, v], a < E < y < D, es decir, dentro del 
segmento en consideración con los extremos a y b no hay puntos singulares de la 
función f (véase el p. 55.1). El caso general se reduce fácilmente a éste. 

Sea dado £ > 0. Fijemos £ y y de modo tal que sea 

4 A 


e 


[oa + [Asa <7 (57.43) 


Esto es posible, puesto que la integral extendida al segmento (a, b] de la función f? 
es convergente. La función f, siendo integrable según Riemann en el segmento 
(E, n), está acotada en él: 


VO SM, ESX (57.44) 


donde M es una constante. 

De acuerdo con el lema 2 del p. 35.2, para e > Odado existe una función escalo- 
nada finita p tal que su portador supp y está contenido en el segmento (E, y), es de- 
cir, supp p C [Es ml. 


lobo! <M, xelta] (57.45) 
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Fig. 239 


(esto proviene de la fórmula (55.9)) y 
¡ è 
j iyo) -= vold < (57.46) 


Al aplicar sucesivamente las desigualdades (57.43), (57.44), (57.45) y (57.46), ob- 
tendremos: 


f P 
Y- fvw = oQ) Pdx = [rua + f Poode + 


5 
Za Yuca + IOIO = Pagar < 


+ [vo -oda 


e as. it e 
agt U <= e 20 


=e, 


De aquí se deduce que 1/ — pl < £. O 
Lema 15. Sea y una función escalonada finita, igual a cero fuera del segmento 
(a, b); entonces, paro cualquier e > Oexiste una función g, finita, continua en todo 
el eje numérico e igual a cero fuera del segmento citado, de tal indole que 
le-pl<c. 

DEMOSTRACIÓN, Será suficiente considerar el caso de la función característica del 
semiintervalo, pues toda función escalonada finita es una combinación lineal finita 
de las funciones semejantes (véase el p. 55.2). Así pues, sea dada und función 

1 para a<x<b, 
xo G para x<ayx> b, 
y dado también e > 0. Tomemos un y > 0 de modo tal que se cumplan las des- 
igualdades 


y consideremos la función g(x) cuya gráfica está expuesta en la fig. 239. 
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Dicha función puede ser escrita analiticamente del modo siguiente: 
0 para x<ayx>b, 


para a<x<a+m 


1 para a+y<x<b- 


para b=9<xSD, 


g 
Es evidente que g (x) es una función finita continua en todo el eje numérico, Por 
cuanto Ix(w)! < 1, 180! < 1, =œ < x < +0, entonces 


lx 81 fk- d | 1x6) — saN? + 


è . 
+ $ lx6)- soñar < | x + edr + 
PAR b ` ‘rs b 
+ f x+ ga d<a f deta | de< 8a < e, 
žr i . 
es decir, Ix — gl <e. O 
Lema 16. Si f es una función de cuadrado intergable en el segmento la, b), cons- 
tituye en este segmento el mite, en el sentido de la media cuadrática, para la suce- 
sión de funciones finitas y continuas en todo el eje numérico fp,n = 1,2, + , cu- 
yos portadores se disponen en el segmento la, b): 
Y 


a, JP [1,60 — Sax = 0, (57.47) 


DEMOSTRACIÓN. Cualquiera que sea £ > 0, en virtud del lema 14, existe tal fun- 
ción finita escalonada p, igual a cero fuera del segmento (a, b], que 


e 
Y= 


y, en virtud del lema 15, para esta función escalonada y se encontrará tal funcion g, 
continua en todo el eje numérico e igual a cero fuera del segmento [a, b], que 


e 
le-s <$, 
227 


y, por lo tanto, (fig. 240) 
V-sa<Y-el+lo-gl<e 


Al elegir ahora una sucesión numérica £, que tiende a + O cuando n — œ, 
n= 1,2,..... , y designar por f, una función Continua en todo el eje numérico que, 
en virtud de la construcción citada, corresponde al número £, y es igual a cero fuera 
del segmento [a, b), obtendremos la sucesión buscada (/,] que satisface la condición 
(57.47) Qa definición del límite de la sucesión de funciones en el sentido de la media 
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Fig. 240 


anielle vbaso an ol p.37.) y aa tl que spp, € la, b] para todo n = 1,2, 
`” Definición 40. Un subconjunto del espacio CL,la, 0], compuesto de las futi- 
ciones f que se reducen a cero en los extremos del segmento la, b): f(a) = f(b) = 0, 
se llama espacio CL, la, b). 

Obviamente, el lema 16 significa que toda función de cuadrado integrable en el 
segmento [a, b] puede aproximarse, con cualquier grado de en el sentido 
dela megia cuadrática, mediante las funciones pertenecientes a CL, la, b). Está cla- 
ro que CL, (a, b] es un espacio lineal prehilbertiano y 

CLlo,b] c CLala, b). (57.48) 

Volveremos ahora a la aplicación natural 

CL,fa, b) — RL,(a, b). 


Teorema $. La aplicación natural CL, la, b] — RÉ, la, b), es decir, aquella que a 
toda función continua en el segmento (a, b) le pone en correspondencia una clase de 
equivalencia a lg que dicha función pertenece, es la aplicación isomorfa del espacio 
CL,la, b) en RL,[a, b], con la particularidad de que la imagen del espacio, CL, la, 
b) (y, por consiguiente, en virtud de (57.48), de todo el espacio CL,la, b) también) 
es densa en RL, |a, b]. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 5. Designemos con $ la aplicación natural del es- 
pacio CL,[a, b] en el espacio RL zia, b), es decir, aquella que a toda función f, con- 
tinua en el segmento [a, b), le pone en correspondencia una clase de funciones 
equivalentes de cuadrado integrable en dicho segmento a la que f pertenece, en otras 
palabras, la clase de equivalencia, de cuyo representante interviene la propia f. De 


este modo, si 
fe CLala,b] y Se FekLla, b), 


entonces $(/) = F. 

Sea F = (f) = 0; en este caso IFI = 0, pero f€ F, por lo cual, también 
11 = 8, De conformidad con la propiedad de la norma, de aqui se deduce que 
$ = O, es decir, el núcleo de la aplicación $ se compone sólo del elemento nulo. Por 
cuanto la aplicación natural + es lineal, aplica biunivocamente el espacio CL,la, b) 
en el espacio RL,[a, b] (véase el lema 2 en el p. 57.2). 

'Mostremos que la imagen del espacio CL, |a, b) en esta aplicación es un conjun- 
to denso en el espacio RÉ la, b]. Supongamos que F € RL, a, b] y la función f es el 
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representante del segmento F, es decir, fe F. Como f es una función de cuadrado 
integrable en el segmento (a, b], entonces, de acuerdo con el lema 3, es el límite en el 
sentido de la media cuadrática para cierta sucesión de las funciones f,,, continuas en 
el segmento [a, b], que se reducen a cero en los extremos de éste (véase (57.47), es 
decir, € CL,la,bJ,n = 1,2, . . Sif, e F, € RL,la, b), entonces, según la defi- 
nición de norma en el espacio RL,(a, b), obtenemos 


1F, — Flai = Vn - Airey 


donde a la derecha figura, como siempre, la seminorma (57.31). De aqui, en virtud 
de la igualdad (57.47), se obtiene 
lim IF, — Fl = 0. (57.49) 

Por cuanto la clase de equivalencia F ha sido un elemento fijo arbitrario del es- 
pacio RLz[a, b), y F, = $(/,), donde f, es una función continua en el segmento [a, 
b} que se reduce a cero en los extremos de este segmento y, por lo tanto, 
F, € b(ÓLyla, bI), n = 1,2, . .. , entonces la igualdad (57.49) significa precisa- 
mente la densidad de la imagen del conjunto CL, (a, b] en el espacio R£[a, b) en el 
transcurso de la aplicación $. 

Para demostrar la densidad de la imagen del conjunto CL,fa, b] en la aplicación 
natural de éste en el espacio RL, (a, b], observemos que de la inclusión (57.48) se in- 
fiere, evidentemente, que 

*(CLa(a, bI) C #(CLzla, bl) C RL,la, b). 


Mientras tanto, si en algún espacio métrico X es denso el conjunto A, es decir, si 
A = Xy A CB C X, entonces, por supuesto, el conjunto B es también denso en 
X, pues A C ÈC X, y, A = X, se tiene también que B = X. Por eso, de la 
densidad del conjunto (CL, (a, b]) en el espacio RL,(a, b] se desprende que el con- 
junto P(CL,(a, b]) es también denso en él. D 
Lena a función continua f e CLzla, b] con la clase de funciones 
equivalentes F'€ ÅL (a, b] a la que la función f pertenece: f € F, es decir, identifi- 
cando fcon su imagen en la aplicación natural $, llegamos a que CLa(a, b) es un 
subconjunto del espacio R£,(a, b): 
CLzla, b) c KLala, b). (57.50) 


Esta inclusión lleva el nombre de encaje natural del espacio CL, en el espacio 
KL, 


"Asi pues, en virtud de (57.48) y (57.50), resultan lícitas las inclusiones 
CLafa, b) € CLala, b] C KLsta, b), 
con la particularidad de que, de acuerdo con el teorema $, 
ČL;la, bj = RLofa, b), 
es decir, ÁL,la, b), y, por ende, CL,[a, b), son densos en el espacio R£zla, b]. 


Se puede mostrar que el espacio ÅL, {a, b] no es completo, es decir, no es espa- 
cio de Hilbert. 
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Problema 37. Demuéstrese que el espacio RL, (a, b] no es completo. 


En el p. 57.9 se ha demostrado que todo espacio prehilbertiano puede ser 
completado hasta que sc obtenga un espacio completo, es decir, un espacio de Hil- 
bert. En el caso particular, esto puede realizarse con relación al espacio R£ (o, b]. 

Definición 41. La completación del espacio prehilbertiano RL, = RL;la, b) se 
denomina espacio L, = Lala, b). 

Por definición de la completación tenemos 


Rila, b] € Lala, b] (57.5) 
y RL, la, b] es denso en el espacio Lala, b), es decir, 
EL, = Lala, bl. 
En virtud de las inclusiones (37.48), (57.50) y (37.51) tienen lugar los encajes na- 
sm... CL.la, b) C CLata, b} € RÚsla,b] € Lalo, b). (57.52) 


Resulta que no sólo RL, es denso en el espacio L, sino que CL, es también den- 
soen Ly. 

Teorema 6. El espacio ÓL,(a, b] es denso en el espacio Lala, b). 

Corolarlo. El espacio CL,(a, b] es denso en el espacio L,la, b]. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 6. Sea / € Lala, b] y sea arbitrariamente fijado 
£ > 0, Para simplificar, todos los elementos del espacio L,(a, b) se designarán por 
letras latinas minúsculas, aunque dichos elementos no son, en el caso general, fun- 
ciones. Por cuanto el espacio Lla, b) es una completación del espacio RL;la, b), 
existe obligatoriamente tal elemento g e AL,la, b) que 

e 

a 
De conformidad con Ia inclusión (57.52) y densidad del conjunto CL ola, b), en 
el espacio R£,Ja, b] existe tal elemento } € CL,la, b), que 


V-a, < 


ir -at <É. 
Por eso 2 


V=M,,< V-st de Mz 


Esto precisamente implica que el conjunto ČL lø, b] es denso en el espacio 
L,la, b). O 

El corolario se deduce naturalmente del teorema, puesto que (como se ha proba- 
do en la demostración del teorema 5) si un subconjunto A de cierto conjunto B, 
A C B, es denso en algún espacio métrico X > B, entonces el mismo conjunto B es, 
go mayor razón, denso en X. En el caso dado Lala, b) C CLala,D) C Lala, by 

zla, b] es denso en L,(a, b). Por eso, CL zla, b] es también denso en L(a, b). O 


Ejercicio 24. Demuéstrese que si X es un espacio métrico, A C B C X, el conjunto A es 


denso en el conjunto B, y si el conjunto B es denso en el espacio X, entonces el conjunto A es 
también denso en el espacio X. 
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OBSERVACIÓN 2. Si consideramos Lle, b] como un espacio que se obtiene del es- 
pacio RL;la, b] mediante la construcción (descrita en los teoremas 1, 3, 4 delpre- 
sente párrafo) de la completación de espacios, entonces, como sus elementos inter- 
vendrán las clases de sucesiones fundamentales equivalentes compuestas de las cla- 
ses de funciones equivalentes de cuadrado integrable. Si, en este caso, realizamos la 
identificación de los espacios CL, y RL con sus imágenes en Ly, según se ha indica- 
do más arriba, y de este modo consideramos que 


Ely € Rl, c Ly 


resultará pues que el espacio L, queda compuesto de las funciones continuas, de las 
clases de funciones equivalentes de cuadrado integrable privadas de funciones conti- 
nuas, y de los “elementos abstractos” que representan las clases indicadas de suce- 
siones fundamentales. Luego, todos los elementos del espacio RL, pueden ser "'sus- 
títuidos'*, de modo convencional en el sentido de la observación 1, por unas fun- 
ciones, esto es, por sus representantes arbitrariamente clegidos. Entonces el espacio 
L, resultará compuesto de las funciones de cuadrado integrable y los mismos ele- 
mentos abstractos que surgen forzosamente en el transcurso de completación del 
espacio RL), en vista de que no es completo. Esta “'sustitución convencional” de los 
elementos del espacio RL,[, b] por sus representantes refleja una afirmación exac- 
ta de que las operaciones sobre las clases de funciones equivalentes se reducen a las 
Operaciones correspondientes con sus representantes en el sentido indicado arriba. 

Resulta pues, y esto es muy interesante e importante, que los elementos abstrac- 
tos mencionados pueden considerarse no como las clases de sucesiones fundamenta- 
les de las clases de equivalencia, sino. como ciertas funciones, con más precisión, co- 
mo clases de funciones equivalentes en el sentido de la definición 38, con la particu- 
laridad de que el producto escalar para ellas se determina también mediante las fór- 
mulas (57.30) y (57.41) con la única peculiaridad consistente en que la integral en 
dichas fórmulas conviene entenderla no en el sentido de la integral de Riemann, pro- 
pia o impropia, sino en el sentido de la asi llamada integral de Lebesgue. El análisis 
de este problema sale, sin embargo, de los márgenes de los métodos que se conside- 
ran y no se realizará en el curso dade puede encontrar dicho análisis en el exce- 
lente libro de texto “Curso del análisis matemático” de S. M. Nikolski. 

OBSERVACIÓN 3. La definición del espacio L,fa, b] se generaliza también del mo- 
do natural al caso de un intervalo infinito. Consideraremos, para concretar, todo el 
eje numérico, Para dos funciones y y y, continuas e integrables en cuadrado en to- 
do el eje real, el producto escalar se determinará según la fórmula 


(ev = | oyde. (57.53) 


Esta definición es correcta, pues la integral que figura en el segundo miembro 
converge, asumidas las suposiciones respecto de las funciones p y Y, y converge, 
además, absolutamente. Esto proviene inmediatamente de la desigualdad 


j 
leow < pd: 


Las propiedades del producto escalar para (57.53) se comprueban fácilmente, Se 
puede mostrar, por analogía con el caso de un intervalo finito, que el espacio métri- 
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co (que se obtiene en este caso) de funciones continuas e integrables en cuadrado, al 
igual que el espacio prehilbertiano que se obtiene mediante la “identificación” de 
las funciones equivalentes de cuadrado integrable en todo el eje numérico, no es 
completo en la métrica engendrada por el producto escalar (57.53). Las completa- 
ciones de estos espacios coinciden salvo uñ isomorfismo, y se designan con L,(—0», 
+0), 


Ejercicios. 25. Demuese que la función fG) = z en ci segmento O, 1] no es un 


mite, en el sentido de la media cuadrática, de una sucesión de funciones continuas. 

26. Demuéstrese que para una sucesión de funciones los conceptos de convergencia en 
media en el sentido de L, y en el sentido de L, no son equivalentes. 

21. Demuéstrese que si una sucesión de funciones integrables en cierto segmento converge 
uniformemente co el mismo hacía cierta función integrable en él, entonces dicha sucesión en el 
segmento mencionado converge hacia la misma función y converge en media tanto en el senti- 
do de Ly, como en el de Ly, 

28. Constrúyase un ejemplo de sucesión de funciones, continuas en certo segmento, que 
converja en él hacia cierta función continua en media en el sentido de L, pero no converja 
uniformemente en dicho segmento. 

29. Constráyase un ejemplo de sucesión de funciones continuas no negativas en un seg- 
mento que converja en él en media, pero no converja en el sentido de la media cuadráti 

Problema 38. Demuéstrese que para cualquier p, 1 < p < +0», y cualquier intervalo 
con extremos en los puntos a yb, -œ $ a < b < +02, el conjunto de funciones continuas 
en este intervalo es denso en el espacio AL, (a,b). 


Hemos descrito diferentes tipos de los espacios. En el análisis matemático se es- 
tudian, principalmente, los espacios cuyos elementos están constituidos por fun- 
ciones. Los espacios de este género se denominan funcionales. 

En los ejemplos citados se consideraban, para simplificar, las funciones de una 
sola variable. De un modo similar, sí tomamos un espacio lineal de funciones conti- 
nuas en la clausura de cierto conjunto G C R”, medible según Jordan, introduci- 
mos un producto escalar de acuerdo con la fórmula (p, Y) = [eYdG y comple- 
tamos a continuación el espacio obtenido, obtendremos un espacio de Hilbert que 
se denota con L,(G). 

Se puede mostrar en este caso que todos los espacios L,(G), obtenidos de este 
modo, serán espacios de Hilbert separables de dimensión infinita. 

El hecho de que el espacio L,(a, b) es de dimensión infinita será confirmado en 
clp. 58.2 y la separabilidad de este espacio se demostrará en el p. 58.3 (teorema 2). 

En adelante (véase el p. 58.5, teorema 10) demostraremos que todos los espacios 
de Hilbert separables de dimensión infinita son isomorfos entre sí. De este modo, al 
estudiar Jas propiedades determinadas de las funciones de una o varias variables, se 
logra formar los espacios L de algunos de los conjuntos de dichas funciones. No 
obstante, habiéndose convertido en los puntos de estos espacios, las funciones pier- 
den muchas de sus propiedades individuales. En particular, los espacios L, no se di- 
ferencian uno del otro en lo que se refiere al número de variables, de las cuales de- 
penden las funciones que forman parte de estos espacios. Naturalmente, esta cir- 
cunstancia no impide de ninguna manera de que los espacios funcionales se empleen 
con gran éxito tanto en los problemas netamente teóricos, como en las aplicaciones 
de las matemáticas. 


30= 


pa _$ 58. Bases ortonormalizadas y desarrollos según ellas 


Las numerosas definiciones introducidas en este párrafo se utilizarán en lo que 
sigue para describir ciertas propiedades de diferentes clases de funciones en térmi- 
nos geométricos habituales y demostrativos (espacio, punto, distancia, vector, base, 
etc.) y ayudarán a establecer la analogía que existe entre los espacios vectoriales 
n-dimensionales ordinarios y los de funciones y aclarar, además, las propiedades 
especificas de los espacios funcionales de dimensión infinita. 


$ 58. BASES ORTONORMALIZADAS 
Y DESARROLLOS SEGÚN ELLAS 


58.1. SISTEMAS ORTONORMALIZADOS 

Definición 1. Sea X un espacio lineal con un producto semiescalar, Los elemen- 
105 x.e X e y e X se denominan ortogonales, si (x, y) = 0, y en este caso se anota 
también x 1 y. 

Definición 2. Un sistema de elementos x,, a€% (% es cierto conjunto de 
Indices) del espacio lineal X provisto de producto semiescalar se denomina ortogo- 
nal, si dos elementos cualesquiera suyos son ortogonales. Si, además, la norma de 
todo elemento suyo es iguala la unidad, es decir, x,1 = 1,00% „el sistema se lia- 
ma ortonormalizado. 

Evidentemente, si el sistema x, a € X , es ortogonal y x, * O, cualquiera que 
sea aet , aquél se puede “normalizar”. Efectivamente, al dividir todo elemento 
por su norma, es decir, al mulùplicar x, por el número 1/1x,, obtendremos un sis- 
tema órtonormalizado 

T aet 
Er A 


Recordemos que si X es un espacio con un producto escalar, la condición 
Axl + Ocs equivalente a que x + 0. 

Lema 1. Si un sistema [x,,, a € X ) de elementos del espacio X provisto de pro~ 
ducto semiescalar es ortogonal y lx,1 + O, para cualquier œ € A, dicho sistema es 


linealmente independiente. 
DEMOSTRACIÓN. Supongamos que para ciertos elementos 
Xa EX, Keh.. 
se tiene 


May + May +0 0 + Ay = 
Multpliquemos escalarmente ambos miembros de esta igualdad por x,,, k está fija- 
do (k =1,2,... ,m), obtendremos 
Mela Xaa) = 0, 
pues, por ser ortogonal el sistema (x, x,,) = 0, j + k. Al observar luego que, 
por hipótesis, Xa, + O, y, por lo tanto, Œu,» X,,) + O, obtenemos A, = 0, k = 1, 


AAN 
La independencia lineal del sistema x,, a € Y , está demostrada. O 
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Demostremos un lema más que expresa el criterio de independencia lineal de las 
funciones a través de los productos escalares. 
Lema 2. Si para el sistema de elementos xy, . 
producto escalar el determinante 
pp) > NEA] 


Gp xl x > > ep 15) 


x,, del espacio X provisto de 


Op. 5) Á i! 
mX Ugo 2a) > > > (ps Xal 


es igual a cero, el sistema es linealmente dependiente. 

El determinante G(x;, . . .., x,) recibe el nombre de determinante de Gram" 
para el sistema dado. 

DEMOSTRACIÓN. Consideraremos un sistema de n ecuaciones lineales con s in- 
cógnitas Ay 1 = 1,2, 


Ant. 


FAN) 0, i=l, 2, n (58.1) 


o bien 
Mx) + e do) O, do 


El determinante de este sistema será un determinante transpuesto de Gram, el 
cual, por hipótesis del lema, es igual a cero. Por consiguiente, el sistema (58.1) tiene 
+ (es decir, una solución tal que no todas de las Ay, 
$=1,2,... son nulas). Multípliquemos la igualdad (58.1) por A, y sumemos se- 
gún i desde 1 hasta n: 


O A Ao A) OS 
De aquí, Mx; +... + Ax, = 0, lo que expresa la dependencia lineal del siste- 

MAX + {=} 

Ejercicios. 1. Demuéstrese que si un sistema finito de elementos de un espacio prehilber- 


tiano es linealmente dependiente, su determinante de Oram es igual a cero. 
2. Demuéstrese que si (u,) es un sistema ortonormalizado, entonces para cualesquiera dos 
elementos suyos w, y w, tiene lugar la igualdad 
A, o ta 
3. Demuéstrese que las funciones sen x, sen 3x, sen $x, sen 7x, sen 9x son linealmente inde- 
pendientes sobre cualquier intervalo de longirud positi 
Ejemplos. 1. El sistema trigonométrico de funciones 1, 


e i 


1, cosx, sen x, COS2X, sen 2x, . . . ,COSAX, Sen nx, - - - (58.2) 


es ortogonal en el espacio L,[— r, x) (véase el p. 57.10). Esto fue demostrado en el 
lema 1 del p. $5.1. 
De las fórmulas (55.4) proviene que Isennxl = Vz, icosaxl =Vx,n = 1, 


* J, P. Gram (1850 — 1916), matemático danés. 
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. por lo cual el sistema ortonormalizado, correspondiente al sistema (58.2), 


1 a-y 
A aa i T (58.3) 


llevan el nombre de Legendre. De la fórmula (58.3) se ve que P, (x) es un polinomio 


de grado n: 


-D.1 
e Zias 


Mostremos que el sistema (58.3) es ortogonal en el espacio L¿[—1, 1]. Con este fin 
'demostremos una afirmación más general, a saber, el polinomio de Legendre P, (+) 
es ortogonal a todo polinomio O, (+) de gradom < n. Al notar previamente que la 


expresión Aai 


se anula, para k = O, 1, 2, — 1, enlos puntosx = —1yx = 1 tenemos, 
integrando por pagte: 
` y 
| m0 den ra ' a 
, a 
> y 
a ii o, OD a 
-f opo o O EN E 
ar 


or E LA 


De este modo š 
| OnP, (wdx = 0, m< ni 


en particular 1 
| PaP ade = 0, men. 

A 

Calculemos ahora la norma de los polinomios de Legendre. Al observar que 
Le o, 160 

donde Q, _ (x) es un polinomio de grado no superior a n — 1, y hacer uso de la 


Poo = 


58... Sistemas ortonormalizados m 


ortogonalidad de P, (x) respecto de todos los polinomios de grado inferior, ob- 
tendremos: 
+ 


f Pegas = Ñ P, [Apro 0] 
» à 


_@- oi 
=m 


y : 
f P oide = ZD f PE- aay, 


, ao da 
Integrando sucesivamente por partes, tendremos 


Š i 
2 A iaa 
f Pax... = (Y am f xate - 17 


f 

-10-0 = 

(ip! [ev Idx = 
mi 


E EE E f w- ydo 2 
3 


2 
CEZ 
De este modo, 


a 
e 


El sistema de polinomios de Legendre, al igual que cualquier sistema ortogonal 
de elementos no nulos, es linealmente independiente (véase el lema 1) en el espacio 
halin. Por cuanto el sistema de funciones que se considera se compone aquí de 

los polinomios, la independencia lineal de éstos en un segmento (en el caso dado, en 
el segmento [—1, 1)) predetermina su independencia lineal en cualquier otro seg- 
mento. 

En efecto, si ciertos polinomios Q, (a), + O (x) son linealmente indepen- 
aa reas D een eric: a linealmente indepen- 
dientes también en todo el eje numérico (todo sistema de funciones, lincalmente in- 
dependiente en cierto conjunto, es linealmente independiente también en cualquier 
conjunto mayor en el cual están definidas todas las funciones del sistema en consi- 
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deración). Si los polinomios Q, (x), 
dientes en cierto segmento [a, 8], es decir, 
de no todos iguales a cero, que para cualquier x € [a, 8) se verificase la igualdad 

MQ6) +... + AQ40) = 0, esto significaria que todos los coeficientes del po- 
linomio A,Q,00) + ©.» + 240,60) son nulos (un polinomio con los coeficientes 
distintos de cero puede tener sólo un número finito de ceros). Esto es indicio de que 
los polinomios Q, (x). . . . , Q4 (x) son linealmente dependientes en todo el eje nu- 
mérico. La contradicción obtenida demuestra su independencia lincal en el segmen- 
to la, 8). 

De la independencia lineal de los polinomios de Legendre proviene que todo po- 
linomio de grado no superior a n, es una combinación lineal de los polmomios de 
Legendre Pox), P,(x), . - - , P(x). En efecto, en un espacio (n + 1)-dimensional 
de los polinomios cuyos grados no sobrepasan n cualquier sistema de n + 1 polino- 
mios linealmente independientes, en particular, el sistema citado de polinomios de 
Legendre, forma una base. Por eso todo polinomio de grado mencionado es una 
combinación lineal de elementos del sistema indicado. 

3. El sistema de funciones (e%%), n = 0, +1, +2, . . . „es ortogonal en el seg- 
mento [—x, 1). 

En efecto, 


Q(x) resultaran ser linealmente depen- 
si se encontraran tales números), . . 


[Fa | en maz, 


De aquí, recordando que el periodo de la función e7 es igual a 27i (véase el p. 37.6), 
paran * m obtenemos: 


pim a gn ml o, 
da Er | o. 


ies 


Ejercicio 4. OENE EEE Pm di 
forma un sistema ortogonal en e segmento [0, 1]. 


58.2. ORTOGONALIZACIÓN 


Supongamos nuevamente que X es un espacio prehilbertiano. Consideremos el 
problema siguiente. Sea dado un sistema numerable linealmente independiente de 
elementos xy, n = 1,2, . ..., del espacio X. Se requiere obtener del sistema dado, 
con ayuda de combinaciones lineales finitas, un sistema ortogonal. Resulta que este 
problema siempre tiene solución. 

Teorema 1. See e E E (58.4) 


un sistema linealmente independiente de elementos del espacio X. Existe tal sistema 
ortogonal de elementos y,, y, + 0,n = 1,2, . . ... de este espacio que cualquiera 
de sus elementos y, = 1,2, . . .. „es una combinación lineal de los primeros n 
elementos del sistema (58.4): 


Ya = An, 1 + ap, 32 +- A ën 68.9) 


58.2. Ortogonalización m 


La construcción del sistema ortogonal {y,) del tipo (58.5), partiendo del sistema 
linealmente independiente (x,), se denomina, corrientemente, proceso de ortogona- 
lización del sistema bx). 

DEMOSTRACIÓN. Pongamos y, = xy. Por cuanto el sistema (58.4) es linealmente 
independiente, entonces y, + O (¿por qué?). 

Supongamos que existen elementos ortogonales dos a dos y, # 0, n = 1, 


2,... „k, k > 1, que satisfacen la condición (58.5). Buscaremos un elemento 
Ye + 1» Que sea ortogonal a todos los yy, . . . , Yp, en la forma 
AS eT ka (58.6) 
De las condiciones de ortogonalidad 
A A (58.7) 


obtenemos 
OIM 1 O De Is Vora (88 


De aquí se determinan univocamente los coeficientes 8, , y pi=1,2,. +. „K. El 
elemento y, , p, prescrito por la representación (58. 5): 'cón los coeficientes determi- 
nados Bf 4 1, «1 = 1,2, ..... , k, satisface las condiciones (58.7). 

Sustituyainos en (58.6) las expresiones para y,, n = 1,2, 


, k escritas en la 


forma (58.5); realizada la reducción de los términos semejantes, se obtiene 

MA AAA 1 (58.9) 
De aquí proviene que Ye , y # O, pues de lo contrario los elementos xy, + ++ + 
Xx + ı fesultarían ser linealmente dependientes. O 


OlsERVACIÓN. Indíquemos que si un sistema ortogonal de plementos z,, z, + 0, 
a» 1,2, + » del espacio X es de tal indole que todo elemento z, es también una 
combinación lineal de los primeros » elementos del sistema (58.4): 


E t+ Yam MS (58.10) 


entonces el elemento z, puede diferir del elemento y, sólo en cierto factor numérico 
dy +0: 


SN A 


Demostremos esto. Designemos mediante L(u,, 
sistema de elementos 4, - „u, (véase el p. 37.2); LG; - 
Pdinanalonad en e cad ins emisor x, forman la base (véase el p. $7.2). 
n, respectivamente) son li- 


,x,); por consiguien- 
te, los elementos Y i = 1,2, ... „n yloszą i = 1,2, . . . „m, forman también 
una base en el espacio L(x}, .-. , xX,). De este modo, L(x, ..., x,) = 


R =LGp>>- a 
El elemento Y € Lœ .-- » Xp) es ortogonal al subespacio LỌ, +++, 
— 1) = Lt: + Xp - 1,63 decir, ortogonal a todo elemento de ste subespa: 
Eg a AN el elemento z, € L(X,, - . - , X,) es ortogonal al subespacio 
Lp... +Zp - 1) = Lp- - »X, — i). Así pues, los elementos y, y z, del espa- 
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cio mdimensional LX, ... , x,) son ortogonales a un mismo subespacio 
(n — dimensional ZO, - -- , % — 1) Y, Por ende, son colineales: z, = AyY y 
A + 0,m = 1,2, .. . (¿por qué?). 


Diremos también que de 
Lp ok) LO p +17) dr... 
se infiere la coincidencia de las cápsulas lineales de los sistemas infinitos (58.4) y 
(38.5). 
Analicemos ahora el sistema de potencias de x: 
do (58.11) 
Este sistema es linealmente independiente en cualquier segmento (finito o infinito). 
Efectivamente, si 
MHASH... HAm O, (58.12) 


entonces, derivando esta identidad n veces, obtendremos 
mA, = 0, 


es decir, A, = 0. 
Si ya ha sido demostrado que Ay , y = + +» = A, = O, la identidad (59.12) to- 


ma la forma 
A 


Derivándola k veces, obtendremos Ay = 0. Así pues, Ay = . = 0, lo que 
precisamente significa la independencia lineal de las funciones 1, x, . . . , x”. 

Ha de notarse que por cuanto las funciones del sistema (58.11), que se conside- 
ran en cierto segmento (a, b], pertenecen a los espacios Cfa, b) (véase el ejemplo 7 
en el p. 57.4), CL,[a, b] y Lla, b] (véase el p. 57.10), entonces en dichos espacios se 
tienen sistemas linealmente Independientes infinitos. Por consiquient, los espacios 
citados son de dimensión infinita, es decir, a ciencia cierta no tienen base compuesta 
de un número finito de elementos. 

Tomemos el sistema ($8.11) en el segmento (- 1, 1] a título de sistema de partida 
(58.4) y apliquemos a (58.11) el proceso de ortogonalización (véase (58.5)) en el es- 
pacio La(—1, 1]; en este caso obtendremos una sucesión de polinomios ortogonales 
de grados 0, 1, 2, . . . , respectivamente. De la observación aducida más arriba se 
deduce que estos polinomios pueden diferir de los de Legendre (58.3), también orto- 
gonales, sólo en un factor constante. 


Recordemos (véase el p. 57.6) que un sistema de elementos 0 = [x,), a € Y , se 
lama completo en el espacio seminormalizado X, si el conjunto de todas las combi- 
naciones lineales finitas de sus elementos es denso en el espacio X en el sentido de la 
úseminorma prescrita en él. En otras palabras, un sistema es completo, si para todo 


38.3. Sistemas completos as 
xe X y cualquier e > 0 existen tales elementos x,, € 2 y números Ay, k = 1, 


2... m, que 
k- PRSA RI 


ii 


aE O aia ar A E deci E, 
seminormalizado Y, si 


2°) existe una constante c > 0 tal que para todo x € X tiene lugar la desigualdad 
Lady < cha 
La constante c > 0 se llama constante de encaje, El encaje del espacio X en el 


espacio Y se designa mediante el simbolo 
Xar. 


Es fácil comprobar que si X æ Ye Y £ Z, entonces X & Z. Del lema 3, el 
P. 57.4, se desprende que para cualquier segmento tienen lugar los encajes 
RL,la, b) E RL, la, b), 
RL,la, b] N Sla, b) & RL, la, bh, 1<p< +0. 
Aquí, en el segundo encaje el espacio RL {a, b] N Sla, b]'se considera con la nor- 
ma 1 1,,, es decir, con la del espacio S(a, 6]. Si nos limitamos solamente a las fun- 
ciones continuas, entonces del segundo encaje se desprende un encaje 
Cla,b] &CL lø, bl, 1<p<+0w. (68.13) 


De aquí, recordando que parap = 2 el espacio CL,(a, b] se encaja isométricamente 
en el espacio L,(a, b] (véase (57,52)) obtenemos un encaje más 


Cla, bj & Lala, b). (58,14) 


Fijemos la atención en que en los encajes (38.13) y (58.14) los espacios que se en- 
cajan son densos en los espacios donde vienen encajados: en el caso (58.13) esto 
proviene de que los conjuntos de puntos de ambos espacios coinciden y en el caso 
(58.14), del teorema 6 del p. 57.10. 

Lema 3. Si un sistema Q = (x,), a € Y , es completo en el espacio seminormali- 
zado X, elespacio Xestdencajado en el espacio seminormalizado Y y el conjunto X 
es denso en el espacio Y según la seminorma de éste, entonces el sistema D será den- 


so en el espacio Y. 
DEMOSTRACIÓN, Tomemos un elemento arbitrario y e Y y cualquier £ > 0. Por 


ser el conjunto X denso, en el espacio X se encontrará un elemento x € X tal que 
E 
My <h. 
r<z 


Por cuanto el sistema Q es completo en el espacio X, existe un conjunto finito de 
elementos x,, € y números M, k = 1,2, . .- „m, tales que 
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donde c > 0 es una constante del encaje X & Y. En virtud de este encaje (véase la 
definición 3) á 


k- Y». <e 
r 


Por eso, para el elemento y, elegido inicialmente, obtendremos 
E <= ay+ Je Y». <i4io 
| f A Le, r 2302 


Esto es precisamente el indicio de que el sistema 0 es denso en el espacio Y.C 
EJEMPLOS. 1. Un sistema de potencias 
A EN (58.15) 


es completo en los espacios Cia, b], CL,[a, b), 1 < p < +, y Lala, b} para cual- 
quier segmento (a, b]. En efecto, en virtud del teorema de Weierstrass (véase el 
teorema 8” en al p. 94), el cado sistema de potencias es completo en el espacio 
Cla, b) que está encajado, de acuerdo con (58.14), en el espacio Lla, b] y es denso 
en éste. Por elo, de conformidad con el lema 3 de este punto, e Sistema de poten- 
cias ($8.15) es completo en el espacio L,(a, b). Según este mismo lema, el sistema 
mencionado es completo también en el espacio CL,[o, b] para cualquier p > 1, 
pues, Cla, b] está encajado en CL, la, b) y es denso en él (vénse (58.13). 
Subrayemos que toda base en ún espacio lineal normalizado es, evidentemente, 
un sistema completo linealmente independiente. Lo recíproco no es cierto. Por 
ejemplo, aunque el sistema de potencias (58.15) forma un sistema completo lineal- 
mente independiente en el espacio de Banach Clo, b), no es, sin embargo, una base 
en él: si una función fen el espacio Cla, b] se desarrolla según el sistema de poten- 
cias (38.15), es decir, si/(x) = F ax", esto implica que la serie de potencias escri 
ta converge uniformemente en el segmento [a, b], y, por lo tanto, la función f es 
analítica en el intervalo (a, b). Por esta razón, a ciencia cierta, ninguna función con- 
tinua en el segmento |a, b] puede ser representada en la forma indicada, 
2. Un sistema de los polinomios de Legendre 
1 p-r 
PO PO = zi 257 (58.3) 
es completo en los espacios Cla, b), CL, la, b], 1 < p < +o y L,(a, b] para cual- 
quier segmento [a, b). Esto se infiere inmediatamente de que todo polinomio QQ) 
es una combinación lineal de los polinomios de Legendre (véase el p. 58.1): 


Owa E NPD. 58.16) 
ifo 


Él 


Por eso, si en algún espacio seminormalizado X es completo el sistema de potencias 


59.4, Series de Fourier m 


(58.19), es decir, para todo elemento f'e X y cualquier £ > 0 existe un polinomio 
Q = Qu) tal que I/ — QI < e, entonces, en virtud de (38.16), 


p- Ed <e 
Lo 
Esto es precisamente el testimonio de que el sistema de los polinomios de Legendre 
es completo en el espacio X. 
3, Designemos con C*| — v, r) un subespacio del espacio de funciones continuas 
C|- r, x), compuesto de las funciones que en los extremos del segmento [—*, x] 


toman valores iguales: 
Jen =f. (58.17) 
El sistema trigonométrico 
1, C08X, SEX, . - + ¡COSMX, senn, (58.2) 


es completo en los espacios C*[—x, r} y L¿[— x, 1). La completitud del sistema tri- 
gonométrico en el espacio C*[—r, r] ha sido demostrada anteriormente: véase el 
teorema 7" en el p. $5. $ 

Denotemos con C[= x, 1) un subespacio del espacio C*[—x, x), compuesto de 
aquellas funciones / que en los extremos del segmento [- r, x] toman valores nulos: 
Si-m) = f(x) = 0. De acuerdo con el teorema 6, p. 57.10, el conjunto C|—x, xl, 
y, por ende, también el espacio C*(—r, 1) D ČI- r, r], es denso en cl espacio 
L,[—r, rr]. Por esta razón, en virtud del encaje (véase (58.14)) 

C*i-x, 1] 8 Lx. x] 


y del lema 3 de este punto, el sistema trigonométrico (58.2) es completo en el espacio 
Lar rl. 

úDiremos que por cuanto la condición (58.17) se conserva en el caso de conver- 
gencia uniforme y todo polinomio trigonométrico satisface a esta condición, enton- 
ces el sistema trigonométrico no es completo, a ciencia cierta, en el espacio C|- m, 
1, puesto que éste contiene a todas luces funciones que no satisfacen la condición 
(58.17. 

'Como un corolario se desprende de los ejemplos considerados la siguiente afir- 
mación. 

Teorema 2. El espacio de Benach Cla, b) y el de Hilbert La, b] son espacios se- 
parables. 

Efectivamente, la separabilidad de un espacio significa (véase la definición 31 en 
el p. 57.6) que en dicho espacio está presente un sistema numerable completo. En 
los espacios de Banach y de Hilbert en calidad de tal sistema interviene el sistema 
(58.15) de potencias enteras no negativas de la variable x. 


58.4. SERIES DE FOURIER 


Sea, al igual que hasta ahora, X un espacio prehilbertiano. Consideremos el si- 
guiente problema. Sea dado un sistema de n vectores linealmente independientes 
€p  - - » € del espacio X y sea fijado un cierto vector x € X. Se requiere hallar una 
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Fig. 241 


combinación lineal de la forma 
CORRETTI (58.18) 


la que ofrece la mejor aproximación en el espacio X del elemento x, es decir, realiza 
el mínimo de la expresión 


Ix- (ae, +... + ae), (58.19) 
0, que es lo mismo, el mínimo de la función 
e a i 
|- E saf = (- Eeer- Y ae) (58.20) 


de las variables a), +. +05: 

En el lenguaje geométrico esto significa que en un espacio n-dimensional 
R" = L(ey, . .., €) tendido sobre los vectores e, € X, . . . , €, € X se busca un 
elemento que sea menos alejado del elemento dado x € X. 


Si el espacio X es n-dimensional y, por consiguiente, los vectores ej, «+. 4 €p 
forman una base, siempre pueden elegirse tales coeficientes ay, k = 1,2,... |m, 
que se cumpla la igualdad 

x= ae t...+0je, (58.21) 


y. por lo tanto, la expresión (58.19) se reduzca a cero. En cambio, si X no es de di- 
mensión finita o es de dimensión finita, pero su dimensión es superior a n, entonces 
la igualdad (58.21), en el caso general, no es posible de realizarla y el problema con- 
siste en la búsqueda de una combinación lineal (58.18) que dé el valor mínimo a la 
expresión (58.19). 

Mostremos que el problema enunciado siempre tiene una solución x, que es úni- 
cx y, además, aclaremos algunas propiedades de esta solución (véase la fig. 241, en 
la que está expuesto esquemáticamente el problema er consideración). Al emplear, 
si es necesario, el proceso de ortogonalización (véase el p. 58.2), siempre podemos 
sustituir el sistema ey, . ... , , por un sistema ortogonal de vectores distintos de ce- 
ro. Por eso supondremos quee, + 0,(e,,€)) =0,k + j,j,k =1,2,...,n. Ha: 
ciendo uso de la condición de ortogonalidad, transformemos la función (58.20) del 
modo siguiente: 


A i A 
F- E aaf = (- E atex- Fag) a 


T a 


419 


da AS 


r È ge? 


a (58.22) 
par Mi 


aşle,i AN 


es decir, cuando 


(58.23) 


Los números ay, definidos por la fórmula (58.23), se denominan coeficientes de 
Fourier del elemento x según el sistema €,» . - , €n. 
€, es ortonormalizado, las fórmulas (58.23) adquieren una 


e). (58.24) 


En el caso de un espacio n-dimensional, cuando a titulo de vectores ej, -> + €n 
está elegida la base del espacio, los coeficientes de Fourier del vector x son los coefi- 
cientes de su desarrollo según la base citada, es decir, las coordenadas del elemento 
x respecto de esta base. Resulta fácil convencerse de esto, al multiplicar escalarmen- 
tela igualdad (58.21) pore,,k = 1,2,.. como resultado se obtendrá (58.23). 

Volveremos ahora a la expresión (58.22). Al tomar en ella, a título de 2, . 
4» los coeficientes de Fourier (58.23), obtendremos 


B q 
k- Y ate = | x- Y aseo] >0. (58.25) 
A a 
de donde . 
E gleh? < it? (58.26) 


Así pues, queda demostrado el siguiente teorema. 
Teorema 3. Supongamos que es, €, + 0,k =1,2,... ,n,esun sistema orto- 
gonal de vectores del espacio prehilbertiano X. La mejor aproximación en el espacio 


X del vector x e X por medio de las combinaciones lineales del tipo Y ae; se 


) Es obvio que estos razonamientos son una generalización inmediata de la demostra- 
ción del teorema 11 del p. 55.9. 
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efectúa cuando 4, K = 1,2, . . . „n, son coeficientes de Fourier: ay = 
caso 


op vo a , 
ae a E aad af- Enaj =- E ier o. 
PA de 


a 


Corolario 1. Elelemento xy = Y, ajejes el de mejor aproximación del elemen- 
to x e Xen el subespacio L(£, . . . ,€,)cuando, y sólo cuando, el elemento x — xy 
sea ortogonal a L(ey, . ... „e,), es decir, cuando x — Xp 4 Ll€y >. . « €p) 

Efectivamente, la condición x — xp 1 L(£j,. . . , €,) es equivalente a la otra: 
para todoslosk = 1,2,. ....,n se verifica la igualdad (x — xp, e) = 0. Esta, a su 
vez, es equivalente a la condición (x, ex) = (xo, ez). O bien, por cuanto 


Ge) ( E asne) = apley 64), 
i 


a la condición (x, ex) = ap (ëp, €). De este modo, las condiciones 
be) 

Xo d Lleo €) s 
o 1 Lle, A 
son equivalentes. Mas, la segunda condición significa que los números a, son coefi- 
cientes de Fourier del elemento xy, es decir, xy es el elemento de la mejor aproxima- 

ción, O 
Sen dada ahora una sucesión (no el sistema finito, como antes) de elementos 

ene O mdd (58.27) 


que forman un sistema ortogonal en el espacio X. Los números aj, k = 1,2... +, 
determinados por la fórmula (58.23) se llamarán en este caso también coeficientes 
de Fourier del elemento y según el sistema (58.27). 

Definición 4. La serie 


x 


E anen (58.28) 
a 
donde a,,n = 1,2, ... .son los coeficientes de Fourier (58.23) del elemento x según 
el sistema (58.27), se llama serie de Fourier del elemento x según dicho sistema. 
Si la serie (58.28) es la de Fourier del elemento x, se escribe 


x- Y ter 
azi 
Definición $. Sean dados un sistema ortogonal (58.27) y un elemento x e X. Se 
denomina la mejor aproximación del eiemento x por medio de las combinaciones li- 


neales del tipo Y) aye, (n está fijo) al mimero E,(x) determinado por la igualdad 


e] 
Por cuanto toda combinación lineal de elementos e, - 
se también como una combinación linea) de elementos e, 


ces, evidentemente, 
En + 100) < Ebo). (58.29) 


Del teorema 3 se infiere que la cota inferior de que se trata se alcanza, si a título de 
coeficientes a, se toman los coeficientes de Fourier y que 


Eo, it Je E osa] 
- k- $ aal = LP- D die, 
Sa zi) 
ED kuin (58.30 
A kat... (58.30) 


El resultado obtenido lo enunciemos en forma del corolacio del teorema 3. 
Corolario 2. Las sumas parciales 


Sam Due 
E 
de la serie de Fourier del elemento x e X realizan la mejor aproximación en el espa- 
cio X del elemento x e X por medio de las combinaciones lineales del tipo aye, + 
+. + afn 
Demos a conocer algunos otros corolarios del teorema 3, 


Corotario 3. Si s, es la suma parcial de la serle de Fourier del elementos x e X, la 
sucesión numérica Kx — s,„\ decrece: 


les E es, nm 1,2,..- (58.31) 
Efectivamente, de acuerdo con (58.30), 
x-i EEG) n=1,2... 


Por ello la desigualdad (58.31) es, de hecho, la desigualdad (58.29) escrita en otras 
designaciones. 


Corolarlo 4. Para los coeficientes de Fourier ay, n = 1,2, . . . , de todo ele- 
mento x € X se verifica la desigualdad 
Y ae, PS kP (58.32) 
ai 
lamada desigualdad de Bessel. 
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La desigualdad (58.32) proviene directamente de la (58.26) cuando n — o (com- 
párese con la desigualdad (55.49) en el p. 55.9). 

Corolario $. Si existe una constante c > 0 tal que le, 1 > c cuando n=1, 

2, ....... en particular, si el sistema (58.27) es ortonormalizado (en este caso se 

puede tomar c = Y), entonces los coeficientes de Fourier de cualquier elemento 

xE X tienden a cero cuando n — œ 

lim 


(58.33) 


Esto se deduce de la convergencia de la serie 


Y àsà y aer BP, 


pues el término general de una serie convergente tiende a cero. 
Surge naturalmente una cuestión: ¿bajo qué condiciones converge la serle de 
Fourier del elemento x? 


Teorema 4. Si el espacio X es de Hilbert (es decir, es completo), la serie de 
Fourier (58.28) de cualquier elemento x e X según todo sistema ortogonal (58.27) 
converge en el espacio X. Si xy es la suma de la serie: 


x= E at (58.34) 


el elemento x — xy es ortogonal a todos los elementos del sistema (58.27). 
DEMOSTRACIÓN. Sean s, = E aye =1,2,... , las sumas parciales de la 


i 


serie de Fourier (58.28) del elemento x según el sistema (58.27); entonces 


(F a E 


addo aoten te 
n=1,2..,p=l 2... (8839 
En virtud de la desigualdad de Bessel (58,32) la serie 
E te, P 


converge y, por lo tanto, en virtud del criterio de Cauchy para la convergencia de 
una serie numérica, existe, para cada número e > O, tal número n, que, siendo 
n > n, yp > O, se verifica la desigualdad 

"sr 

E Ate P<e, 
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por lo cual, de acuerdo con la desigualdad (58.35) para n > n, y p > 0, tenemos 
A 
es decir, la sucesión fs, es fundamental en el espacio X y, por cuanto este último es 
completo, converge. 
En las condiciones del teorema la sucesión s, converge, en el caso general, no ha- 
cia el elemento x. Supongamos que su límite es el elemento xy, es decir, 


xo = E 0,£,, entonces, haciendo uso de la continuidad del producto escalar (véa- 


se el p. 57.9) y la fórmula (58.23), obtendremos 
G = xo e4) = (e, eh) = Ge) = 


=0e)-( E E) =ke- Y anly e) = 
si si 
= (wre) — aplet? = 0, k=1, 


En lo que se refiere a la condición de convergencia de la serie de Fourier de cierto 
elemento suelto hacia este mismo elemento, puede formularse en la forma siguiente. 

Teorema 5. La serie de Fourier (58.28) del elemento x de un espacio prehilber- 
tiano converge hacia este elemento cuando, y sólo cuando, para dicha serie se 
cumple la igualdad 


ke Y aleph, (58.36) 
sti 
donde a, son coeficientes de Fourier del elemento x según el sistema (58.27). 
La igualdad (58.36) lleva el nombre de Parseval. 
En el caso en que el sistema (58.27) sea ortonormalizado, la igualdad de Parseval 
toma una forma más sencilla; 


we Y 


y representa en si una generalización del teorema de Pitágoras a los espacios de di- 
mensión infinita. 
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA $. Tuvimos (véase (58.25)) 


ewe) n= 1, 


. 2 a 
k = aveo] =- Y alet. 
i i 


Pasando aquí al límite para n — œ, obtendremos la equivalencia de la condición 


| - E aa =0 (58.37) 


ds 


y de la condición 
-5 dte) =0, 
ii 


ar 
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es decir, de la condición 
(58.38) 


Recordemos ahora el concepto de sistema completo (véase el p. 57.6), aplicado 
sólo al caso de sistemas numerables. El sistema de elementos €, €X, n = 1, 
2, . . . , se llama completo, si el conjunto de combinaciónes lineales finitas de ele- 
mentos de este sistema es denso en el espacio X. Esto significa que para todo ele- 
mento x € X y todo número £ > 0 existe un número n = n(£, x) y los números 
Mp» + + + Ay tales que se verifica la desigualdad 


lr je +. + AE) < E. (58.39) 


La completitud del sistema ortonormalizado constituye una condición que ase- 
gura la convergencia de la serie de Fourier de cualquier elemento del espacio hacia 
este mismo elemento. Enunciemos esta condición en forma de un teorema. 

Teorema 6. Una serie de Fourier de cualquier elemento de un espacio prehilber- 
tiano según el sistema ortogonal (58.27) converge hacia este mismo elemento cuan- 
do, y sólo cuando, el sistema (58.27) es completo. 

Corolario. Para que el sistema ortogonal (58.27) de un espacio prehilbertiano X 
sea completo en el espacio X, es necesario y suficiente que para cualquier elemento 
x € X se verifique la igualdad de Parseval (58.36). 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 6. Sea X un espacio prehilbertiano y supongamos 
que el sistema (58.27) es el sistema ortogonal de dicho espacio. Si para cualquier 
xx € X su serie de Fourier según el sistema (58.27) converge hacia x, es decir, 


(58.40) 


x= y ty donde OS n=1,2, 


(58.41) 


Por consiquiente, para cada número 2 > Oexiste tal suma parcials, = J, ape, de 
i 
la serie de Fourier (58.28), que 
-sice (58.42) 
es decir, se cumple la condición (58.39) 

Viceversa, si la condición (58.39) se cumple para algunos coeficientes Ay». « + y 
hy» Se cumple también a ciencia cierta, de acuerdo con el teorema 3, en el caso en 
que se toma y = dj, - - , Ay = Gp, es decir, en este caso para € > O dado se 
cumple la condición (58.42) con cierto n, y, por endè; con cualesquiera m > n (vé- 
ase (58.31)), lo que es equivalente al cumplimiénto de la condición (58.41). D 

El corolario proviene directamente de los teoremas 5 y 6. 


58.4, Series de Fourier ses 


Aclaremos ahora la cuestión sobre la unicidad de un elemento que en calidad de 
su serie de Fourier tiene la serie dada D, apep. 


Teorema 7. Si el sistema ortogonal (58.27) de un espacio prehilbertiano X es 
completo, el elemento x e X, cuyos coeficientes de Fourier según el sistema (58,27) 
son todos iguales a cero, es por sí mismo nulo. 

Corolario. Si dos elementos del espacio X según el sistema ortogonal completo 
(58,27) tienen todos los coeficientes de Fourier iguales entonces son iguales los pro- 
pios elementos. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 7. Si el sistema (58.27) es completo, entonces, de 
acuerdo con el teorema 6, cualquier elemento x € X interviene como suma de su se- 


riede Fourier: x =P aey Por ello, sia, =0,m=1,2,.... , entonces tam- 
ati 


bién x = 0. 
DEMOSTRACIÓN PEL COROLARIO. Six, € X, X3 € X y si, además, sus coeficientes 
de Fourier son iguales entre sí: 
Oren) _ ape) 
A nena... 
led? T Mei 
entonces para el elemento x = x, — x, todos los coeficientes de Fourier son nulos: 
06€) - 6 =Xp0) - Up e) _ pe) 
o a dir S aahh., 
y, por lo tanto, de acuerdo con el teorema, x = 0, es decir, xy = xz. O 
OBSERVACIÓN. Conviene notar que si en un espacio prehilbertiano X está dado 


cierto sistema ortogonal (e), e, + O, y para cierto x e X existe una representación 
suya en la forma E 
x= E anem 


será única y los coeficientes x„, n = 1,2, . . .., son los de Fourier. En efecto, si la 
representación citada existe, para todo m = 1,2, . . . , obtenemos, en virtud de la 
ortogonalidad del sistema (e): 


tm à E lremen) = Y Aulas tm) Cm Em)» 


ata fci 


de donde 
Oen) 


Cm en) 
. -se determinan univocamente y coinciden 


Xm 


es decir, los coeficientes rpm = 1, 

con los coeficientes de Fourier. 
Así pues, si en un espacio prehilbertiano se tiene un sistema ortogonal completo, 

todo elemento de este espacio se desarrolla en serie según dicho sistema (teorema 6) 
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y, además, de conformidad con la observación citada, de modo único. En otras pa- 
labras (véase la definición 33 en el p. 57.6), todo sistema ortogonal completo (e,), 
e, + 0,m = 1,2, .. . „en particular, todo sistema completo ortonormalizado de 
un espacio prehilbertiano constituye la base de éste. 

Por ejemplo, con arreglo a los resultados del p. 58.3, los polinomios de Le- 
gendre (58.3) forman la base en el espacio de Hilbert L¿[—1, 1], mientras que el sis- 
tema trigonométrico (58.2), la base en el espacio de Hilbert L [= x, 1]. 

Demos a conocer ahora otro enfoque al concepto de completitud del sistema or- 
togonal en un espacio completo. 

Definición 6. El sistema ortogonal (58.27) se denomina cerrado, si en el espacio 
X no existe un elemento distinto de cero y ortogonal a cualquiera de los elementos 
del sistema (58.27) 

Teorema 8, Si el espacio X es completo, el sistema ortogonal (58.27) será 
completo cuando, y sólo cuando, sea cerrado. 

DEMOSTRACIÓN. Si el sistema (58.27) es completo, x € X yx es ortogonal a todos 
los elementos del sistema (58.27), entonces todos sus coeficientes de Fourier según el 
sistema (58.27) son nulos (véase (58.23)), por consiguiente (teorema 7),x = 0. 


Viceversa, sea el sistema (58.27) cerrado, x e Xyx ~ J, apt De acuerdo con 


eltcorema 4, la serie de Fourier del elemento x converge, ysixp = F) apep, enton- 
PA 


. Por ello, debido a que el sistema (58.27) es cerra- 


do, x — xp = O,esdecir,x = xọyx = )] apep. Por cuanto x es un elemento ar- 


cesx = xo Len, 


bitrario del espacio X, de aquí proviene, en virtud del teorema 6, la completitud del 
espacio (58.27). O 


Problema 39. Aclárese si son equivalentes o no el concepto de sistema ortogonal comple- 
to y el de sistema ortogonal cerrado en cualquier espacio prehilbertiano. 


5.5. EXISTENCIA DE LA BASE EN LOS ESPACIOS SEPARABLES 
DE HILBERT. ISOMORFISMO DE LOS ESPACIOS SEPARABLES DE HILBERT 
Teorema 9. En todo espacio lineal separable X provisto de un producto escalar 

existe una base ortonormolizada e„, n = 1,2,... - 

DEMOSTRACIÓN. Cuando el espacio X es n-dimensional, el teorema es evidente 
(véase el p. 18,4 y p. 57,2), razón por la cual se considerará sólo el caso en que X es 
de dimensión infinita. 

Por cuanto X es un espacio separable, existen en él las sucesiones de elementos 

Pp n=1,2, 


que forman un sistema completo. Desechando sucesivamente aquellos de los ele- 
mentos que son combinaciones lineales de los restantes, obtendremos una sucesión 
de elementos o H 

w MA 
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los cuales tienen la misma cápsula lineal que el sistema de partida (p,] y que son, 
además, linealmente independientes (¿por qué?). Al aplicar al sistema obtenido el 
proceso de ortogonalización (véase el p. 58.2) y el de normalización (véaše el 
p. 58.1), obtendremos un sistema ortonormalizado 

en lel=1, k=1,2 


con la misma cápsula lineal que tiene el sistema (y,), y, por consiguiente, también la 
del sistema (p,]. Por cuanto, en virtud de la completitud del sistema (p,), esta cápsu- 
Ta lineal es densa en X, el sistema (e,) es completo. Entre tanto, en el punto antece- 
dente (véase la observación que sigue el teorema 7) se ha probado que todo sisterma. 
ortonormalizado completo de elementos de un espacio prohilbertiano constituye la 
base de dicho espacio. O 

Teorema 10. Todos los espacios separables de Hilbert de dimensión infinita son 
isomorfos entre s1%. 

'Demostremos previamente dos lemas. El primero de ellos generaliza la igualdad 
de Parseval (58.36). 
Lema 4. Supongamos que X es un espacio prehilbertiano y e, (e, + 0),n = 1, 


2, <.. , un sistema ortogonal completo en X, x e X, y € X, y sea 
x~ E aen »- Y bres 
AR EN 
entonces . 
(y) = Y a,b, le,1, (58.43) 


en particular, si se supone adicionalmente que le, = 1,n =1,2,... „se tiene 


La fórmula (58.43) generaliza, obviamente, la fórmula para el producto escalar 
en un espacio de dimensión finita (véase el p. 18.4). 
DEMOSTRACIÓN. Segun la definición de los coeficientes de Fourier 


n-A. no Gep 


por lo que tenemos 
x- E nepr- D ber) =w- Y bee- 
i 


i i 
. » a 

are) + E abiened =- E abdel? (5844) 

i A 


S 


9 Vénse en el p. 57.2 la definición de espacios de dimensión infinita y en el p. 57.9 
(definición 36), la de isomorfismo de los espacios. 
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Por ser completo el sistema e, n = 1,2, . - 
m (e Ese) +. E Ep) -0 
por lo cual, debido a la continuidad del producto escalar para n — œ, el primer 
miembro de la igualdad (58.44) tiende a cero, por consiguiente, lo mismo subsiste 
también para el segundo, oe 
lim 5 byle, }? = (x, y). 


Esto es equivalente a la igualdad (58.43). D 
Lema 5. Supongamos que X es un espacio de Hilbert y ey, k =1,2,... „una 
base ortonormolizada en X; ap, k = 1,2, una sucesión de los números tales 


que la serie ES aĝ converge. En este caso la serie E axe, converge en el espacio 
i h 


Xysix = f ayey, entonces a,, k = 1,2, . . . son los coeficientes de Fourier del 
i 


elemento x. 


DEMOSTRACIÓN. Sis, = F, 0,£,, se tiene 
fi 


a E S 
by.) at -( E te y ae) " 
ge Y 
e 


¿Y ad n=-1,2 


P=, 


y, como la serie D PON AA ETEN, 
i 
series convergentes. De aqul proviene que la sucesión (s,) es fundamental en el espa- 
do X y, por lo tanto, converge. 
Sea 


x= lms, esdecir x= É tai 


entonces, en virtud de que el desarrollo del demento de un espacio según la base 
(véase la Observación del teorema 7) es único, 


e) = 0) n= 1,2, 


es decir, a cena de ro dl een o 
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 10. Sean X e Y dos espacios separables de Hilbert 

de dimensión infinita. De acuerdo con el teorema 9, existen en ellos las bases orto- 

normalizadas €, n =1,2,--. Y fan = 1,2, . . , respectivamente, 
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Seaxe Xyx = E ae, entonces a, son los coeficientes de Fourier del ele- 


mento x, y, por consiguiente, según la desigualdad de Parseval, la serie $) a3 con- 


verge. Pongamos y = Y afẹ. Teniendo presente el lema S, esto tiene sentido, 


La aplicación del espacio X en el espacio Y, la cual a todo elemento x e X le po- 
ne en correspondencia el elemento citado y € Y, es precisamente una aplicación que 
realiza el isomorfismo de dichos espacios. Efectivamente, en las condiciones de esta 
correspondencia, a los distintos elementos del espacio X les corresponden diferentes 
elementos del espacio Y, puesto que el desarrollo de los elementos según la base es 
único. Luego, todo elemento del espacio Y está puesto en correspondencia a cierto 
elemento del espacio X (es decir, la citada aplicación es una aplicación sobre el espa- 
cio Y); en efecto, si y € Y, entonces, al desarrollarlo en Y según la base, obtendre- 
mos 

»- F bde 


Seax = Y bye, (tal elemento existe, véase el lema 5). Es evidente que precisa- 
mente al elemento x corresponde, en la correspondencia establecida, el elemento y. 
Mostremos por fin que en dicha correspondencia se conserva el producto escalar. 
Esto proviene inmediatamente del lema 4. Efectivamente, si „ 

xn Eom X= Ebem rn F afm Y= E bdn 


entonces, en virtud del lema mencionado, 


wx) = E ab, =0.y).0 
ati 
En calidad de modelo de un espacio separabile de Hilbert de dimensión infinita 
puede intervenir un espacio, cuyos elementos constituyen las sucesiones de números 


Xa MX 


sx cap dE de 


entonces (<, y) = Y xe 
eS) 
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Esta definición tiene sentido, pues de la convergencia de las series D x} y 
e 

E »4 se desprende que la serie E) x,y, es también convergente. Esto se deduce, 
i i 
por ejemplo, de la desigualdad de Holder para las series cuando p = 2 (en este caso 
dicha desigualdad lleva, a menudo, el nombre de Cauchy-Schwarz), pero puede ob- 
tenerse también de la desigualdad elemental 

La norma en el espacio /, se determina de confirmidad con la regla general me- 
diante la fórmula 


me 
ds 

Teorema 11. El espacio l, es un espacio separable de Hilbert. 

DEMOSTRACIÓN. El espacio /, es separable, pues las sucesiones ep, k = 1, 
2, .. . , en las que todos los lugares están ocupados por ceros, a excepción del 
k-ésimo, donde figura la unidad, forman una base ortonormalizada y, por consi» 
guiente, sus combinaciones lineales finitas con los coeficientes racionales forman un 
conjunto numerable denso en el espacio /, (¿por que?). 

La completitud del espacio / se demuestra de una manera un tanto más comple- 


ja. Sea 
POET" E. AA 

una sucesión fundamental del espacio /,. Entonces, de la desigualdad 

neen- e [F apn 


s 

> I+D 40, k=1,2,...4 p=0,1,2.. 
y dela sucesión fundamental (38.45) se deduce que para cualquier n fijo la sucesión 
numérica xX(0, k = 1,2, .... , satisface el criterio de Cauchy(véase el p. 4.7) y, por 
consiguiente, converge. Sen lim x% = x,, Por ser la sucesión (58.45) fundamental, 
para todo e > O existe tal número k, que se verifica la desigualdad 

LAI Ne, 

cualesquiera que sean el número k > k, y p natural, es decir, 


PON 


De aquí para todo número natural fijo m tenemos con mayor razón 


E ETA 


aai 


ed kml (58.45) 


md 
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Pasando aquí al límite para p — œ, obtendremos 


E -PPEe, kake (58.46) 

De este modo, el punto y% = (x, — xP, . a T D,a hk D Ko per 

tenece al espacio /,, mas, en este caso, también le pertenece a /, el punto x = 

lo... a7. ) = 49) + y0, mientras que la condición (58.46) significa 
que limx® = x. 


e 


Hemos demostrado pues que la sucesión (38.46) converge. Por consiguiente, /, 
es un espacio completo. O 

En virtud del teorema 10, el espacio /, es isomorfo a todo espacio separable de 
Hilbert. 

En el p. 58.3 se ha mostrado que el espacio Lla, b] es separable (véase allí el 
teorema 2) para cualquier segmento [a, b), por consiguiente, es también isomorfo al 
espacio 1z. Se puede probar que el espacio L, (G), donde G es un conjunto medible 
de medida positiva del espacio n- también es separable y, por ende, iso- 
morfo a l}. De este modo, todos los espacios de Hilbert de funciones integrables en 
cuadrado son isomorfos entre si, independientemente del número de variable de las 
cuales dependen las funciones citadas. 


58.6. DESARROLLO DE LAS FUNCIONES DE CUADRADO INTEGRABLE 

EN SERIE DE FOURIER 
Eù el $ 55 se estudiaban las series clásicas de Fourier, es decir, las series de 
Fourier según el sistema trigonométrico de funciones, para las funciones absoluta- 
mente integrables. En el presente punto se obtendrá toda una serie de corolarlos, 
provenientes de la teoría general de las series de Fourier en los espacios de Hilbert y 
de la propiedad de completitud de un sistema de funciones trigonométricas en el es- 
pacio L,[— x, x], para las series trigonométricos de Fourier de una clase más reduci- 
da de funciones, en comparación con las funciones absolutamente integrables, a sa- 
ber, para las funciones de cuadrado integrable en el segmento [—x, r], es decir, pa- 

ra las funciones del espacio RL¿[—x, x] (véase el ejemplo 3 en el p. 57.8). 

Observemos, ante todo, que si en el espacio de Hilbert L¿[—wx, r) se toma, a 

título de sistema ortogonal, el sistema trigonométrico 
1,cosx,senx,. . . ¿COSAX, SEIX, y (58.2) 


los coeficientes de Fourier del elemento f € L¿[—x, z] según este sistema se determi- 
narán, de acuerdo con (58.23), según las fórmulas 


2-00. a, =i osno, b, == Osean), (58.47) 
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n=... 


pues 111,, = V2x, Icosnxt,, = hsennxl,, = Vz (véase el p.58.1). 

Si f es una función contínua en el segmento [—x, 1), entonces f€ CL¿[—x, 
x] C L,l— x, r]. Comparando las fórmulas (58.47) para los coeficientes de Fourier 
dela función f con las (55.6) (el producto escalar se define, como siempre, mediante 
las fórmulas (57.30), vemos que todas ellas coinciden, salvo la fórmula para el coc- 
ficiente ap, la cual en (58.47) difiere de la en (55.6) en el factor 1/2, Pagando el tri- 
buto a la tradición, nos atendremos, en lo que sigue, a la fórmula (55.6) para ap, es 
decir, se considerará que 


a. 1 CAS (58.48) 


y la serie trigonométrica de Fourier se escribirá en la forma 
o. a,cosnx + b,sennx. 
He 

Aplicando el teorema 6 al sistema trigonométrico (58.2) y teniendo presente que 
dicho sistema es completo en el espacio L,[—x, x) (véase el ejemplo 3en el p. 58,3), 
obtendremos el siguiente teorema. 

Teorema 12. Cualquier elemento f e L¿[—x, x) se desarrolla en este espacio en 
una serte de Fourier según el sistema trigonométrico 


12. y a,cosnx + b,sennx, (58.49) 
siendo en este caso válida la igualdad de Parseval 
ad y d+ 


Corolario 1. Toda función f(x) de cuadrado integrable en el sengmento |- x, +] 

1)es el límite, en el sentido de la media cuadrática (véase el p. 57.5), de sus su- 
mas parciales de Fourier S,(x) según el sistema trigonométrico de funciones para 
n — œ, es decir, 


ln $ VW- S,(0Pdx = 0; (58.50) 
2) y para ella es licita la igualdad de Parseval 


a f Sodha dy + ol (58.51) 
z 
Le 
Corolarto 2. Sila función f de cuadrado integrable en el segmento [— x, 7) y 10- 
dos sus coeficientes de Fourier según el sistema trigonométrico (58.2) son iguales a 
cero, la función es equivalente a cero. 
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Aquí los coeficientes de Fourier paran = 1,2, . . .se determinan siempre a par- 
tir de las fórmulas (58.47), y el coeficiente ap, según la fórmula (58:48). 

Por cuanto el propio teorema 12 se infiere del teorema 6, la demostración se ne- 
cesita sólo para los corolarios. 

Asi pues, sea f(x) una función de cuadrado integrable cn el segmento [— r, r], es 
decir, fœ) € RL¿[—w, 7] (véase el ejemplo 8 en el p. 57.4 y el ejemplo 3 en el 
p. 57.8). Hemos de notar, ante todo, que cualquier función gQ), equivalente a f(x) 
(véase la definición 38 en el p. 57.10), tiene los mismos coeficientes de Fourier y, 
por consiguiente, la misma serie de Fourier. Esto proviene dé que el producto se~ 
miescalar en el espacio RL,(—x, *] no varla, si sus factores se sustituyen por los 
equivalentes (véase la fórmula (57.41)), y por esta razón, si f ~ g, se tiene 


n=1,2.. 


Por consiguiente, si desígnamos con F la clase de funciones equivalentes en la 
que está contenida la función f, entonces, debido a la definición (57.41) de produc- 
to escalar de las clases de funciones equivalentes, es decir, de producto escalar en el 
espacio RL,(-x, x) (véase el p. 57.10), tendremos 


m=, A a, =E (F, cosmin b, Lcda A A 
es decir, la serie de Fourier del elemento Fe RL,(—x, x) C L¿[—*, Y] coincide 


con la serie de Fourier de toda función f e F. De acuerdo con el teorema 12, en el es- 
pacio L¿[=w*, x) tiene lugar el desarrollo 


FU Te „snx + bpsennx, (68.52) 


ES] 


y se verifica la igualdad de Parseval 


Lim,- As Dura (58.59 


SiS, 0) = 3? + E apcoskx +bysenkx es una suma parcial de la serie de 
Ms 
Fourier (58.52), entonces la convergencia de esta serie en el espacio L¿[—x, r] hacia 
9 El indice en los productos escalares y semiescalares indica en qué espacios se toman los 
productos en consideración. 
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el elemento F significa que 
iim BF — S,(0l,, 


Si ahora, f € F, se tiene (véase (57.42)) 


IF- S ol, = 10) — SM pr, = į 10) - S, (Pax, (58.55) 


donde f(x) — S(x)1 y, es la seminorma de la función f(x) — S,(x) en el espacio 
RL¿[—x, r], lo que tiene sentido, pues f(x) — S,(x) € F — S,(%). De (58,54) y 
(58.55) se desprende que 
lim {VW — S, 0?dr = Mn 1/0) — S, = 0, 
es decir, la igualdad (58.50) queda demostrada. 
Luego, como, en virtud de la misma fórmula (57.42), tienen lugar las igualdades 


1, = figg = Í fax 


y los coeficientes de Fourier de F y f son iguales, entonces (58.51) se desprende in- 
mediatamente de (58.53). 

Para demostrar el corolario 2, observemos que si todos los coeficientes de 
Fourier de la función fe RL,[— x, x] según el sistema trigonométrico son nulos, 
entonces de la igualdad de Parseval (58.51) proviene que 


Va, = J fide = 


y esto signilica, de acuerdo con la definición 38 del p. 57.10 referente a las fun- 
ciones equivalentes, que 


(58.54) 


s~o. 


Así, fijemos nuestra atención en que si los coeficientes de Fourier de una fun- 
ción de cuadrado integrable son todos iguales a cero, dicha función no es necesa- 
riamente cero idéntico, sino que es equivalente a él. 

Ambos corolarios están demostrados. 

De la igualdad de Parseval (58.51) se infiere una vez más (independientemente 
del teorema 2 en el p. 55.2) que los coeficientes de Fourier de la función f(x) tienden 
a cero (pues el término general de la serie convergente (58.51) siempre tiende a cero) 
con la peculiaridad de que esto tiene lugar sólo para las funciones de cuadrado in- 
tegrable en el segmento [— r, x}. Por cuanto toda función, continua en el segmento 
[=w, ri, es a la vez una función de cuadrado integrable, para ella es también válida 
afirmación del primer corolario del teorema 12; esta función se desarrolla en serie 
de Fourier que converge a ella en el sentido de la media cuadrática y para ella es 
lícita la igualdad de Parseval (58.51). 

Mientras tanto el segundo corolario para las funciones continuas puede ser con- 
siderablemente reforzado. Enunciémoslo en forma de un teorema. 
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Teorema 13. Si todos los coeficientes de Fourier de una función continua en el 
segmento |—x, x] son iguales a cero, la misma función es idénticamente igual a ce- 
ro. 

Corolario (teorema sobre la unicidad del desarrollo de una función continua en 
la serle de Fourier). S/ dos funciones continuas tienen iguales coeficientes de 
Fourier, son idénticamente iguales. 

DEMOSTRACION. Si la función /(x) es continua en el segmento [—x, 1] y todos los 
coeficientes de Fourier de la misma son nulos, de la igualdad de Parscval (58,51) te- 
nemos VI y, = 0. Pero la seminorma del espacio RL¿(—x, ] en el conjunto de 
funciones continuas interviene como una norma (véase el ejemplo 9 en el p. 57.4), 
por lo cual f(x) = 0 para cualquier xe (—x, xl. 

El corolario se desprende de lo que la diferencia de dos funciones, cuyos coefi- 
sientes de Fourier son iguales, tiene coeficientes de Fourier nulos y, por ende, es ce- 
o idéntico. D 

OBSERVACIÓN 1. Los teoremas 12 y 13 se han formulado con referencia al sistema 
trigonométrico de funciones. Las afirmaciones similares son válidas, por supuesto, 
para cualquier sistema ortogonal completo de funciones, es decir, para un sistema 
¿que forma una base ortogonal en el espacio Lla, b]. En particular, las afirmaciones 
análogas subsisten para los desarrollos de las funciones según polinomios de Le- 
gendre (véase el ejemplo 2 en el p. 58.3) en el espacio L,|— 1, 1]. Por ejemplo, si to- 
dos los coeficientes de Fourier de una función continua en el segmento [—1, 1) se- 
gún el sistema de polinomios de Legendre son nulos, dicha función será igual a cero 
en todo punto del segmento (—1, 1]. Las demostraciones de las afirmaciones seme- 
jantes pueden efectuarse siguiendo el mismo esquema que se ha usado anteriormen- 
te, 


OBSERVACIÓN 2. El hecho esencial y fundamental que ha permitido demostrar el 
teorema 12 consiste en la completitud del sistema trigonométrico en el espacio 
Lal- 7, x), la cual, a su vez, se basa sobre la posibilidad de aproximar en el segmen- 
to [— x, x), con cualquier grado de precisión en el sentido de la media cuadrática, 
toda función de cuadrado integrable en dicho segmento por una función contin 
de periodo 2r (véase el lema 16 del p. 57.10). Entre tanto, el empleo de la teoría ge- 
neral sobre el desarrollo según sistemas ortogonales en el espacio de Hilbert tenía,de 
hecho, sólo carácter terminológico y permitía realizas y anotar los razonamientos 
en una forma más breve e ilustrativa. A título de ejemplo de un concepto que es 
muy cómodo, al considerar los problemas estudiados, indiquemos, ante todo, el de 
espacio lineal normalizado (en particular, del espacio prehilbertiano) y, por consi- 
guiente, el concepto de norma. La introducción de estos conceptos permitió expo- 
ner la teoría de desarrollos según los sistemas ortonormalizados independientemen- 
te de su forma concreta, Estos conceptos tienen también las más diversas aplica- 
ciones en diferentes apartados de las matemáticas. 

En conclusión, haciendo uso de los resultados obtenidos, demostremos un teore- 
ma más, “ 

Teorema 14. Supongamos que la función f es continua en el segmento [—x, 1]. 
Si su serie de Fourier converge uniformemente en el segmento |- x, x), la suma de 
dicha serie será igual a la función f. 
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DEMOSTRACIÓN. Sea 


19-24 Y ancosnx + b,sennx 
s, 4 


ES 


la suma de la serie de Fourier de la función f. 

Ante todo, la función S(x), como una suma de la serie convergente de las fun- 
ciones continuas, es también continua. Luego, en virtud del teorema 1 del p. 55,1, 
los números ag 4 bp, n = 1,2, . . .., constituyen los coeficientes de Fourier de la 
función Sx). 

De este modo, dos funciones f y S, continuas en el segmento |— x, x] tienen coc- 
ficientes de Fourier iguales y por esta razón, en virtud de lo dicho anteriormente, 
coinciden en todos los puntos del segmento [-r, r]: f(x) = SO), 
<x<r.O 


$8.7. TRANSFORMACIÓN DE FOURIER 
DE LAS FUNCIONES INTEGRABLES EN CUADRADO. 
TEOREMA DE PLANCHEREL 

Si el cuadrado dela función fes integrable en todo el eje real, la propia función, 
en el caso general, no es absolutamente integrable en todo el eje, lo que muestra el 
ejemplo de la función 

1 
UEZ 

Por eso, en virtud de la teoría de transformación de Fourier expuesta en el $ 56, 
no puede afirmarse la existencia de la transformación de Fourier para las funciones 
del espacio L(— œ, œ). Mostremos que en este caso se puede definir la transforma- 
ción de Fourier en cierto sentido generalizado. Previamente nos detendremos en la 
definición del espacio L,(=0w, œ) para las funciones de valores complejos. 

Sean f y g dos funciones continuas de cuadrado integrable del módulo en todo el 
eje que toman, por regla general, los valores complejos. Su producto escalar se de- 
termina en este caso según la fórmula 


V.a) 


Se comprueba con facilidad que todas las propiedades, de las cuales debe disponer 
un producto escalar en un espaciodineal complejo (véase el p. 57.7), en el caso dado 
se cumplen. 

espacio L¿(—«», œ), que se considera en este punto, se definirá como 
complemento de un espacio prehilbertiano de funciones continuas de valores 
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complejos con cuadrado del módulo integrable en todo el eje y producto escalar in- 
dicado (compárese con el teorema 6, p. 57.10). Con L/1 se designa en este párrafo la 
norma del elemento fe L,(—%, +02), es decir, 
n =0.D, 
y asimismo la seminorma n 
1M= | (sora 


pora as feos de condor del más obran toda ele Anteriormen- 


puede 
funciones. La afirmación análoga es válida también para el espacio L, de funciones 
de valores complejos, con la particularidad de que la seminorma 1/1 de las fun- 
ciones f coincide con la norma del elemento del espacio L4, al cual pertenece (en el 
sentido análogo al indicado en el p. 57.10) la función f. No nos detendremos en la 
demostración de estos hechos y no los utilizaremos en adelante. 

Una función de valores complejos f(x) = p(x) + ¿W(x), donde p(x) y Y(x) son 
funciones reales, ~œ < x < +0», se llamará función escalonada finita, silo son 
las funciones p(x) y y(x) (véase la definición 7 en el p. 55.2). En lo que sigue las 
funciones escalonadas finitas se llamarán, para abreviar, simplemente escaloni 

sea des cons clnr 09 10 ire roads 
forma de una combinación lineal finita de las mismas funciones de un escalón (véase 
el p. 55.2) que toman los valores 1 y O. o e poda ss e 
ciones no vacías de los semiintervalos, donde las funciones p(x) y Y (x) quedan cons- 
tantes. Dichas intersecciones son también semiimtervalos (x, _ p, x4), K = 1, 
2, . .. , n, donde quedan constantes simultáneamente las funciones p(x) y Y(x). 
Por eso, si dla xp ¡<< 2 
iiin f LETTER ETEN 

kel2....n 
son las correspondientes funciones de un escalón, existen tales números reales Xy, 
B= 1,2... pn, que 


r= Dro). Y Y uo. 
M e 


De aquí se deduce que toda función de un escalón de valores complejos 
Sæ) = plx) + Ip) es representable en forma de 


10= Y sao, (58.56) 


donde E, = M + ip k = 1,2, n, son números complejos. 


Lema 6. Sea f una función escalonada de valores complejos y sea FI/] su trans- 
Jormación de Fourier, entonces ai 


INI = YA. 


396499 
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DEMOSTRACIÓN, Si la función f viene dada por la fórmula (58.56), se tiene 
w= J sod = 


- El PA [jor dx= A CATAN (58.57) 


o A 
j AFA = f a 1 1007 vaz f Teva = 


AR Dail maye 
z) soia | eb dy 


-1 ii so A D dxdt. (58.58) 


Todas las transformaciones son verídicas hai; puesto que todas las integrales se cal- 
culan, de hecho, dentro de los limites finitos. 

Por cuanto las partes real e imaginaria de la función /(x) satisfacen las condi- 
ciones del teorema sobre la representación de funciones mediante la integral de 
Fourier (véase el teorema 1 en el p. 56.1), resulta, pues, que para todo x, a excep- 
ción dex = xy, k = 1,2, . . „n, se tiene (véase la demostración del teorema cita- 
do) 


mtd a a 


tm! [as 


Se pone de manifiesto que en virtud de lo observado y teniendo presentes nuestras 
suposiciones acerca de la última integral (58.58), podemos pasar al limite bajo el sig- 
no dela integral exterior para y — +0». No obstante, el teorema correspondiente 
no tue demostrado en el presente curso, a consecuencia de lo cual nos vemos obliga- 
dos a realizar ciertos cálculos complementarios. Sustituyendo (58.56) en (58.58), 0b- 
tenemos 


| uno È e ef EEP 
g 2 TS 


. e = 
-1 2 PA |a af La. (58.59) 
PR 


q aeia 
Analicemos el comportamiento de cada sumando de la suma obtenida cuando 
1 — +œ, Sij = k, entonces, cambiando el orden de integración (fig. 242) y efec- 


Fig. 242 


tuando la integración respecto de la variable x, obtendremos: 
pi na) 


(véase el p. 54.4), se tiene 


a sx) 
yl A 
Luego, evidentemente, y 
a — 0096027 1 = 0, 


32" 
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Jim |a f EM e m 0. 


Sea, para concretar, x) _ , < x) € Xy _ , < Xp Para otras disposiciones de los se- 
miintervalos (x; — y, x) y bx. yx): donde las funciones quedan constantes, la de- 
mostración es ánáloga. Cambiando de nuevo el orden de integración y realizando la 
intrgración respecto de x (fig. 243) obtendremos, recurriendo a los razonanientos 


wa-a 


NP = 1k FIFA: = j FUN dy = 


É 40 -x-)= 160 


ds 
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Lema 7. Sea f una función de valores complejos, continua en el segmento la, b] e 
igual a cero fuera de dicho segmento; existe una sucesión de tales funciones escalo- 
nadas p,n = 1,2... , que 


lim lp — 9,8 = 0. 


DEMOSTRACIÓN. Para las funciones reales dicha afirmación se desprende del 
lema 14, p. 57.10. Supongamos ahora que p = u + iv es una función de valores 
complejos continua en el segmento [a,b]; en este caso las funciones reales u y v son 
también continuas en el segmento (a, b). Por eso, existen tales sucesiones de fun- 
ciones escalonadas {u} y [v,] que tu — 4,1 — Oy ly — vol — Ocuandon — œ. Si 
Es que p, = u, + in entonces lp — pal < lu — uf + ly — Y, 1, de donde 
lp — el — O cuando n — œ. O 

Lema 8. Supongamos que una función de valores complejos y es continua en el 
segmento |a, b] y es igual a cero fuera de él, en este caso 

Vo]! = Lol 
DEMOSTRACIÓN. Sea y, una sucesión de funciones escalonadas de tal género que 
imle- p, =0 
(véase el lema 7), entonces, en virtud de la continuidad de la norma, 
= lgl. (58.60) 


Entre tanto, de la desigualdad de Cauchy — Buniakovski obtenemos 
ia 


è è yiye 
fiese- soar < (far) (fino - sorar) - 


A n 
= (bal (freo - vorar) 


y, por consiguiente, š 

im [19,00 — vGldx = 0, 

es decir, la sucesión [e] converge en media hacia la función y y converge en el senti- 
do de L}. Por esta razón, si 

Y=Flel, Y, = Fled n=1,2.. 


entonces la sucesión de las funciones continuas (Y,) (véase el corolario del lema 4 en 
el p. 56.7) converge uniformemente hacia la función y, la cual es, debido a esto, 
continua en todo el eje numérico. Además, en virtud del lema 6, 

yyl = be,t. (58.61) 


De aquí proviene, en particular, que las funciones continuas y, son funciones de 
cuadrado integrable del módulo, es decir, pertenecen al espacio L¿(—», +o). 
“Ahora, las funciones Y,» n = 1,2, . . . , forman una sucesión fundamental en el 
espacio L,(—0o, +). Esto se deduce de lo que la sucesión (+) converge en media 
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en el sentido de L, y también de la igualdad _ 
í 19,0) — Yn 0)1?dy = T 19,0) = Pm 0)l?dy, 


a cual también proviene del lema 6, pues Ia diferencia entre las funciones escalona- 
das es asimismo una función escalonada. 

'Mostremos que la sucesión (y,) converge hacia la función y también en el espa- 
cio Ly. En efecto, siendo e > O fijo, existe, por ser la sucesión (y,) fundamental, tal 
número n, que para todos los n > 7, y m > 7, se cumple la desigualdad 


LARRA T 14,0) — HO) dy < e. 
A ROA > 0 tendremos 
í 19,0) — Y WIP dy < e. (58.62) 
AA A A 


paie aare A de gr pa œ. De resultas tendre- 
mos 


Í 10) — VONA < £. 


Ahora, haciendo tender c hacia +00, obtendremos que para n > n, se verifica 
la desigualdad 


| 14,0) - vOMdy < e, (58.63) 


lo que precisamente significa la convergencia en media, en el sentido de L, de la su- 
cesión (4,) hacia la función y. 

De lo demostrado se deduce también que y € L¿(—0», +o). Efectivamente, en 
virtud de (58.61) y (58.63). 


WS MY yl + dE < +00. 
Por fin, de la desigualdad (57.18) obtenemos, teniendo presente que 


TETUN (58.60) 


De (58.60), (58.61) y (58.64) se infiere que 
1 = 101. O 


Teorema 15 (de Plancherel”). Supongamos que y es, una función continua de 
cuadrado integrable del módulo en todo el eje numérico y sea 


9 M. Plancherel (1885 — 1967), matemático suizo. 
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MO = 75 f Poio, M> 0. 


du 
Entonces: 
1) la función Y y) es también continua y de cuadrado integrable en todo el eje 
jumérico; 
2) cuando M — +œ, las funciones Y yy convergen en el espacio L,(=%, +%) 


hacia cierto elemento ye Lía, +=) Y 
= Ml 


i Q), a [-M,M) 
a (P0  xel-M,M, 
ot K s xg[-M,M, 
será obvio que 
vu = Fler» 
o PL, +a), (58.65) 
e (58.66) 
De conformidad con el lema 8, 
Ud = hed, M>0, (58.67) 
Ihan = hal = leu, — Pag do M, >0, M,> 0. (58.68) 


De (58.65) y (58.68) proviene, en virtud de que el espacio L¿(—0o, +00) es 
completo, que existe un límite (¿por que?) 


lm Y = YenL (0, +00). 


Pro 
Por ser continua la norma, 
sa Id = 14 (58.69) 


de (38.66), (58.67) y (58.65) tenemos 

A = 1.0 

El elemento y € L¿(—«o, +0»), obtenido en el transcurso de la demostración, lo 

llamaremos también transformación de Fourier de la función continua dada 
$EL¿(—0, +09) y anotaremos 

ý= Fle). (58:70) 
Esta notación es natural, puesto que si la función y es, además, absolutamente in- 
tegrable, entonces „lim _ Y y coincide con la transformación de Fourier ordinaria. 
En efecto, en este caso 


im, | leut — pldlax = 0. 


w Bases ortonormalizadas y desarrollos según ellas 


Por consiguiente, las funciones Y,y = Fle,¿l convergen uniformemenie, cuando 
M — œ, bacia la transformación de Fourier Fle] de la función p. Como vimos, yy 
converge en media en el sentido de L, hacia la función y; de aquí no es dificil con- 
vencerse de que y = Fl] (compárese el razonamiento análogo en la demostración 
del lema 8). 

La transformación de Fourier (58.70) está definida por ahora sólo para aquellos 
elementos p € L(—o», +), que representan en sí funciones continuas de cuadra- 
do integrable, sin embargo por su continuidad puede ser extendida a todo el espacio 
L¿(—o», +0»). En efecto, sea p un elemento arbitrario del espacio L,(— 0, +09). 
De acuerdo con la definición del espacio L¿(—<», +0»), el conjunto de funciones 
continuas es denso en él. Por consiguiente, existe una sucesión de funciones conti- 
nuas 

eLo, +0), md 22... 


tal que lm w, = p, es decir, lim N I= 0 
Sea Fle,) = Van = 1,2, . . . . En virtud del teorema Plancherel, 
Wn- Yal = lo, — Pnl, nm = 1,2, 
por lo cual la sucesión (Y,) es fundamental en L, y, por ende, es convergente, Sea 
y = lim Y Por definición suponemos 
Y = Fiel (58.71) 


) n = 1,2, ... , es alguna otra sucesión de funciones 
,, +œ) converge al elemento p, y si ý} = Fl), entonces 


SippaL(—e, + 


len- ent = 19, — Y 

tenemos lim Y = y. De este modo, la definición (58.71) no depende de cómo se 
elige la sucesión de funciones continuas que converja hacia el elemento y. 

Para cualquier p € L¿(—o», +0) resulta válida la igualdad 

IFipli = lol, 

10 cual proviene inmediatamente de que esta igualdad tiene lugar para las funciones 
continuas p € L¿(—0», +00) y de la continuidad de la norma. 

Luego, es fácil comprobar que la transformación de Fourier F es lineal en 
Lo, +), es decir, 


Fine, + Me = NFIA + Fe) 


para cualesquiera y, y p de L¿(—w», +0») y cualesquiera números »y y Ay. Esto es 
cierto para las funciones escalonadas. Ellas forman en L¿(— œ, +0») un conjunto 
dénso. De aqui, la igualdad citada se obtiene pasando al limite para cualesquiera 


elementos del espacio L¿(—=», +0). 
Por fin, la transformación de Fourier aplica el espacio L¿(— œ, +o) sobre sí 
mismo, cs decir, cualquiera que sea el elemento y € L¿(—0o, +00), existe un ele- 
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mento p € L—o», +09) tal que Fl] = y. Con el fin de probarlo, se debe definir, 
empleando el mismo método que se ha utilizado para la transformación de Fourier, 
en el espacio L¿(—c», + co) la transformación de Fourier inversa F™ ! y mostrar que 
para todo elemento y € L4(— o, +o) se verifica la igualdad IF=!Y]I = Iyi. A 
continuación, se puede mostrar que 


FIA Y y FAME = Y 


para cualquier y € L¿(— œ, +œ), partiendo de que esto es cierto sobre un con- 
junto de funciones escalonadas que forman en L,(—0», +02) un conjunto denso, 
Si, ahora, tomamos, para el elemento Yel (=œ, +œ), un elemento 
p = F”![Y), entonces obtendremos Alp] = y, lo que precisamente significa que la 
transformación F aplica todo el espacio L¿(— o», +o) sobre sí mismo. 

Al resumir todo lo dicho, llegamos al siguiente teorema, 

Teorema 16 (de Plancherel). La transformación de Fourier F es lineal y aplica 
biunivocamente el espacio L,(— wm, +0) sobre si mismo, con la particularidad de 
que para cualquier elemento y € L,(—0», +o) se verifica la igualdad 


MEE]! = lol. 


$ 59. FUNCIONES GENERALIZADAS 
39.1. RAZONAMIENTOS GENERALES 


Se considerará en este párrafo una generalización del concepto clásico de una 
función, a saber, el concepto de función generalizada. Ha surgido en el proceso de 
resolución de ciertos problemas físicos y en los últimos años se ha arraigado en las 
matemáticas rápida y sólidamente. Con ayuda de este concepto la transformación 
de Fourier puede extenderse a una clase de funciones más amplia que las funciones. 
absolutamente integrables o de cuadrado integrable. Permite formular en el len- 
guaje matemático tales nociones idealizadas como, por ejemplo, densidad de una 
carga puntual, densidad de un punto material, impulso instantáneo, etc. 

Explicaremos esto más detalladamente. Al estudiar fenómenos físicos 
sirviéndonos del aparato matemático, hemos de recurrir inevitablemente a ciertas 
abstracciones matemáticas, en particular, emplear la noción de punto. Hablamos, 
por ejemplo, de una masa concentrada en el punto dado de un espacio, de una fuer- 
za aplicada en el momento dado de tiempo (es decir, en el punto dado del eje a lo 
largo del cual se calcula el tiempo), de una fuente puntual de tal o cual campo fisico, 
etc. Esto resulta ser cómodo al emplear el aparato matemático, aunque en tal caso 
reproducimos una situación que no es del todo exacta: cualquier masa tiene un volu- 
men bien determinado, toda fuerza actúa durante un determinado lapso, cualquier 
fuente de un campo tiene dimensiones determinadas, etc. Resulta pues que, para cs- 
te enfoque del estudio de los fenómentos físicos, los métodos clásicos de las mate- 
máticas son insuficientes. A veces nos vemos obligados a introducir nuevos concep. 
os matemáticos, crear un aparato matemático nuevo. 
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Examinemos, a título de ejemplo, la acción de una fuerza “instantánea”. Su- 
pongamos que en el instante £ = O un cuerpo de masa m + 0 ha experimentado la 
acción de una fuerza que le comunicó la velocidad y + O, después de lo cual la ac- 
ción de la fuerza se dio por terminada. Al designar mediante F(£) la fuerza que ac- 
tía contra el cuerpo al instante de tiempo £, obtenemos F(t) = O cuando £ + O. 
“Trataremos de determinar cuál es la fuerza F(t) cuando £ = O. Según la segunda ley 
de Newton, la fuerza es igual a la velocidad de variación de la cantidad de movi- 
miento respecto del tiempo 


dimy) 
E 


y, por consiguiente, para cualquier momento de tiempo r, 0 < 7 < +00, se tiene 
| FO dt = mv. (59.1) 


Como límite inferior de integración se ha elegido — œ; por supuesto, podemos to- 
mar en lugar de ~œ cualquier número a < 0, por cuanto hasta cl momento de 
tiempo £ = O el cuerpo se encontraba en reposo. 

Fijemos nuestra atención en que desde el punto de vista de la matemática clásica, 
es decir, desde el punto de vista de aquel concepto de integral que hemos estudiado, 
la igualdad (59.1) está privada de sentido: la función F(x) es igual a cero en todos 
los puntos, salvo en / = O, por eso la integral que figura en el primer miembro de la 
fórmula (59.1) y que se considera como impropia es igual a cero, mientras que el se- 
gundo miembro de esta igualdad no es nulo. Por otra parte, partiendo de los razo- 
namientos fisicos, es natural esperar que la igualdad escrita tiene un sentido deter- 
minado. Esta contradicción significa que nos encontramos fuera de las posibilida- 
des de emplear el aparato matemático conocido y han de introducirse algunas 
nuevas nociones matemáticas. 

Supongamos, para simplificar, que la cantidad de movimiento adquirido por el 
cuerpo es igual a la unidad, es decir, mv = 1. En este caso la fuerza F(/) que actúa 
contra el cuerpo se designará mediante 5(1), por lo cual, la fórmula (59.1) tendrá 
por expresión 


| Odami, r>0. (59.2) 


La función 8(1) se llama corrientemente función delta (función 3) o función de 
Dirac”. 

Con el fin de examinar detenidamente la cuestión, supongamos que el cuerpo es- 
tá accionado no por una fuerza instantánea, sino por cierta fuerza constante que 
actúa contra el cuerpo durante el lapso de tiempo de —z hasta O (e > 0); esta última 
se designará con 3,((). Supongamos también que esta fuerza comunica al cuerpo la 
misma cantidad de movimiento, igual a la unidad. En otras palabras, distribuyamos 


9 P. Dirac (n. 1902), fisico inglés. 
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la fuerza buscada ô(z) por un intervalo de tiempo de longitud z. Hallemos la fuerza 
8/0. 

De acuerdo con el principio de conservación de la cantidad de movimiento, para 
cualquier tiempo 7 > 0 tenemos 


í Ora 


Por cuanto la fuerza ô,(£) es nula fuera del segmento [— 2, 0] y constante dentro del 
segmento citado, se tiene 


= | óMd= | BAd = eMe), =e <1 <O. 
Por ello 


smale (59.3) 
0, si f< -e obien 1>0. 


Es natural suponer que la fuerza instantánea 5(() se obtiene de la “fuerza distri- 
bución" 5,(£), pasando al límite para £ — 0, es decir, 


bU) = ln, 540, 


+œ, si 1=0, 
w- ( (59.4) 
o sro 


Esta formula no permite obtener la (59.2), haciendo uso de las definiciones co- 
nocidas de la integral (propia o impropia). El hecho de que la función es nula en to- 
dos los puntos, a excepción de uno, donde ella es igual al infinito, y a la vez otro 
hecho, consistente en que la integral de dicha función es igual a la unidad, contradi- 
cen, uno al otro dentro de los marcos de la matemática que hoy día se llama dásica. 
Esto nos lleva a la conclusión sobre la necesidad de introducir un concepto nuevo, el 
de “integral” (59.2). 

Desde el punto de vista físico es natural considerar que là cantidad de movimien- 
to comunicada al cuerpo por la fuerza instantánea 5(1), es decir, la integral (59.2), 
es un límite de la cantidad de movimiento comunicada al cuerpo por las fuerzas 3,(() 
distribuidas en tiempo, cuando el lapso de su accionamiento tiende a cero, es decir, 
cuando e — 0. Por eso pongamos, por definición, 


entonces 


j ódde= lim | addi, 7>0. 


De aquí, en virtud de la igualdad | 5.(1)dt = 1,7 > Oparatodos > 0, pro- 


viene precisamente la igualdad (59.2). 
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De este modo, cuando se dice que la integral (59.2) de una función delta es igual 
a la unidad, esta integral debe entenderse como límite de las correspondientes in- 
tegrales ordinarias de las funciones 5, cuando £ — +0. 

Resulta útil dar, de un modo análogo, la definición de las “integrales”? más ge- 
nerales, a saber, de las integrales del tipo 


| HO0/Odt, -a<r<+o, (59.5) 
donde f(t) es una función continua. A saber, definamos el simbolo (59.5) mediante 
la igualdad 

| EOS di = lim | 50SWdr. (59.6) 
Para demostrar que esta definición es correcta, se debe probar que el límite 
(59.6) siempre existe. Más aún, probemos que 
JO) para r>0, 


ln, f BOI ( (59.0 
e O parar <0. 


sa pino > 0 09) et, 
|| sowa- -s| = E i 14-12 Í a| < 


7 

f 10 = AON de. (s 
Por ser la función /(x) continua cuando x = O, para cualquier y > 0 existe tal 
£, > O que para todo £ que satisfaga la condición Îrl < £, se cumple la desigual- 
dad 


WU) - SON <n. 


< 


nto 


Por ello, para cualquier € < £,, de la desigualdad (59.8) proviene que 


| f sosna -so <1 f di=x. 


La igualdad (59.7) queda demostrada para 7 > O. Se demuestra de modo aún 
más fácil cuando 7 < 0. 

Asi pues, de la definición (59.6) se deduce que para cualquier función continua 
Jir) es válida la fórmula 


39.1. Razonamientos generales 7] 


f SO) para 720, 
| sovoa=[ 
3 O para 7<0 


La fórmula (59.2) se desprende de aquí cuando f(r) = 1. 
Si ponemos 
1 para 120, 
«n= { (659.10) 


O para 1<0, 
la fórmula (39.9), pafa f(£) = 1, se escribirá en la forma 


n= | sar. (59.11) 


La función 0(£) lleva un nombre especial: se llama función de Heaviside”), Al calcu- 
lar la derivada de la función 0(1), de acuerdo con la definición clásica de derivada, 


de (59.10) obtenemos 
æ para 1=0, 
Mm { (59.12) 


O para 10. 


No sería correcto afirmar a base de lo dicho que 9” (£) es una función delta, puesto 
que la función A(1) se define no sólo por la función (59.4), pues incluso desde el 
punto de vista físico está claro que de esta sola fórmula no puede provenir que la 
fuerza $(£) comunica al cuerpo en consideración una cantidad de movimiento que es 
precisamente igual a la unidad. No obstante, es cómodo poner, por definición, 


90) =50). 


Aparte de la igualdad (59.12), esto se justifica por el hecho de que en tal caso queda 
en vigor la fórmula fundamental del cálculo integral que restablece la función a par- 
tir de su derivada, o sea, la fórmula de Newton — Leibniz. En efecto, ahora la 
fórmula (59.11) puede ser escrita en la forma 


A= | rodie -e<r<+o 


(observemos que ((—0») = 0). 

Ha de notarse que no hemos dado la definición matemática precisa de la propia 
función 5(£) en su calidad de función de un punto (se ha observado anteriormente 
que la fórmula (59.4) no constituye tal definición); esto es imposible en general, 
puesto que la función delta es un concepto de distinta naturaleza. Entre tanto, fue 
definida por nosotros no la función (1), sino la “integral” (59.5). No es por casuali- 
dad. Para varios problemas de física resulta característica una circunstancia consis- 


O. Heaviside (1850—1925), fisico inglés. 


slo $ 59. Funciones generalizadas 


tente en que las funciones, introducidas con el objeto de describir uno u otro obje- 
to, sólo tienen sentido en la medida de que el sentido fisico inmediato lo tienen cier- 
tas integrales de dichas funciones. Las funciones generalizadas surgen, pues, como 
cierta generalización de una familia de integrales del producto de dos funciones, una 
de las cuales es fija y la otra puede elegirse arbitrariamente de cierta totalidad. 
Asi pues, hemos definido un concepto nuevo, el de integral de la función delta 
(e, incluso, el concepto más, general de integral del producto de una función conti- 
nua por la función delta). Esto no es una integral ordinaria, es decir, no es un límite 
de ciertas sumas integrales, sino el limite de las integrales correspondientes, o bien, 
hablando metafóricamente, “un límite de los límites de sumas integrales”. En 


otras palabras, para definirla integral | 5(x1/0x) dxse debe añadir al paso límite, 
que da el valor de la integral | SAG dx, un paso limite más para e — O. Aquí 


se observa una analogía peculiar con la definición de la integral impropia: partiendo 
de la definición conocida de la integral, obtenemos, con ayuda de un paso límite 
complementario, el nuevo concepto matemático. Por supuesto, los pasos límite 
complementarios en estos casos son diferentes, lo que conduce a los distintos con- 


ceptos. 

Al definir de un modo nuevo el simbolo (59.5), nos encontramos dentro del 
circulo de las definiciones matemáticas acostumbradas que hacen más amplio el ba- 
Saje de conceptos que hemos tratado anteriomente; hemos logrado establecer una 
propiedad interesante de la función 5(£) (véase (59.9)): dicha función pone a toda 
función continua f(1) en correspondencia un número /10), es decir, 5(£) puede con- 
siderarse como una función definida en el conjunto de todas las funciones conti- 
nuas, Las aplicaciones cuyos dominios de definición representan en sí ciertos con- 
Juntos de funciones llevan el nombre de funcionales. La función delta es precisa- 
mente uno de los más simples ejemplos de funcionales. Las funciones generalizadas 
mencionadas al principio de este punto, se llaman funcionales del tipo determinado 
(véase el p. 59.2). 

Según se vio, las propiedades de la función delta se determinan por las propieda- 


des de las funciones 5/(x). Si tomamos e =Ln = 1,2, ... , se obtendrá una suce- 


sión de funciones la cual, al igual que las sucesiones análogas a la mencionada en un 
sentido determinado, se llama sucesión en delta (a definición precisa de las suce- 
siones en delta se dará más abajo; véase el ejercicio 6 en el p. 59.3). Cualquier suce- 
sión en delta puede servir para definir la propiedad (59.9) de la función delta. Cabe 
notar que ya nos encontramos antes con las sucesiones en delta: a título de ejemplo 
detal sucesión sirve la sucesión de los núcleos de Fejer $,(n), n = 1,2, ... . Sin em- 
bargo, no fijamos nuestra atención en las sucesiones de esta indole, por cuanto ellas 
no fueron el objeto de estudio especial y desempeñaban un papel auxiliar, 
Pasemos ahora al estudio sistemático de las funciones generalizados. Algunas de 
las funciones generalizadas han aparecido primeramente en las obras de P. Dirac y 
otros fisicos en calidad de un método simbólico para describir ciertos fenómenos 
físicos. Con el fin de emplear estos conceptos a titulo de método de la investigación 


39.2. Espacios lineales con convergencia su 


teórica, tuvo que surgir la necesidad de crear la teoría de funciones generalizadas, lo 
que se ha hecho. La teoría de las funciones generalizadas es ahora un aparato mate- 
mático muy útil, Con ayuda de esta teoría se ha logrado resolver toda una serie de 
problemas que no podían ser resueltos mediante los métodos antigous. En el presen- 
te las funciones generalizadas se utilizan ampliamente tanto en las inverstigaciones 
aplicadas como en las matemáticas puras. 

En los puntos ulteriores de este párrafo expondremos los fundamentos de la 
teoria general de las funciones generalizadas, elaborada por S. L. Sóbolev y 
L. Schwartz". 


59.2. ESPACIOS LINEALES CON CONVERGENCIA. 
FUNCIONALES. ESPACIOS CONIUGADOS 


Definición 1. Sea X cierto conjunto y supongamos que en la totalidad de todas 
las sucesiones [x,) de sus elementos, x, € X, se ha distinguido una clase de su- 
cesiones, llamadas convergentes, y a toda sucesión convergente se le ha puesto en 
correspondencia un elemento x € X, llamado límite de dicha sucesión, 

Si en este caso se cumplen tres condiciones: 

1) cada sucesión de elementos del conjunto X puede tener no más de un límite; 

2) toda sucesión del tipo (X,X, x, «.. , X, -.» ) es convergente y el elemento x es su 
limite; 

3) toda subsucesión de una sucesión convergente es también convergente y tiene 
el mismo limite que toda la sucesión, 

entonces el conjunto X se denomina espacio con convergencia. 

Las condiciones 1, 2 y 3 se llaman axiomas de Fréchet*"” 

Si x es el límite de la sucesión (x,), entonces, como siempre, se escribe 

x= lim x, 

Definición 2. Un espacio lineal X se liama espacio lineal con convergencia, si es 
un espacio con convergencia, respecto de la cual las operaciones de sumación de los 
elementos del espacio y de su multiplicación por un número son continuas. 

Esto significa que para cualesquiera sucesiones convergentes (x,) e (y,) de ele- 
mentos de X, que tienen por límites x € X e y € X, respectivamente, y cualesquiera 
números A y e la sucesión (Ax, + ay,) es también convergente y 


d Ox, +) = Ne + y 


Además, si (A, es una sucesión numérica y lim », = A, entonces lim Aye = Ax 
para cualquier x € X. 

Como espacios lineas con convergencia pueden indicarse los espacios lineales 
normalizados; no obstante, existen espacios lineales con convergencia en los que no 


5. L. Sóbolev (n. 1908), matemático soviético; Schwartz L. (n. 1915), matemático 
francts. 


+») Fréchet M. R. (1878—1973), matemático francés. 
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puede introducirse una norma que engendra la convergencia dada de sucesiones. 

Definición 3. Las aplicaciones del espcio lineal X én el conjunto de números rea- 
les R (o en el conjunto de números complejos C) reciben el nombre de funcionales 
definidas en dicho espacio o funcionales sobre dicho espacio. El valor de la fun- 
cional f en el punto x del espacio lineal X se designa con (f, x), es decir, igual que el 
producto escalar de los elementos f y x en el espacio lineal X provisto de un produc- 
to escalar. 

Esta designación se justifica, en particular, por el hecho de que al producto esca- 
lar (y, x) es, cuando el elemento y es fijo, una funcional definida sobre el espacio 
mencionado X. 

Definición 4. Sea X un espacio lineal. La funcional f definida sobre este espacio, 
se llama lineal (con más precisión, lineal homogénea), si para cualesquiera elemen- 
tos x € X, y 6 X y cualesquiera números », p se cumple la condición 


UNa ay) = MU, x) + MU, y), 


Definición 5. La funcional f, definida sobre un espacio lineal X con convergen- 
cia, se denomina continua, si para toda sucesión convergente x, € X, lim x, =x, 
se cumple la condición e 


m dx=). 


Las funcionales, como cualesquiera funciones numéricas, pueden sumarse, mul- 
tiplicarse una por la otra, en particular, por un número. Por ejemplo, si f y g son las 
funcionales, entonces el valor de la funcional af + Bg (a y 8 son unos números) en 
el punto x e X se determina según la fórmula 


(af + Be, x) = aU, x) + Plg, x). 
Lema 1. Las funcionales continuas lineales forman un espacio lineal. 


DEMOSTRACIÓN. Sean f y g las funciones lineales y sean a y 8 unos números. 
Mostremos que af + 8g es también una funcional lineal: 


(af + Ba, Ne + ny) = alf, dx + py) + B Mx + py) = 
= ax) + 10,9) + BAG, x) + e y 
= Nay, x) + 8, x) + ulat, y) + B(8, y)) = 
= Maf + Be, x) + plaf + B8), Y) 
es decir, af + Bg es una funcional lineal. 

Supongamos ahora que f y g son funcionales continuas. Probemos que en 
este caso af + Ag es también una funcional continua. Sea lim x, = x. Entonces 
lim (f+ esx) = lim laU, x,) + 86,x,)) = 

=a lim Ux) +8 Um Gx) = 0U.x) + 88,0 = OS + 86,0. 


De este modo, en un conjunto de funcionales continuas lineales están definidas 
de un modo natural las operaciones de su sumación y multiplicación por un núme- 
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ro. El cumplimiento, para dichas operaciones, de los axiomas del espacio lineal se 
comprueba sin dificultades algunas. O 

En un espacio lineal de funcionales continuas lineales del espacio X el concepto 
de convergencia de las sucesiones se determina de la manera siguiente. 

Definición 6. Una sucesión de funcionales f „n = 1,2, ... se denomina conver- 
gente hacia la funcional f, si la sucesión de los valores de las funcionales f, conver- 
ge en todo punto x e X al valor de la funcional f en este punto, en otras palabras, 
e E li mej DS 
mero (f, x). 

De este modo, la afirmación lim f, = f es equivalente a la siguiente: 


lim Ux) = (/,x) para todox € X. 


Definida de este modo la convergencia de las funcionales, las operaciones de su 
sumación y multiplicación por un número son continuas (esto se deduce inmediata- 
mente de la linealidad de funcionales y de la propiedad de los límites de las suce- 
siones numéricas), y, por consiguiente, si introducimos el concepto de convergencia 
de las funcionales cónforme a la definición 6, resultará lícita la siguiente afirmación 
que se enunciará en forma de un lema. 

Lema 2. Las funcionales continuas lineales, definidas sobre un espacio con con- 
vergencia, forman también un espacio lineal con convergencia. 

Definición 7. Un espacio lineal con convergencia cuyos elementos son las fun- 
cionales continuas lineales, definidas sobre el espacio X, se llama espacio conjugado 
de X. 

Sean X e Y los espacios lineales con convergencia, con la particularidad de que 
todo elemento del espacio X es un elemento del espacio Y y supongamos que cual- 
quier sucesión x, € X, n = 1,2, ... , convergente en X hacia el elemento x, conver- 
ge hacia x también en el espacio Y. En este caso se escribirá 


xo Y. 


Definición 8. Se dice que una funcional continua lineal f, definida sobre el espa- 
cio X ~ Y, es prolongable al espacio Y en una funcional continua lineal, si existe 
tal funcional continua lineal F, definida sobre el espacio Y, que (F, x) = (f, x) para 
todo x e X (es decir, F = f en Y). En este caso.la funcional F lleva el nombre de 
prolongación de la funcional f. 

Ej Sean X e Y los espacios lineales con convergencia. Demúestrese quesi X ~ Y 
y el conjunto X es denso en el espacio Y (es decir, cada elemento del espacio Y es el limite en 
este espacio para la sucesión de elementos de X), entonces cualquier funcional continua lineal 
del espacio X, si se prolonga en una funcional continua lineal del espacio Y, es prolongable de 
un modo único. 


Igual que para las aplicaciones de cualesquiera espacios lineales, para los espacios 
con convergencia tiene sentido el congepto de aplicación lineal (operator lineal) de 
un espacio con convergencia en otro espacio de este mismo género (véase la defini- 
ción 17 en el p. 57.2). Introduzcamos, además, el concepto de aplicación continua 
de un espacio lineal con convergencia en otro espacio con convergencia. 
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Definición 9. Sean X, y X, dos espacios lineales con convergencia. La aplicación 
9 del espacio X, en X, (en este caso la aplicación se denomina también operador) se 
nee a en do 4E Xy Ah cualquiera que sea la sucesión x, € Xy, 

, 2,..., convergente en el espacio X, hacia el punto xp, la sucesión 
Sepia l converge en X, al elemento Wx). 

otras palabras, la aplicación $ es continua en el punto xp, side lim X, = ng 
proviene que lim 9(x,) = Hx- 

Lema 3. Sila aplicación lineal $ del espacio lineal con convergencia X, en el es- 
pacio lineal con convergencia X es continua en el cero del espacio X, será continua 
en todo punto de Xy. 

DEMOSTRACIÓN. Sea xp € X y lim x, = xp; entonces lim, (x, — xp) = 0. Por 


cuanto la aplicación 4 es continua en el cero, 
0290 


Ya que la aplicación 9 es lineal, se tiene 

Ur, — 1) = 90%) = 9010) 
y, por consiguiente, 
196) — PO! 


De este modo, la aplicación $ es continua en todo punto xy € X,. D 
Definición 10. La aplicación % de un espacio lineal con convergencia X, en otro 
espacio lineal con convergencia X, se denomina continua en X,, si es continua en 
todo punto del espacio X 
Para todo espacio lineal con convergencia X tienen sentido ls conceptos de se- 


O, dedonde lim ex) = #9- 


ri Y Mp 4, € X, n = 1,2, ...., de serie convergente y de suma de ésta, Estos 
a 
conceptos se introducen por analogía con el caso de los espacios lineales normaliza- 
dos, Esto resulta posible, por cuanto en las definiciones correspondientes de las pro- 
piedades de una norma se emplea sólo aquella que atestigua que en todo espacio 
normalizado queda definido el concepto de sucesión convergente, 
Los ejemplos de aplicaciones lineales y continuas de los espacios con convergen- 
cia se darán en el p. 59.6 y en el 59.7. 


59.3. DEFINICIÓN DE LAS FUNCIONES GENERALIZADAS. 
ESPACIOS D Y D’ 

Definamos, ante todo, un espacio lineal de funciones D que será el concepto 
principal en nuestros razonamientos. Con este fin consideraremos las funciones que 
vienen dadas en el conjunto de todos los números reales R y que toman valores 
complejos. 

El espacio D, que nos interesa, se compone de las funciones finitas infinitamente 
derivables (véase en el p. 55.2 la definición de funciones finitas). Todas las fun- 
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ciones finitas, siendo definidas del modo natural las operaciones de su sumación y 
multiplicación por un número, forman un espacio lineal, y las funciones finitas infi- 
nitamente derivables forman un subespacio de dicho espacio. Introduzcamos en es- 
te subespacio el concepto de convergencia de las sucesiones. 

Definición 11. Una sucesión de las funciones finitas infinitamente derivables $ ., 
1, 2, ... , Se llama convergente hacia la función finita infinitamente derivable 


1) existe un segmento |a, b), fuera del cual todas las funciones Y,» n = 1, 
2... , y V se anulan", 

2) en dicho segmento la sucesión de funciones p,. n= 1,2, ...., y las sucesiones 
de todas sus derivadas (0, n = 1, 2, ... , convergen uniformemente hacia la fun- 
ción y y a sus correspondientes derivadas p%, k = 1,2, ... , respectivamente, 

Una totalidad de las funciones finitas infinitamente derivables con la operación 
introducida de paso limite constituye un espacio lineal con convergencia, Esto se de- 
duce inmediatamente de las propiedades de los limites de funciones y de las pro- 
piedades de las sucesiones uniformemente convergentes. 

Definición 12. Un espacio de funciones finitas infinitamente derivables con con- 
vergencia introducida lleva el nombre de espacio D de funciones principales, 

Evidentemente, si p € D, toda derivada de la función y pertenecerá también al 
espacio D. 

Diremos además que si (p,) converge hacía y en D, entonces la sucesión fp) de 
Jas derivadas de cualquier orden k = 1,2, ... converge hacia g(% en D. Esta pro- 
piedad proviene directamente de la definición de convergencia en el espacio D. 

Como ejemplo trivial de una función del espacio D sirve la función igual a cero 
en todo el eje y como ejemplo menos trivial, la función 9,0) (fig. 244). 


à 
Le, à txl<a, 


emf (59.13) 
O si Ixl >a 


2, „ČP segmento lo, b contiene los portadores de todas las funcions y, Ya, 1 = 1 


aa 
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Ejercicios. 2. Demuéstrese que la función (59.13) es infinitamente derivable en todo el eje 


numérico (compárese con (37.25). 
3. Demuéstrese que con miras de lograr que para la función y € D exista una función 


Y 6 Dal que sea y = y, es necesario y suficiente que | w(t) dt = 0. 


Definición 13. Toda funcional continua lineal f, definida sobre D, recibe el nombre 
de función generalizada. 
Definición 14. Una funciona! f, definida en todo el eje real, se denomina local- 
mente integrable, si es absolutamente integrable en cualquier segmento finito. 
Si_f es una función localmente integrable y y € D, el producto f, es absolutamen- 
te integrable en todo el eje. En efecto, sea supp p C la, b] (véase en el p. $5.2 la de- 
finición del portador supp p de la función y); la función y es, obviamente, acotada; 
lew)! < C, -œ <x < +00, por lo cual 
. b è 
| Uew de= | Ifet)! de < C | 1/00) dx. 


Definamos, para la función localmente integrable /, la funcional (/, y) sobre D 
mediante la igualdad 


U= | Jawad. (59.14) 


Esta funcional es lineal y continua. Su linealidad es obvia; demostremos su conti- 
nuidad, Sea lim p, = en D. En este caso existe un segmento [a, b] tal que para 


todon = 1,2, ..., tienen lugar las inclusiones supp v, C la, b] y supp y C (a, bl; 
por eso 
10,0) - eS [ Vd) — 9,01 de = 
» » 
= JOa) — ell de < supp Ivt) = p0) 6 de — 0 


paran — œ, De este modo, a toda función localmente integrable f(x) le correspon- 
de una función generalizada (/, p) *; en este sentido toda función localmente in- 
tegrable puede considerarse como una función generalizada. 

Una función constante, es decir, tal función generalizada f que (f, y) 


= 0 | ple) dx, c es una constante, ¢ € D (en particular, la función nula), se ge- 
nera por una función localmente integrable f(x) = €, -œ < x < +0, 


9 En este caso suele decirse también que la función generalizada (/, p) se genera por la 
función f- 
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Recordemos que por funcional lineal se entiende siempre una funcional lineal homogé- 
nea. Por esta razón, la funcional f, que es igual a una misma constante e, en todos los elemen- 
tos de cierto espacio lineal X, aunque es una función lineal, no es, sin embargo, homogénea: si 
x€X, y eX, À y p son unos números, entonces para la funcional mencionada tendremos 
100 =J0) =J0x + my) =c. Si fuera lincal homogénea, debería verificarse 
FOX + w) = VO) + a) = A+ ple. Por cuanto para A+atl se tene 
FO% + py) + Mi) + WO) entonces la funcional f no es linealmente homogénea, Por 
consiguiente, una funcional, igual a una constante, no pertenece a la clase de funcionales que 
se considera. 

Ejercicio 4. Demuéntrese que dos funciones continuas en un eje numérico son distintas 
cuando, y sólo cuando, son distintas las funciones generalizadas engeodradas por las prime- 
ras. 


A veces, las funciones generalizadas se designan mediante el simbolo /(x). Esta 
designación es simbólica pura; no significa ni mucho menos el valor de la función 
generalizada en el punto x € R, sino sólo refleja el hecho de que las funciones gene- 
ralizadas son, en el sentido señalado más arriba, una generalización de las funciones 
localmente integrables) ordinarias; no se presupone ningún valou de la función ge- 
neralizada en el punto x. 

Para denotar el valor de la función generalizada f en el punto p = p(x) del es- 
pacio D, a la pas con la notación (/, p) se usa también la inscripción 


| Sed. (5915) 
De este modo, por definición, 
| Jawad = V.o). 


Esta igualdad constituye la definición del símbolo (59.15), el cual se lee formalmen- 
te como “integral del producto de f por y”. Dicha notación refleja el hecho de que 
las funciones generalizadas son una generalización de las funcionales ($9.14), donde 
J es una función localmente integrable. 


Ejercicio 5. Dmuéses que a funcional v.p. YA vs tmp 


alizada. (se denota habitualmente >- 


A título de otro ejemplo de una función generalizada consideraremos una fun- 
cional designada por 5 = (x) y llamada función delta (véase 59.1). 
Definición 15. Una funcional definida por la fórmula 


(6,4) = (0), pe D, 


se denomina función delta, 
La linealidad y continuidad de dicha funcional se comprueban fácilmente, No 
puede ser representada en la forma ($9.14), cualquiera que sea la función localmen- 
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te integrable f. Efectivamente, si se encontrara una función localmente integrable f 
tal que 


6,e)= | Jawad peD, 


entonces para csta función f y para la función y, dada mediante la fórmula ($9.13), 
tendriamos 


f SIP dx = A0) 


i (59.16) 
Mas, por ser la función f absolutamente integrable, 
lim, Í oldes 0 


(apor qué?) 


Luego, al observar que e a a 'a $ x < a, obtenemos 


| frea] = Ijo raet ij venas 


razón por la cual el primer miembro de la igualdad (59.16) tiende a cero cuando 
a — 0. mientras que el segundo miembro no tiende a cero. La contradicción obteni- 
da demuestra precisamente nuestra afirmación. De este modo, la reserva de fun- 
ciones generalizadas en el sentido indicado es mayor que el de funciones ordinarias, 

Definición 16. Una funcional que a toda función y e D le pone en correspon- 
dencia un número p(xp), donde xy es fijo, también se llama función delta y se denota 
mediante 5(x — xo). 

Recurriendo a la notación (59.15), podemos escribir 

| d- xo dde = ele), veD. 

Definición 17. Una totalidad de funciones generalizadas, al igual que toda totali- 
dad de funcionales, definidas sobre un espacio lineal con convergencia (véase el 
p. 39.2), forma un espacio lineal con convergencia conjugado de D. Se llama espa- 
cio de funciones generalizadas y se denota con D”. 

Asi pues, la convergencia de una sucesión de funciones generalizadas f, n = 1, 
» hacia la función generalizada f significa que 


lm Upe) = 4,0) 
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Problema 40. Sea /, € D”, n = 1, 2, ... , y supongamos que para cualquier función 
w « D existe un limite de la sucesión numérica (/,, y). Pongamos Flp) = lim, (/,, 9). Des 
mutstrese que F(p) es una función generalizada. 

En el p. 59.1 se han considerado las funciones ô,(x) que son, con evidencia, lo- 
calmente integrables. Hemos visto que poseen la propiedad de que para cualquier 
función continua en todo el eje œ, y por lo tanto, para cualquier función p € D se 
tiene 


(m 6e) = Jim, | Siole) dx = PO) = (5,0). 


Desde el punto de vista de las funciones generalizadas esto significa que en D’. 
lim ô, = 6%, 
ado 
De este modo, la función delta en el espacio D” es un límite de una sucesión de 
funciones generalizadas engendradas por las funciones localmente integrables. 
Ejercicios. 6. Supongamos que la sucesión de funciones absolutamente integrables /, (x), 


mo l,2,..., es tal que 
a) cualquiera que sea el número M > 0, para lal < M, Ibl < M, las magnitudes 


jrma], n=: 


están acotadas por una constante que no depende de a, b, n (sólo depende de M); 
b) cualesquiera que sean a y b fijos y distintos de cero, 
N 


lim (ydr = 


£ para a<b<0y0<a <b, 


1 para a<0<b. 
Las sucesiones de este género se denominan sucesiones en delta (fig. 245). 


9 Al igual que en el caso de las funciones ordinarias, el símbolo £ — +0 significa que la 
relación límite mencionada tiene lugar para cualquier sucesión £, > 0, n = 1,2, ... . que 
tiende a cero. 


20 $59. Funciones generalizadas 


Demuéstrese que para cualquier función continua y y cualquier sucesión em delta f, (x), 
LEN 


a | Liet) de = 0 


en otras palabras, lim U, p) = (0,0) 
2 
F, Demuéstrese que en el espacio D” se verifica la igualdad 


7. Sea f) 
0d 


1 
8. Demuéstrese que en el espacio D” existe el limite lim 
xl 
y que son válidas las fórmulas 


(cesen E ) 
Fer) 


(estas fórmulas llevan el nombre de Sojotski *). 

Problema 41. Demuéstrese que toda función generalizada singular es el límite de fun- 
ciones regulares (en este sentido un espacio de las funciones generalizadas es el “complemen- 
to" del espacio de funciones ordinarias). 


Como ya hemos visto, el concepto de función generalizada no se reduce al de 
función de un punto, por lo cual, en general, no hay sentido en hablar del valor de 
una función generalizada en el punto dado, en particular, de la reducción de esta 
función a cero en dicho punto. Sin embargo, se puede introducir un concepto na- 
tural de reducción a cero de una función generalizada en un intervalo. 

Definición 18. Diremos que una función generalizadad f se reduce a cero en el 
intervalo (a, b), si (f, e) = O para cualquier e € D, que dispone de un portador 
contenido dentro del intervalo (a, b). 

Ejercicio 9. Demuéstrese que con el fin de lograr que una función continua se re- 
d6izca a cero en todo punto de un intervalo, es necesario y suficiente que se reduzca 
a cero en dicho intervalo como una función generalizada. 

Definición 19. Las funciones generalizadas f y g se llaman iguales en el intervalo 
(a.b), sif = g = Oen (a, b). 


39.4. DERIVACIÓN DE LAS FUNCIONES GENERALIZADAS 


Determinemos ahora la derivada de una función generalizada. Aclaremos, ante 
todo, qué representa en sí la derivada de una función ordinaria f, continuamente de- 
sivable en todo el eje numérico,cuando dicha derivada se considera como la fun- 
cional (/”, p) en D. Esto tiene sentido, por cuanto la derivada /”, siendo continua 
en todo el eje numérico, es una función localmente integrable. 

Integrando por partes, por ser finita la función y € D, obtendremos 


* Yu. V. Sojotski (1842—1929), matemático ruso. 


39.4. Derivación de las funciones generalizadas m 


A - | Jaw de= -eh 91 


donde, como se sabe, p” €D. De este modo, la derivada /” es una funcional sobre 
D cuyos valores se expresan en términos de los valores de la función f, considerada 
como una funcional, por medio de la fórmula ($9.17). Esto hace natural la siguiente 
definición. 
Definición 20. Se liama derivada de la función generalizada f una funcional 
sobre D, denotada con f’ y determianda por la igualdad 
A= -Uh ED. (59.18) 


En otras palabras, el valor de la funcional /” en cualquier punto y del espacio D 
es igual al valor de la funcional f en el punto y” € D tomada con el signo opuesto. 

“Así pues, cualquier función generalizada tiene una derivada. De aquí proviene 
que toda función localmente derivable también tiene derivada en el sentido de la de- 
finición 20. 

De la fórmula (59.17) se deduce que la derivada en el sentido habitual de una fun- 
ción continuamente derivable en todo el eje numérico, considerada como funcional 
sobre D, coincide con la derivada de dicha función en el sentido de las funciones ge- 
neralizadas., 

La operación de cálculo de la derivada de una función generalizada la llaman, 
por analogía con el caso de las funciones ordinarias, derivación. 

Lema 4. La funcional f” es lineal continua y, por lo tanto, constituye una fun- 
ción generalizada. 

DEMOSTRACIÓN. Comprobemos la linealidad: 

Up Ue) U Ne + w) E 


= -M O) ONO veD, YeD. 


Para comprobar la continuidad de la funcional f, recordemos que si € D, 
PLED, k= 1,2... ,y lim 9, = pen D, entonces, en virtud de la definición de 


convergencia en el espacio D, también lim p; = e" en D; por ello, si p, — een 
D, entonces lim (', o) = — lim (U, 9) = -U e°) = U", o) 


De este modo, si f e D”, entonces f” existe siempre y f“ € D”. O 
Las derivadas de órdenes superiores de una función generalizada se determinan 
sucesivamente, al igual que en el caso de las funciones ordinarias: 


Seur, SSY 


en general 


ug 
Por inducción se comprueba con facilidad que 
U, o) = (DUO), pED, k=0,1, 0... 


Y k= =f. 
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Conforme a esta definición, las funciones generalizadas tienen derivadas de 
cualesquiera órdenes ©, como se dice a veces, son infinitamente derivables. 
Ejemplos. 1. Sea 


La función 9(x) lleva el nombre de Heaviside (véase (59.10)) o de función uni- 
dad, Es localmente integrable y por esta razón puede considerarse como una fun- 
ción generalizada. Hallemos su derivada. De acuerdo con la definición (59.18), 
0,0) =-0,0)=- | Ala =- | vas 

` , 
=40=0,0) peD, 
es decir, 9” = 5 (compárese con el p. 59.1). 
2. Calculemos, a título de otro ejemplo, las derivadas de la función delta 
B®, y) = 06,90) = (- D10. 


11. Demuéstrese que ( — + `) Me™ = o). 


£ 

para ixl <$: 

13.518,60 = e . «entonces en el espacio delas funciones generaliza- 
O para Ios 


awm y iom 


e 


Apara < xy 
14. Sea f(x) = donde las funciones +) y 456% son continuamente 
1/5) parax > xo 
derivables y existen los limites /” (x a 0). Hállcsela derivada /*(x)en el espacio D 
15. Sea f(x) una función derivable en todo el eje numérico. Hállese la de- 
sivada (9/)' en el espacio D“. 1 
co Demas que espasio D ea vaca 9 = On lx)" (véaseel ejer- 
o x 
17. Demuéstrese que en el espacio D' se verifica la igualdad 


, 
Dni E 
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Indicación: bágase uso de la fórmula (véase el ejemplo 3 en el p. 55.4) 


hs 


Lema 5, Sea f, € D’, f € D'y 


0<x< 2r. 


Af =h (59.19) 
en este caso también 
mnr. (59.20) 


es decir, para toda sucesión de funciones generalizadas convergente en D la deriva- 
da de la función límite es igual al límite de la sucesión de las derivadas. 
DEMOSTRACIÓN. Para cualquier función y € D 


Ue) Ue) = 16,9) Un 0") — Oparan — o, 


pues y” € D. O 
Pueden considerarse también las series de las funciones generalizadas 
E e (59.21) 
donde u, €D',n=1,2,.... La suma 
“Eu 
£ 


se llama suma parcial de n-ésimo orden (n = 1,2, ... ) de la serie (59.21). La serie 
(59.21) se llama convergente, si en D” existe el límite 


1m s, = s. 


La función generalizada s lleva el nombre de suma de la serie (39.21); se escribe en 
este caso 


Lema 6, Una serie convergente de las funciones generalizadas puede derivarse 
término por término tantas veces como se quiera: 
E Mk= 


Esto se deduce del lema 5. 
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59.5. ESPACIO DE LAS FUNCIONES PRINCIPALES S Y ESPACIO. 
DE LAS FUNCIONES GENERALIZADAS S’. 


Designemos con $ el conjunto de todas las funciones de valores complejos infini- 
tamente derivables en todo el eje numérico, las cuales, al igual que todas las deriva- 


das suyas, tienden a cero, para x — œ, más rápido que cualquier potencia de. En 
E 


otras palabras, el conjunto $ se compone de aquellas, y sólo aquellas, funciones in- 
finitamente derivables y, para las cuales se cumple la condición 
lim gm) = 0, (59.22) 

cualesquiera que sean n y m enteros y no negativos. La condición de pertenencia de 
la función y al conjunto $ puede formularse de una manera algo diferente: una fun- 
ción infinitamente derivable y pertenece a S cuando, y sólo cuando, para cuales- 
Quiera n y m enteros y no negativos se tiene 

MAR = Cpm < 0. (59.23) 
En efecto, si esto es así, entonces, al sustituir en (59,23) n por n + 1, obtendremos 
LETS! $ € 4 i,m Por lo cual 

LAO! ata, 
lx 

de donde proviene (59.22). Viceversa, de (59.22) y del hecho de que x” ™x) es aco- 
tada en cualquier segmento, se deduce (59.23). 

Es evidente que el conjunto S es un espacio lineal. En tal caso si y € S, entonces 
cualquier derivada de la función y también pertenece al espacio S. 

Definición 21. Una sucesión de funciones px) € S,k = 1,2, ... „se llama con- 
vergente en S hacía la función p(x) € S, si para cualesquiera n y m enteros y no nega- 
tivos toda sucesión "pfx), k =1, 2, ... , converge uniformemente en todo el eje 
hacia la función x" x). 

Es evidente que lim, y, = p en S cuando, y sólo cuando, para cualesquiera n y 


m enteros y no negativos se verifica 
lm sup E — eoi = 0. (59.24) 


Ha de notarse que si p, — p en S, entonces para las derivadas de cualquier or- 
den pf" — pen S, m = 1,2, ... . El espacio lineal S con la operación introduci- 
da de paso límite será un espacio lineal con convergencia. 

Evileeneta, D» S, es partisine, la sucesión de funciones p, € D, k = 1, 
2 s ouvengets eu D hal fnción pa n función q tambn e 5. 
Además, D% S, pue ES, pero e 


Problema 42. Demuéstrese que el espacio D es denso en S, es deci, cualquier función 
'p € Ses un límite en $ para cierta sucesión de funciones y, € D, k = 1,2, .. 

Definición 22. Una funcional continua lineal, definida sobre el espacio S, se de- 
nomina función generalizada de crecimiento lento. Un conjunto de todas las fun- 
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cionales de esta indole se llama espacio de funciones generalizadas de crecimiento 
lento y se denota por S°. 

Toda funcional f € S”, considerada sólo en el conjunto D, es una función gene- 
ralizada, por consiguiente, un elemento del conjunto 5” puede ser interpretado co- 
mo prolongación de cierta funcional continua lineal desde el conjunto D a S (véase 
el p. 59.2). Por ejemplo, la funcional ô, definida en el p. 59.3 sobre el espacio D me- 
diante la fórmula (8, p) = 0), v € D, puede ser prolongada con ayuda de la mis- 
ma fórmula al espacio S. 

Se puede mostrar que no toda función generalizada de D“ puede ser prolonga da 
a S y en este sentido podemos decir que S” constituye una parte esctricta de D°, 


Ejercicio 18. Demuéstrese que una función generalizada, engendrada por la función lö- 
calmente integrable e*, no puede ser prolongada al elemento del espacio $ 

Toda función localmente integrable /(x), para la cual en cierto entorno de œ se 
verifica la estimación 


YO) < AlxI* (59.25) 


(A y k son unas constantes no negativas)”, en particular, cualquier polinomio en- 
gendra una funcional del espacio D prolongable a la funcional continua lincal sobre 
S. Ésta se determina según la fórmula 


Uer= | Jawad, pes. (59.26) 


Efectivamente, de las condiciones (59.22) y (59.25) proviene que f(x)ø (x) — 0, para 


1 
ia œ, más rápido que cualquier potencia de— , y por lo tanto, la integral (59.26) 
iste, x 
Demos a conocer, además, que toda función /(x), absolutamente integrable en 
todo el eje numérico, genera también, según la fórmula (59.26), una funcional con- 
tinua lineal sobre S. En efecto, por cuanto toda función y e $ está acotada, la exis- 
tencia de la integral (59.26) en este caso se infiere de la desigualdad 
| ældes sup, lea)! f 1/0)! de 
Ejercicios. 19. Demuéstrese que la funcional (59.26) es lineal y continua sobre el espacio 5 
(anto en el caso en que la función / és de crecimiento lento en el infinito, como cuando sea 
Absolutamente integrable en todo el eje numérico). 
20. Demuéstrese que la función generalizada — a DD” (vénse el ejercicio 8) es prolon- 


x+ 0. 
gable al elemento de espacio $ 


9 Tales funciones se llaman funciones de crecimiento lento, de donde proviene el término 
“funciones generalizadas de crecimiento lento” 
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í ie OAN 
p. 59,2). 

Por cuanto para cualquier función p € $ tendremos œ’ € S, entonces para las 
funciones generalizadas del espacio S, al igual que para las funciones generalizadas 
de D’, puede hallarse la derivada f” según la fórmula 

Une) = Ue) pes. 


De este modo, para cualquier función generalizada f e S” la derivada /” siempre 
existe y f’ € S”. Además, las derivadas de la función generalizada f en el elemento 
+ € D, consideradas como derivadas en los espacios D “y S”, respectivamente, coin- 
ciden. Igual que en el caso del espacio D’, en el espacio S” la derivada del límite 
siempre existe y es igual al límite de las derivadas. 


59.6. TRANSFORMACIÓN DE FOURIER EN EL ESPACIO S 
Toda función y € S es absolutamente integrable. Más aún, si y € S, entonces, 
cualquiera que sea k = 1,2, ..., la función x“p(x) es también absolutamente in- 
tegrable en todo el eje numérico. En efecto, por cuanto para la función y € S se 
cumple la condición (59.23), se tiene 


IAN 
itp = LO! < Chazo 


Y, por esta razón, 
aati 
Leto! < AAT RRO, (59.2) 


En el segundo miembro de esta desigualdad figura una función absolutamente in- 
tegrable en todo el eje numérico, por consiguiente, de acuerdo con el criterio de 
comparación para las integrales impropias, la función x*p(x) es también absoluta- 
mente integrable para todo £ = 0, De aquí se desprende que para las fun- 
ciones y € S existe la transformación clásica de Fourier 


P=Adl= f PAD dr pes (59.28) 
como también la transformación de Fourier inversa 
Mo] = 1 pe 
Flee -gy | ed ves. 


El carácter clåsico.de la transformación de Fourier se entiende aqui en el sentido 
de que las integrales escritas son ordinarias y absolutamente convergentes, y no son 
integrales en el sentido del valor principal (véase el p. 56.3). Sobre S son válidas las 
Mess A lave pera le reo, directa e inversa de Fourier (véase el 
p. 56.5): 


39.6. Transformación de Fourier en el espacio S s 


FIF Moll =>, FIFe ee pes. (59.29) 


Observemos que, por ejemplo, la segunda de estas fórmulas en la forma integral 
tiene por expresión * 


F= a | Andy = pi). 
r | 


Teorema 1. La transformación de Fourier y la transformación de Fourier inversa 
aplican el espacio S sobre sí de manera biunfvoca, lineal y continua. 

DEMOSTRACIÓN. Señalemos que si p € S, entonces también $ € S. 

“Ante todo, de lo que para toda función p e S la función “p(x) con k = 0, 1, 
2, ... es, según se ha probado anteriormente, absolutamente integrable en todo el 
eje numérico, proviene, de acuerdo con el teorema 4 del p. 56.10, que la transfor- 
mación de Fourier $ = Fle] de la función p existe y represneta en sí una función 
infinitamente derivable. 

Estimemos ahora la función 1y"9/"/)1, donde n y m son los números enteros 
no negativos. Aplicando las fórmulas para la derivada de la transformación de 
Fourier (véase el p. $6.10) y para la transformación de Fourier de la derivada (véase 
el p. 56.8), obtendremos 


IBM) = E = Fe] = 


=A = |i f creeo d| < 


a m 
< E į LTD) dx. 


Observemos que la expresión [x"p(x)]'" representa, en virtud de las reglas de 
derivación, una combinación lineal de las expresiones del tipo Pex), donde p y q 
son enteros no negativos y, de acuerdo con lo notado anteriormente, p(% e S. Por 
ello (véase (59.27)), las funciones (1 + "x%4(% están acotadas en todo el eje numé- 
rico, por lo cual está acotada también la función (1 + x°) [x"p(x)}™, es decir, 


sp (OO < +. 


Ahora, dividamos y multipliquemos la expresión subintegral obtenida por 1 + x°, 


entonces, teniendo presente que f E = vo llegamos a que 
P 


MON! < sp TNA f e 


= E sup (14 DTO). (59.30) 


EN $ 59. Funciones generalizadas 


Ya que a la derecha figura una magnitud finita, entonces $ € S. 

Asi pues, la transformación de Fourier aplica S en S y esta aplicación es 
biunivoca (véase el lema 3 en el p. 56.5). 

Análogamente se demuestra también que la transformación de Fourier inversa 
F”! aplica Sen S y, además, biunivocamente. Es fácil convencerse de que estas apli- 
¡caciones se realizan en realidad sobre el espacio S, es decir, son las biyecciones, Esto 
"se deduce directamente de las fórmulas de reciprocidad (59.29) para las transforma- 
ciones directa e inversa de Fourier 9. 

Efectivamente, probemos que F(S) coincide con todo el espacio S. Sea y € S y 
pongamos p = F~ (y). 

En este caso 


Flo] = FIF= Y] = y. 
De un modo semejante se derhuestra también que 
ES 
La linealidad de la transformación de Fourier se ha demostrado antes (véase el lema. 
A celranos añora a concuidad de la apicacón 7. 


Probemos al principio su continuidad en el cero. Sea lím_y, = 0 en S. Enton- 
ces, de (39.30) se deduce que 


remo e fE swa seien, aai E 


Pero de (59.24) (para p(x) = 0) tenemos 
op (i +?) LG CO! = 0; 


por lo cual 
lm, sup LP PO)! = O, es decir, lim $, = Oen S. 
e e 


Por cuanto la transformación de Fourier es una aplicación lineal del espacio li- 
neal $ en sí mismo, continua en el cero, será continua también en todos los puntos 
de este espacio (véase el lema 3 en el p 59.2). 

De este modo, la transformación de Fourier F aplica continuamente S sobre S. 

Del modo enteramente análogo se demuestra la continuidad de la transforma- 
ción de Fourier inversa F=!. O 


s Suenos en adición que de lo que FS) = F- US) = S ve dedos que entasfórmu- 
las (59.29) todas las integrales existen en el sentido habitual, y no sólo en el sentido del valor 
principal (compárese con el p. 56.5) 
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59.7. TRANSFORMACIÓN DE FOURIER 
DE LAS FUNCIONES GENERALIZADAS 


Demostremos previamente una igualdad integral. Supongamos que la función f 
es continua y absolutamente integrable en todo el eje numérico y sea y € S, entonces 


[ena [ea = [sor | neta (93m 


Esto se deduce del teorema 7 del p. 54.3. En efecto, la integral reiterada en el primer 
miembro existe, pues existe la integral 
f Ju | roxa] de f Iecolax [ 0) dy. 


Si [a, b) es un segmento arbitrario, la función f, siendo continua, está acotada en 
la, b] : 1/0)! < M; por esta razón 


Ifo < Mipi), a< y <b. 


De aquí, por ser convergente la integral pl Ip)! dx, proviene la convergencia 
uniforme de la integral f(y) ele” di en el segmento a, b- 

Luego, el < Copy e <x< +o (véase (59.23); por eso 
Laure < Cop 1/0)!, y, como la integral Tuon dy converge, la in- 


v j foye? dy 


converge uniformemente en todo el eje. 
Por fin, la integral 


[ax {ironed = | olde | sody 


es finita, razón por la cual en el caso que se considera están cumplidas todas las con- 
diciones del teorema 7 (p. 54.3) y, por ende, puede permutarse el orden de integra- 
ción. La igualdad (59.31) queda demostrada. 

Si la función FI/] engendra cierta funcional sobre S (por ejemplo, satisface la 
condición (59.25) o es absolutamente integrable en iodo el eje numérico), entonces, 
al multiplicar la igualdad (59.31) por 1/42x, obtendremos 


Ne = UAD, Pes. (59.32) 


346420 


so $ 59. Funciones generalizadas 


Esta fórmula la tomaremos como definición de la transformación de Fourier de 
funciones generalizadas pertenecientes al espacio S” 

Definición 23. Se llama transformación de Fourier de una función generalizada 
S€ S" una funcional FIf) definida por la fórmula (59.32). 

Así pues, para cualquier función generalizada f de S” está definida su transfor- 
mación de Fourier FIJI: el valor de la funcional F [/) en todo punto y del espacio Ses 
igual al valor de la funcional f en el punto Flp] € S. 

Como ejemplo, hallemos la transformación de Fourier de la unidad, considerán- 
dola como una función generalizada. Evidentemente, 1 € S”. Tenemos 


de) = (1,0 = ¡ [o | vlje? dx = 


[o mwera] - 


= Vir eo)... Vir (ô, p) 


(aquí hemos aprovechado el lema 1 del p. 56.5). De este modo, 1 = V376, 

Observemos que la transformación de Fourier F (p] de la función y € D, no per- 
tenece, en el caso general, al espacio D, por cuanto F [9] no es siempre una función fi- 
nita, Por eso la fórmula (59.32) tiene sentido no para todas las f € D”. Precisamente 
debido a esta circunstancia, al considerar la transformación de Fourier de las fun- 
clones generalizadas, tuvimos que hacer más estrecha la clase de funciones generali- 
zadas introducidas anteriormente, limitándonos sólo a las funciones generalizadas 
de crecimiento lento. 

La transformación de Fourier F/] de una función generalizada / se designará 
por el simbolo. Po el símbolo 


ar | Mera 
De este modo, la igualdad 
= f SO dx = FN (59.33) 


es, cuando fes una función generalizada, la definición del simbolo que figura en el 
primer miembro de esta igualdad. 

Al definir la transformación de Fourier para todas las funciones generalizadas 
de S”, hemos definido también, en particular, la transformación de Fourier para las 
funciones ordinarias f que satisfacen la condición (59.25), es decir, para las fun- 
ciones de una clase mucho más amplia en comparación con lo hecho anteriormente 
(véase el p. 56.5 y 58.7). Esto constituye una ciercunstancia más que justifica la 
conveniencia de introducción del concepto de funciones generalizadas. 


9.7. Transformación de Fourier de las funciones generalizadas si 


Mostremos que la transformación de Fourier de las funciones generalizadas po- 
see toda una serie de propiedades análogas a las de la transformación de Fourier clá- 
sica, es decir, de la transformación de Fourier de las funciones absolutamente in- 
tegrables. 

Lema 7. La transformación de Fourier FU] de una función generalizada f € S' 
es también una función generalizada de la clase S`, es decir, FI] es una funcional 
continua y lineal sobre el espacio S. 

DEMOSTRACIÓN. Comprobemos la linealidad de la transformación de Fourier, es 
decir, probemos que, cualquiera que sea la función generalizada f € S”, para cuales- 
quiera funciones p € S, y € S y cualesquiera números À y p se verifica la igualdad 

(EI, Me + 14) = MEU, 0) + H(F UI, Y). 
En efecto, 
(EFUN. Me + uY) = (f, Fo + ab) = 
= V, NF le] + KFI) = AY FloD + aU, FWD = 
= MFU, 9) + KPUI, Y). 

Comprobemos la continuidad de la transformación de Fourier. Sea f€ S”, 
ves, o, ES,n=1,2,..., lim $, = e, y por lo tanto (véase el teorema 1 del 
p. 59.6), ia 

¿Nm Flen) = Fle). 


Entonces, por ser la funcional f continua en S, obtenemos 
lim (FUN ea) = dim V, Fled = UFleD) = (FUI). 


Hemos probado, pues que si f € S”, entonces también FU] € $”. O 
Del modo natural se define también la transformación de Fourier inversa F~ '(/] 
del elemento / e S”, como una funcional del espacio S”, definida por la fórmula 
EUe) UF, PES. 
Si fes una función absolutamente integrable, dicha igualdad se verifica para esta 
función en el sentido corriente. Esto se comprueba igual que en el caso de la fórmu- 
la (59.31), Por definición, se presupone también que (compárese con (59.33) 


f JA? dx = FN. (59.34) 


1 
vir 


Lo mismo que en el caso de una transformación de Fourier directa F, se muestra 
que si f € S’, entonces también P=I[f] e 

Teorema 2. La transformación de Fourier F y la transformación de Fourier in- 
versa F"! aplican lineal, biunívoca y continuamente el espacio S` sobre sí mismo; 
además, para cualquier elemento f € S” se verifican las igualdades 


FIFIN) = FIFIN = f- (59.35) 


s 4.39. Funciones generalizadas 


DEMOSTRACIÓN. Demostremos primero las fórmulas (59.35). Para cualquier ele- 
mento p € S se tiene 


(MEL. 9) = (FUF iD = Y, FIF = O.o). 
Por analogia, 
IFUN, 0) = (UN, Flo) = U, F e) = O. e). 


Mostremos ahora que la transformación de Fourier F aplica el espacio $” sobre 
todo el espacio S": F(S”) = S”. Sea ge 5”, entonces si f = F”![g), se tiene 
FU] = FIF7 (gl) = g, es decir, realizándose la transformación de Fourier F, en 
cualquier elemento de S” se aplica cierto elemento de S°. 

Mostremos que F es biunivoca. Si /, € S”, ¿€ S° y FU] = FU), entonces 
también F” (F(f,)] = F” '[FY.)1, de donde, en virtud de (59.35), se tiene f, = f3- 

'Señalemos que la aplicación Fes lineal, es decir, que para cualesquiera funciones 
generalizadas f € S”, g e S” y cualesquiera números A y y se verifica la igualdad 

FI + pg) = AFLI + Fig). 


Con el fin de convencernos de la validez de esta igualdad, comprobémosla para cual- 
quier elemento y € S, siempre que sea éste fijo. 


(FI + ne), p) = 0 + ng, Fle) = A, Ple + (a, Fle) = 


= NFUN, p) + alFle, 0) = AFU + nFlg), o) 
Por fin, demostremos que F es una aplicación continua. En efecto, sea f € S’, 
J,e S°,n = 1,2, „imf, = f, y, por consiguiente, para cualquier y € S severi- 
fea la igualdad iim Un 9) = Us 9). En tal caso 
im (FU,) 9) = im U,FleD = U,FleD = (FU o). 


nte se demuestra que también F~ ' aplica continua y biunivocamente 


por lo cual F18) = ~z +y por lo tanto, F= 11) = VITA (observemos que la trans- 


formación de Fourier inversa clásica F”'(1], al igual que la transformación directa 
FT), no existen). Con ayuda de las integrales (59.33) y (59.34) estas fórmulas 


39.7. Transformación de Fourier de las funciones generalizadas s 
pueden escribirse en la forma 


“e iY 
"0 dy = — = 
| sor de=1, z | me 0). 


De modo igual se halla también la transformación de Fourier inversa de la fun- 
ción delta: à 1 
= = Fl, 
FL dr yl 


de donde 
FU = FU) = V8. 
Al hacer uso de la notación basada sobre las igualdades (59.33) y (39.34), estas 
fórmulas pueden escribirse en la forma 


ES f TON f ADV di = 1. 


Calculemos ahora la transformación de Fourier de la derivada de una función 


quiera de sus derivadas W/x) existen unas constantes $, > 0 y a, > 0, n = 0, 
1, ... , tales que para todos los x se verifica la desigualdad 


IO! < B,(1 + xl), n=0,1,2, .. 


Señalemos que todos los polinomios satisfacen esta condición. 

Si la función y es del tipo (59.36) y y € S, entonces yy e S. Si la función f es lo- 
calmente sumable y satisface la condición (59.25), mientras que la función y satisfa- 
ce la condición (59.36),entonces y satisface también la condición (59,25) y 


(59.36) 


Uve) = | SO Ade dx = Wf. 0). 


Supongamos que y satisface la condición (59,36) y f € S”. Definamos ahora la 
funcional sobre S, igual al producto Y/, mediante la fórmula 
KA Uste), pes. 
Es fácil comprobar que yf € S’ **, es decir, yf es una funcional lineal continua de- 


9 En virtud de esta condición (para n = 0), Y(x) puede considerarse como una función 
generalizada del espacio S” (véase (59.25). 

+" Las complicaciones que aparecen al determinar el producto de las funciones generali- 
zadas se deben a que el producto de las funcionales lineales en el sentido habitual como un 


producto de funciones (es decir, como producto de los valores de factores en todo punto) no 
es una funcional lineal. 


su $ 59. Funciones generalizadas 


finida sobre el espacio S. 
Ejercicio 21. Supongamos que la función y = ¿(+ satisface la condición (59,36) y la fun- 
ción generalizada f € $”. Demuéstrese que ýf eS 
'Demostraremos en conclusión las fórmulas 
FUON = (9'AN, (59.37) 
PEO S APN, fes. (59.38) 
Tenemos (véase el p. 56.8): 
CULO) = YO, Fie) = YU, FO) = 
= -m (pp 100) ZAAN, 10 = (YAN y), ves. 
La fórmula (59.37) está demostrada. 
Demostremos (39.38) (véase lp. 36.10): 
EN, e) = EV, p") = (IU, Fie) = 


> 1 1 
UA nn (qa e). 0 


Ejemplo. Hallemos la transformación de Fourier de la función f(x) = x: 
Axl= Ax 1) = iF = NES 


Ejercicio 22. Hállese la transformación de Fourier de un polinomio. 


Al calcular una transformación de Fourier de las funciones generalizadas resulta 
a veces conveniente elegir una sucesión de funciones ordinarias que en el espacio $” 
tienden a una función (generalizada) dada, hallar la transformación de Fourier de 
Jos términos de dicha sucesión y después calcular la transformación de Fourier bus- 
cada de la función dada pasando al límite y aprovechando la continuidad de la 
transformación de Fourier. Así por ejemplo, para calcular la trarisformación de 
Fourier F[0] de la función de Heaviside 6(x), hallemos primero la transformación 
de Fourier de la función 9(x)e=% (r > 0). 


Fote- = -ie f ¿Ad = 


Värt + iy) lo 


1 i 
= ——=- + (59.39) 
Var + iy) YO = ih) RR 


59.7. Transformación de Fourier de las funciones generalizadas sas 
Probemos ahora que en 5” 
Lim, Ple = 000) (59.40) 


En efecto, para toda función y e S y cualquier número A se tiene 


lOa PX) — (ue, PO =| ja en ax| < 
è 


< [jo ende] + | Ta - eo ar. (59.14) 


Fijemos la función p e S y un número cualquiera g > O. Por ser la función p abso- 
lutamente integrable, existe un número A > 0 tal que 


e 
leal de <$; 
entonces 
| i] a -eoa < j lel de<5. (59.42) 


eno Alea E > O de modo tal que para O < £ < (y sea válida la desigual- 
(ea) į ES 
E 
y, por consiguiente, 


[fe - ecoa] <a elimar <=. (59.43) 


Entonces, para O < f < fo de (59.41), (59.42) y (59.43) obtenemos 
LOOP) — CAP <E + =e 


La fórmula (59.40) queda demostrada. 
Por ser la transformación de Fourier continua, tenemos 
¿Nim FIOGOe”%] = FOO! (59.44) 
de aquí y de (59.39) tenemos 
FG) = - 


En 559. Funciones generalizadas 
con la particularidad de que de (59.44) proviene que el límite en el segundo miembro 
existe (en el espacio S), este límite se designa, corrientemente, por 


el ejercicio 8). 
De este modo, 


1 


PO => 


Ejercicio 23, Hállese la transformación de Fourier de las funciones X0(x), k = 1, 


COMPLEMENTO 


$ 60. ALGUNOS PROBLEMAS 
DE LOS CÁLCULOS APROXIMADOS 
60.1. APLICACIÓN DE LA FÓRMULA DE TAYLOR PARA 
EL CÁLCULO APROXIMADO DE LOS VALORES 
DE FUNCIONES E INTEGRALES. 
Para calcular los valores de las funciones resulta cómodo servirse de la fórmula 
de Taylor o serie de Taylor. Aclaremos esto con los ejemplos. 


1, Cálculo del valor del seno. 
La fórmula de Taylor para la función sen x tiene por expresión 
. a-i 
- E ii E 
sen x o yA am +4 
donde 
tl segon Dor, 00 < 1 
=- Diet 
r= T ha 
(el término residual se ha tomado en la forma de Lagrange). Por esto 
Leia + 4 
Iro < r (60.1) 


Supongamos que se pide hallar sen 20° con un error inferior a 107?, A 20° medidos 
en radianes corresponde la magnitud 3 » Por lo cual clijamos el número n de modo 


tal que sea 
Ol <5 (60.2) 


entonces el valor del polinomio de Taylor de orden n en el punto. x = = nos dará la 
aproximación buscada de sen 20°. En virtud de la desigualdad (60.1), para que se 
cumpla la condición (60.2), es suficiente que se verifique la desigualdad 


faq 
a zh) <5 (60.3 


8 $ 60. Algunos problemas de las cálculos aproximados 
Cuando n = 1, esta desigualdad no se verifica: 
O ti sk 
ss $ 182 10" 


pero, cuando n = 2, si se cumple: 
s 


i gi 
380 107 


Por eso, sen 20° con un error inferior a 107? se halla según la fórmula 


1f2 E (60.4) 
a so 


Si tomamos x de las tablas con un error inferior a 1074, sustituimos este valor en la 
fórmula (60.4), realizamos las operaciones dictadas por la fórmula y redondeamos 
el resultado con exactitud hasta de 107°, obtendremos la aproximación buscada de 
sen 20%: 


sen 20° = 0,343%"), 


Calculando los valores de un seno se puede emplear, en lugar de la fórmula de 
Taylor, una serie de Taylor la que es alternada para el argumento real y admite, por 
esta razón, una estimación sencilla del resto: no es superior, en valor absoluto, al 
valor absoluto del primer término del resto (véase el p. 35.9). Esto nos da, natural- 
mente, el mismo resultado que antes, puesto que conduce a la estimación (60.3) la 
cual se ha obtenido partiendo de otros razonamientos. 

2. Cálculo de los valores de logaritmos naturales. 

La serie de Taylor para un logaritmo 


Maras E Ct isa (60.5) 
ds 
puede ser utilizado de inmediato sólo para calcular logaritmos de los números que 
“no sobrepasan dos. Sin embargo, de la serie (60.5) pueden obtenerse otros desarro- 
los que permiten calcular los logaritmos de cualesquiera números. Al sustituir en 
(60:5) x pot —x y sustraer la serie obtenida de (60.5), obtendremos 


cua” Mediante el signo = se denota la igualdad aproximada con el gado prefijado de exac- 


+ señfemos que en muestro caso se cables con facilidad una desigualdad mås fuerte 
O < È 10", mientras que siendo prefijado cl número de signos de x, el error, 
quese oblené al calcla el segundo miembro de la fórmula (60.4), en todo caso no sobrepasa 
Š 107% poro cual el error total será no superior 107% 


60.1. Aplicación dela fórmula de Taylor so 


Cuando x varla desde 

tivos. ore lalala O pda va lts oca da 
quiera números positivos. Surge naturalmente una pregunta ¿cuántos términos se 
deben tomar en la serie (60.6), para que se obtenga el logaritmo de un número con la 
exactitud dada? Con este fin es preciso estimar el resto de la serie (60.6). Tenemos 


A oa oaan A 
Irl = 21x X an A 


¿del <1. (60.6) 


e, 


Hagamos uso de esta estimación para calcular In 2 con un error inferior a 107?, 
Resolviendo la ecuación 


encontramos x = 5 Haciendo en (60.6) x = A encontramos 
sy a 
DAT 
£ 
La estimación (60.7) nos da en este caso 


(60.8) 


1 2 1 
É 6) | Samra E 
i 


De aqui, para n = 3, tenemos 


OEE E 
INS, Tr AO 
Por ello, para calcular in 2 con un error inferior a 1072, es suficiente tomar los pri- 
meros tres términos de la serie (60.8): 
2 1 
m2==(1+ = 0,693. 
( Pr 5) A 


Al calcular los valores de una función con menor exactitud, sirviéndose de la 
fórmula de Taylor 


so _$ 60. Algunos problemas de las cólculos aproximados 


SO = 0) + SUYA xg H o 
es a menudo suficiente limitarse sólo a la parte lineal, es decir, a los primeros dos 
términos 
SO =J0) +S 0H = xd 
en otras palabras, sustituir el incremento de la función por la diferencial de ésta 
Ay =J00 — SUD = SU = xp) = Spa. 

donde Ax = x — Xp. 

La fórmula de Taylor permite también calcular aproximadamente los valores de 
ciertas integrales. Examinemos un ejemplo de esta indole. 

3. Cálculo de la integral 


2 xp" ro, 


con un error inferior a 0,0001. 

Escribamos la fórmula de Taylor para el integrando. Hagamos uso con este fin 
de la fórmula conocida de Taylor para la función sen x (véase (60.1)), en este caso 
obtendrémos 


O A 

x per wot 
senx (A p aw 
f dr = 2 amw] * s f ax, 


Teniendo presente la estimación (60.1), resulta 


i Bts 
Dae ae N 1 
fi A 0D TS 
Por cuanto, para n = 3, 
. 1 Li 
raat m 


entonces, con un error inferior a 0,0001 tenemos 
i , 1 


1 1t f ó 
liua A ao i i 


+» Al convertir las fracciones simples en las decimales se ha cometido un error no superior 
g O *,porlo cual elesor total, sakata el cálculo aprosimado de la Inegral en aki 
ración, realmente no sobrepasa la magnitud de 1074. 
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Observemos que en los cálculos aproximados prácticos de las integrales la fórmu- 
la de Taylor resulta ser, por regla general, inconveniente para emplearla, por cuanto 
en dicha fórmula figuran las derivadas de la función dada y el cálculo de éstas con- 
duce a la acumulación complementaria de errorres. Resulta más oportuno emplear 
las fórmulas aproximadas de integración en las que figuran sólo los valores de la 
propia función, Los métodos semejantes de la integración aproximada se considera- 
rán en el p. 60.4. 

OBSERVACIÓN. Cabe advertir que para cálculos reales de los valores de funciones 
o de integrales de dichas funciones, desarrollando las funciones en series, no todo 
desarrollo de las funciones consideradas en series será aplicable. Puede suceder que 
la serie obtenida convergerá de modo tan “lento” que prácticamente o bien no será 
útil para los cálculos o bien estos últimos serán injustificadamente engorrosos 
(hablando metafóricamente, en este caso la serie es “prácticamente divergente”, 
aunque “converge teóricamente”), En tal situación se debe tratar de obtener alguna 
otra serie que converja lo suficientemente rápido (‘mejorar la convergencia”, como 
suele decirse en este caso) y cuya suma permitirá hallar los valores de la función en 
consideración. Precisamente así hemos procedido al considerar el método para cal- 
cular logaritmos. Sería, por ejemplo, inconveniente calcular incluso el valor 


dein i con ayuda de la serie (6.5), aunque la serie converge cuando x = 3; en Ii- 
gar de esto se debe utilizar de la serie (60,6) para x = > Puesto que dicha serie con- 
verge más rápidamente. 


60.2. RESOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES 
Examinemos un problema en el que se resuelve la ecuación 
Su) = 0. (60.9) 


Sila función f es continua en el segmento (a, b] y toma en los extremos del seg- 
mento los valores de signo opuesto, entonces el método, por cuyo intermedio se ha 
demostrado en el p. 6.2 el teorema sobre la existencia en este caso de un punto xy, 
donde la función se anula, nos proporciona también el procedimiento para calcular 
dicho valor xy, es decir, la raíz de la ecuación (60.9). Con este fin es suficiente divi- 
dir sucesivamente el segmento (a, b] en dos partes iguales, eligiendo cada vez aquel 
segmento en cuyos extremos la función f adquiere valores de signo contrario 
(siempre que, por supuesto, no ocurre que en uno de los extremos obtenidos la fun- 
ción f se anule, caso en el cual la raiz buscada ya se habrá encontrado). Si se pide 
hallar la raíz de la ecuación (60.9) con un error inferior a e > O dado, entonces, re- 
alizados n pasos tales que 


los extremos del segmento obtenido nos darán precisamente la aproximación busca- 
da de cierta raíz de la ecuación (60.9) (el extremo izquierdo por defecto y el derecho 
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por exceso). Este procedimiento de resolución aproximada de la ecuación (60.9), lla- 
mado “método de horquilla", es, en principio, muy simple, aunque bastante volu- 
minoso. Se emplea principalmente para el “tanteo aproximado” del resultado, o 
sea, para la determinación “aproximada” del intervalo, en el que se halla la raiz 
buscada de la ecuación que se resuelve, y a continuación, con el objeto de encontrar 
en dicho intervalo un valor “más exacto” de la ralz se utilizan otros métodos que 
convergen con mayor rapidez: se aplica, corrientemente, el método de tangentes 
(“método de Newton”) que se describe más abajo. Por regla general, tal esquema se 
aplica al realizar los cálculos en las máquinas calculadoras de accionamiento rápid 
Naturalmente, este mismo procedimiento resulta provechoso también al calcular 
mano”, en particular, con ayuda de una regla de cálculo o minicomputadores. 

Analizaremos aqui los métodos de resolución de las ecuaciones que se denomi- 
nan método de las cuerdas y método de las tangentes. El último método se generali- 
za con éxito al caso de los sistemas de ecuaciones. 

En lo que sigue supondremos siempre que la función f es continua er: el segmen- 
to [a, b) y tiene en dicho segmento las derivadas primera y segunda”, con la particu- 
laridad de que ambas son de signo constante (en particular, distintas de cero). 

Supondremos, además, que la función f toma en los extremos del segmento va- 
lores de signo opuesto. Ya que la primera derivada es de signo constante, la función 
S es estrictamente monótona, razón por la cual bajo las suposiciones asumidas la 
ecuación (60.9) tiene en el intervalo (a, b) exactamente una raiz. 


MÉTODO DE LAS CUERDAS 


Este método consiste en lo siguiente. La gráfica de la función f se sustituye por 
su cuerda, es decir, por un segmento que une los puntos extremos de la gráfica de la 
función f: los puntos (a, f(a) y (b, J(b). La abscisa x del punto de intersección de 
esta cuerda con el eje Ox se considera como la primera aproximación de la raíz bus- 
cada (fig. 246). Luego se toma aquel de los segmentos [a, x;) y {x}, b), en cuyos 
extremos la función f adquiere valores de signo opuesto (en adelante se mostrará 
que bajo las suposiciones asumidas f(x;) + O, y, por consiguiente, tal segmento 


el método de cuerdas basta exigir que las derivadas primera y segunda existan só- 
valo (a, b). La existencia de la derivada cn los extremos del segmento [a, b] se uti- 
lizará sólo en el método de las tangemes. 


60.2. Resolución de las ecuaciones EN 


siempre existe), y a dicho segmento se aplica el mismo procedimiento; se obtiene la 
segunda aproximación de la raiz x,, etc. De resultas, se forma una sucesión xp, 
n = 1,2, -.. , la cual (como se probará más abajo) converge, con las restricciones 
impuestas sobre la función f, hacia la raíz de la ecuación (60.9). 

No es dificil obtener las fórmulas recurrentes para los números citados x,, 


A = 1,2, ... . La ecuación de una recta que pasa por los puntos extremos de la grå- 
fica de la función f tiene por expresión 
a 
OS (60.10) 


Designemos su miembro derecho mediante /(x), es decir, escribamos la ecuación 
(60.10) en la forma 
»= 0. 


Hallemos la abscisa x, del punto de intersección de la recta (60.10) con el eje Ox, es 


decir, resolvamos la ecuación Mx) = 0; obtendremos 
6- afia) 
e O (60.11 
50-10 a 
Es fácil convencerse de que 
a<x <b (60.12) 


(esto se deduce, por ejemplo, del hecho de que la función /(x) es estrictamente mo- 
nôtona y continua y de que en los extremos del segmento [a, b) la función toma va- 
lores de signo opuesto: /(a) = f(a) y Nb) = S(b). 


Análogamente encontramos 
a LAO o (60.13) 


Mostremos que la sucesión (r,) tiende a la raíz de la ecuación (60.9) de manera mo- 
nótona. Supongamos, para concretar, que") > 0,£' (x) > Oa < x < b (vès 
sela 246). En este caso la función f es estrictamente creciente y gira su conve 
dad hacia las y negativas. Por consiguiente cualquier punto interior de la cuerda, 
que une los puntos extremos de la gráfica de la función f, se sitùa por encima del 
punto correspondiente de la gráfica de la función f, es decir, 

10 > faha < x < b. 


En particular, si xy es la raiz de la ecuación (60.9): f(xp) = O, entonces de aquí 
proviene que 
lo) > 0. 


Tenemos (véanse (60.11) y (60.12)): 
Ken 


0,a < x, < b. 
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Fig. 247 


raro 


De este modo, 
Nx) < 10). (60.14) 
pero la función lineal Ax) crece de modo estrictamente monótono, pues 
Kb) = fb) > Ja) = Na), 
por lo cual de (60.14) se deduce que 
X< ty 

Ahora, al sustituir el segmento (o, b] por el segmento [x,, 6) y observar que 

Aixi) < 0, demostremos análogamente que 
x) 5% < Xp 
Luego, por inducción, obtendremos 
A n ky <y 


Asi pues, la sucesión [x,) converge, puesto que es monótona y acotada. Sea 
lim x, = €. Pasando en la igualdad (60.13) al límite para n — œ, obtendremos 


Ke) = 0, es decir, la sucesión [x] converge hacia la raiz de la ecuación (60.9). 

Si 1/09! > m > 0,a < x < b, entonces no es dificil de obtener la estimación 
dela velocidad con la cual converge la sucesión [x,| en términos de la propia función 
J en los puntos x,. En efecto, 


Sap) ESE) = SOD = SEDO = 0) 


Xp < Èn < Xo = doi 
de aqui 
Lx, — xdS veo! ¿ndo 


Los casos restantes, a saber, 
L> <o 
L< oS w > 0, 
L< OST < O, 
se consideran por analogía con el caso que acabamos de examinar (fig. 247). 
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fa r 
Fig. 248 


MÉTODO DE LAS TANGENTES (MÉTODO DE NEWTON) 


Supondremos que la función f satisface las mismas condiciones que eran vigen- 
tes al considerar el método de las cuerdas. Tracemos una tangente a la gráfica de la 
función f en uno de sus puntos extremos, por ejemplo, en el punto (b, /(9)). La abs- 
cisa x del punto de intersección de la tangente con el eje Ox se considera precisa- 
mente la primera aproximación de la raiz de la ecuación (60.5). Luego, si x, € (a, b) 
(según lo expuesto más abajo, esto siempre tiene lugar para una de las tangentes en 
los puntos extremos de la gráfica), entonces de los dos segmentos (a, x} y (xy, b} se 
elige aquel, en cuyos extremos la función f toma los valores de signo opuesto (en 
adelante se mostrará que f(x;) + 0). A continuación se traza la tangente a la gráfica 
de la función f en el punto (x,,/(x,)) el punto de su intersección con el eje Ox se de- 
nota con xy, ete. (fig. 248). 

Se obtienen con facilidad fórmulas recurrentes para los números citados xy, 
n= 1,2, ... . La ecuación de la tangente que pasa por el punto (b, /(b)) tiene por 
expresión 


y = S'OKE — b) + S). 
Designemos su miembro derecho mediante L(x), es decir, escribamos esta 
ecuación en la forma 
»= LW). 


Hallemos la abscisa x, del punto de intersección de esta tangente con el eje Ox, es 
decir, resolvamos la ecuación L(x) = 0; se obtendrá: 


El punto x; puede disponerse, en el caso general, fuera del segmento (a, b), es decir, 
fuera del dominio de definición de la función f. Sin embargo, si £(b) y f° son de un 
mismo signo, entonces x, e (a, b). Igual que al describir el método de las cuerdas, 
examinaremos más detalladamente el caso en quef” > 0,£” > Oen fa, b). En es- 
te caso la función f crece de manera estrictamente monótona, por consiguiente, 
S(b) > O; además, la función / es convexa hacia las y negativas en (a, b), por consi- 
guiente. 
LO < So) 


(véase el p. 14.3). 
Si fix) = 0, a < xp < b, se tiene 
LA) < 0, 
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Fig. 249 
pero L(b) = f(b) > 0, por consiguiente, 

1% <x < b. 
Con ello, f(x) > L(,) = 0. 


Razonando análogamenté respecto del segmento |a, x,), obtendremos un punto 
x tal que 
nan- yena 


sa) 
y, luego, 


x 


Pones < xy (60.15) 
Por consiguiente, la sucesión [x,) es monótona y acotada y por esta razón con- 
verge. Sea lim x, = c. Pasando al limite en (60.15), obtendremos /(c) = 0, es de- 


cir, la sucesión (60.15) converge hacia la raiz xy = c de la ecuación (60.9). 
Cuando If (x)| > m > 0,a < x < b, por el procedimiento utilizado en el mé- 
todo de las cuerdas, obtendremos la estimación 


De un modo semejante se examinan también los demás casos de combinaciones 
diferentes de los signos que tienen las derivadas primera y segunda (fig. 249). 

He aquí una estimatión más de la velocidad de convergencia del método de las 
tangentes, de la que se ve claramente la ventaja del método mencionado. Suponga- 
mos que para la función f en el intervalo que se considera se cumplen las desigualda- 


des 
IWI > m > 0, If I< M, a < x < b. 
Desarrollemos la función f en el entorno del punto x, según la fórmula de 
Taylor, por ejemplo, con el término residual en la forma de Lagrange 


JO = SE SOLA A AS TOR A 
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donde E = x, + 0: — x,),0 < 8 < 1.SiS(c) = O, entonces, al sustituir x = cen 
la fórmula escrita, obtendremos 


10) + ONE) AGS NE a 


De aquí 


nel, LO 
TE "TO 


o bien, en virtud de la fórmula (60.15), 


xd, 


Por consiguiente, 


de donde 


Aplicando sucesivamente esta desigualdad, tendremos: 


M M z 
maTs T) < 


-aJ J< 2 (ma) 


Si la aproximación inicial b se elige de modo tal que sea q Y z lb = cl <1,se 
obtendrá 


2m 
ipm el e EA 
Xn ge 


es decir, la velocidad de convergencia de las soluciones aproximadas x, hacia la raiz 
«e es considerablemente superior a la de decrecimiento de la progresión geo- 
métrica cuyo denominador es, en valor absoluto, menor que la unidad, 

Ejemplo. Apliquemos el método de Newton para el cálculo aproximado de una 
raíz de k-£simo grado del número a > 0, k es entero y positivo. En este caso se trata 
de la solución aproximada de la ecuación x* — a = 0, es decir, la fórmula (60.15) 
se la debe aplicar a la función f(x) =* — a. 


35" 
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Tenemos f(x) = la — !, y, por lo tanto, para los valores aproximados sucesi- 
vos x, de la raíz Ux existe la siguiente fórmula recurrente 
*-a 


Sari" TT + 


o bien 


Fasa 


Con esta fórmula nos hemos encontrado para k = 2 en el p. 4.9. 


60.3. INTERPOLACIÓN DE LAS FUNCIONES 


Sea dada en el segmento [a, b} una función / y sean fijos n + 1 valores del argu- 
mento xp i = 1,2, -an + de 


T AA (60.16) 


Uno de los más sencillos problemas de interpolación consiste en la búsqueda de 
un polinomio P(x), de grado no superior al número dado m, el cual para los valores 
del argumento x = xp Í = 1,2, ... ,n + L, llamados nudos de interpolación, toma 
los mismos valores que la función dada f, es decir, tienen lugar las igualdades 

Sa) = PO) i=1,2,...,n+1. (60,17) 


Tal polinomio Px) se denomina polinomio de interpolación que interpola la fun- 
ción / en los nudos dados de interpolación. 

Con el objeto de investigar la cuestión de existencia del polinomio interpolador 
PQ que satisfaga las condiciones (60.17), escribámoslo con los coeficientes indeter- 
minados ap j=0,l,.. , m; 

AK) = ag + ape + agè + a + a 
y sustituyámoslo en el sistema (60.17). Obtendremos un sistema de (n + 1) 
ecuaciones lineales con m + 1 incógnitas dg, aj, «+ ap 


+ an= 0) 


a+ ax + 


(60.18) 


A Angi + aasa = SO + e 
El determinante formado de los coeficientes de este sistema, ubicados en las prime- 
ras k líneas y las primeras k columnas, £ < mía m + 1,n + 1) (el número de las 
lineas es n + 1, el de las columnas esm + 1) leva el nombre de Vandermonde y es 
conocido a partir del curso de álgebra: 


Woy 29 = 
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En el caso dado este determinante es distinto de cero, pues todos los nudos de inter- 
polación son diferentes. Por eso el rango de la matriz de coeficientes-del sistema 
(60.18) es igual al mínimo de los dos números m + 1yn + 1.Sin > m, el sistema 
(60.18), en el caso general, no tiene solución, Si n < m, la solución del sistema 
(60.18) siempre existe, con la particularidad de que, cuando n = m, la solución es 
única, y cuando n < m, hay una infinidad de soluciones. De este modo, cuales- 
quiera que sean los valores dadas en n + 1 nudos (60.16), siempre existe un polino- 
mio (y, además, el único) de grado no superior a n, que toma en los nudos men- 
cionados los valores dados. 

Para hallas el polinomio de interpolación P(x), se puéde resolver el sisterña 
(60.18). Sin embargo, puede utilizarse también otro procedimiento, más corto. Exa- 
minemos un polinomio 


AY Wien 
PL = 2 
E EEN E EET ET 
Es evidente que P/x) es un polinomio de grado n y que 
P{x) = 1, Pfx) = Or 
f=1,2,...,n+1,/=1,2, i=di+dy ¿04 lo (60.19) 
Por eso el polinomio de interpolación buscado puede ser escrito en la forma 


¿dl 2 4 do 


Po = Y SOPH) (02) 


o] 


En efecto, la expresión escrita es un polinomio de grado no superior a n, y, en virtud 
de (60,19), satisface las condiciones (60.17). 

El polinomio de interpolación escrito en la forma (60.20) lleva el nombre de 
Lagrange. 

Investiguemos ahora la diferencia entre la función y el polinomio de interpola- 


ción: 
RU) = 00 - PO) 


que se denomina término residual de la interpolación. Supongamos que la función f 
es n + l»veces derivable en el segmento fa, b). Entonces esta misma propiedad la 
posee también el resto R(x), con la particularidad de que 


RO + = f” + a < x < b, (60.21) 
pues Pl" + Ux m 0. Pongamos 

wh) = le — ple — a) e E = a a 
fijemos x e [a, b] y analicemos una función auxiliar 


an =R -FR aa < t< b 
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La función (f), evidentemente, es también n + 1 veces derivable en el segmento 
la, b), además de (60.21) y de lo que w“ + Mg) = {n + 1)! tenemos 


JO (a E, 


(60.22) 


Ahora, la función plí) se anula en n + 2 puntos x, Xy, Xy»... + Xp 4 15 POT £50, 
en virtud del teorema de Rolle, su derivada se reduce a cero por lo menos enn + 1 
puntos del segmento [a, b], la segunda derivada en n puntos, etc. Por inducción lle- 
gamos a que la (n + 1)ésima derivada de la función p se reduce a cero por lo me- 
nos una vez dentro del segmento la, b). Sea p” * YG) = 0, a < $ < b, entonces 
de (60.22) obtendremos 


m h pei 
iaio an” " 


o bien, más detalladamente, 


Ro e EA ar Mp, aa ED. 


De aquí proviene la estimación del término residual 


aa —x Me 5; en 
RG)! Sarni má, VOD 4) p, ya Dl. 
Hemos de notar que en general, incluso para las funciones analíticas en el seg- 
mento (a, b), el término residual de interpolación no tiende a cero en dicho segmen- 
to para n — es, es decir, los polinomios de interpolación no convergen hacia la pro- 
pia función. La construcción de los ejemplos correspondientes es bastante engorro- 
sa, razón por la cual no nos detendremos en esta afirmación. 


40.4. FÓRMULAS DE CUADRATURA 
Consideraremos ahora algunos métodos de la integración aproximada de las 
funciones. Las fórmulas para los valores aproximados de las integrales sê denomi- 
nan fórmulas de cuadratura. . 
Supongamos que en el segmento ja, b) se ha dado una función /. Dividamos el 
segmento lo, b) en n partes iguales mediante los puntos xp k = 1,2, «2 — 


p> 


ETS A -% T 0... 


Las fórmulas de cuadratura a considerar se obtendrán sustituyendo en el proceso de 
integración, la función f en cada segmento [xy _. }, x4) por un polinomio de interpo- 
lación de grado n. Estudiaremos los casos de n = 0, 1, 2. Los valores aproximados 


ss 


ERAS 
Fig. 250 


correspondientes de la Integral de la función f de designarán mediante el simbolo 
Lf), n = 0, 1, 2. En el primer caso (cuando n = 0) la fórmula de cuadratura 
correspondiente se denomina fórmula de los rectángulos, en'el segundo caso (cuan- 
do n = 1), fórmula de los trapecios, en el tercer caso (cuando n = 2), fórmula de 
las parábolas o, con mayor frecuencia, fórmula de Simpson. 


FÓRMULA DE LOS RECTÁNGULOS 


Para interpolar la función Y en el segmento (x, — yx), K 
diante un polinomio de grado nulo, es suficiente prefijar un solo nudo. Tomemos a 
titulo de nudo el centro del segmento (xy p, xa): 

t, = Hi 15 a 


El polinomio de interpolación será una constante 

PÒ = SED = lB 0 0. 

Con tal interpolación sustituimos la función dada f por una “función escalonada”, 

con más precisión, por un surtido de funciones, que son constantes en cada segmen- 

+10 (Xy n p Xe] e iguales al valor de la función f en el centro de dicho segmento 

E E 
(fig. 250). En lugar de la integral | fOJdxtomemosotraimtegral | Py)dx, 
ati w- 
es decir, sustituyamos el área del trapecio curvilineo por la del rectángulo corres- 
pondiente. 

Escribamos ahora la fórmula de cuadratura de los rectángulos: 
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NW 


4 Ye Y 
Zy 
Fig. 251 
FÓRMULA DE LOS TRAPECIOS 


Tomemos en cada segmento (x, _ y» X,), k = 1,2, ... „7, un polinomio interpo- 
iador Pt de primar grado dsensiado por los nudos de interpolación x, — , Y Xp- 
Suponiendo y; = f(x), i = 0, 1, ... , n, obtendremos (véase (60.20)) 

x-% x-x 
Pos E y + E pk = 1,2, aan. 
odo) nl A 


o e A En logar de 
la integral ki [eds tomamos oua ir T: Poda, es decir, sustituyamos 


«lada trupala curiico por el rca correspondiente de un trapecio ordinario 
(fig. 251). 


Observando que 
pi 


kh2 22.2 


Ii 1+Yd 
Pueoas = MEA 


AN 
obtendremos la fórmula de cuadratura de los trapecios 

E 
AA, (60.24) 


LO + 09 + + +69) 


FÓRMULA DE SIMPSON 


Tomemos en cada segmento Lx, _ ,, xg), k = 1,2, ... , m, un polinomio de in- 
tespolación P(x) de segundo grado determinado por los nudos de interpolación x, — yy 


60.3. Error de las fórmules de cuedraturo, s 


kati 


i= Y Xy Entonces 

C- ipe- 
Poe E a a 
O E 


6% px CEEE EAN 
$ + ; 
TA E 
Por el cálculo directo nos convencemos de que 


1 
=g% a- 


| tt 
CES 


-i 


C-n- W-D? 2b- 
LEAD o pt 
k — Xp Mek = xX E a 


LO o T 
IC 
por lo cual 


f pode = 2 [3100 + Frans sao]. 
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Ahora ya no será díficil escribir la fórmula de cuadratura de Simpson: 


1 2 1 
y [ros =ð tirera] 
ze (60.25) 


N+ 


+ ME) + + SED 
60.5. ERROR DE LAS FÓRMULAS DE CUADRATURA*) 


Hemos visto que en todos los tres casos examinados las fórmulas de cuadratura 
(véanse (60.23), (60.24), (60.25)) tienen por expresión 


% En este punto seguimos las ideas desarrolladas en la monografía de S. M. Nikolski 
“Fórmulas de cuadratura”. 
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wos El (60.26) 


ds 


n= 22 bM PD (60.27) 
= 


< Eu S Xp k = 1,2, ... ,n,1=.0,1, .... „m mientras que p,son ciertos nú- 


Para el caso de la fórmula de los rectángulos tuvimos 


m=0,py= bta = A 


cia eo fa 
md o rin =e 


y en el caso de la fórmula de Simpson 


+ 
y A tyt 
kal, 2.0 


Ahora, sean dados algunos números p, llamados pesos y supongamos que en el 
segmento (0, 1] viene dado un sistema de los puntos E, i = 0, 1 llamados 
nudos. Supongamos también, como hasta ahora, que el segmento [a, b] está dividi- 
do mediante los puntos Xy, k = 0, 1, ...., n, en n segmentos iguales [xy _ ys Xy)» 
k = 1,2, ... „n, y los puntos £, se obtienen de los mudos £, en el transcurso de una 
aplicación lineal del segmento [, 1] sobre el segmento [xy — ,, X4), durante el cual el 
punto cero pasa al punto xj .. ¡, es decir, en el proceso de la` aplicación 
A o MA p OSES I 

La expresión (60.26) se denomina en este caso fórmula de cuadratura correspon- 
diente a los nudos E, y los pesos pp i = 0, 1, ~.. , m. 

Toda fórmula de cuadratura (60.26) posee la propiedad de linealidad: para 
cualesquiera dos funciones f y g, definidas en el segmento |a, b) y para cualesquiera. 
dos números A y y se verifica evidentemente, la igualdad 


LUN + pg) = ALI) + pL(8). 


1 2 
Mon Dm zo nitom- 


Definición. La fórmula LI) = Y) LS se llama exacta para los polinomios 
fi] 
de grado r, si para todo polinomio Pf{x) de grado no superior a r, para cualquier seg- 
mento la, b] y para todo número n (es decir, para cualquier partición del segmento 
la, b) en segmentos iguales) se verifica la igualdad 
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Tia agh A 


Fig. 252 
è 
LPR) = | Poddx. 


Ejercicio. Demuéstrese que para que la fórmula de cuadratura L(/], correspondiente a los 
nudos E, y los pesos p, I = O, 1, ...., m, sea exacta para los polinomios de grado”, es 
rio y suficiente que para cualquier polinomio PX) de grado no superior a r se verifique la 
igualdad: 


poaa E PPE. 
o 


Por cuanto el polinomio de interpolación de orden r coincide, para un polino- 
mio de grado z, con el propio polinomio, las fórmulas de cuadratura de los rectán- 
gulos, trapecios y de Simpson son exactas para los polinomios de primero, segundo 
y tercer grados, respectivamente, 

No obstante, más aún, la fórmula de cuadratura de los rectángulos es exacta pa- 
ra los polinomios de primer grado, y la fórmula de Simpson, para los polinomios de 
tercer grado. Demostrémoslo. En efecto, en el caso de la fórmula de los rectángulos 
(véanse (60.23) y (60.27)) 


1n=1(3 


El cálculo directo deja constancia de que para toda función lineal se verifica la 
igualdad 
A 
I{Ax+ B)= | (Ax + Bidx. (60.28) 
a 


Esto se infiere claramente de la fig. 252. Al sumar las igualdades (60.28) según k des- 
de I hasta n, obtendremos 


» 
LdAx + B)= | (Ax + B) dx, 
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lo que precisamente significa la exactitud de la fórmula de cuadratura de los rectán- 


gulos para los polinomios de primer grado. 
En el caso de la fórmula de Simpson (véanse (60.25) y (60.27)) 


deja E A 
[go (A ) +46]: (029 


wN 


Basta mostrar que para cualquier polinomio de tercer grado P(x) en este caso 


IA f Pode k = 1,2, an, CEJ 


a 


Efectivamente, siendo demostradas estas igualdades, obtendremos, al sumarlas se- 
gún k desde I hasta n: 


è 
LAP) = | Poda, 


eden, la fórmula de Simpson resulta ser exacta para los polinomios de tercer gra- 


AA AX + Bi + Cx + D. Pongamos Qu) = Bè + Cx + D, en- 
tonces P(x) = Ax? + Qx). Por ello 


LAPE) = Al) + IAQ), 


T roer = a EN Í 2 a (60.31) 
mo 


En virtud de que la fórmula de Simpson es exacta para los polinomios de segundo 
grado, tenemos 


IQ) = | Odde k= 2.02 
ati 
Por otra parte, por cálculos inmediatos nos convencemos de que 
E EN 
Jotas 
EN = 3.4 -4 
1000 k + 3 aa) +3] - His, 


Esto demuestra precisamente la igualdad (60.30). 


80.5. Error de las, de cuadratura Es] 


El orden del error de las fórmulas de cuadratura resulta relacionado con el grado 
de los polinomios, para de los cuales resulta exacta la fórmula de cuadratura en con- 
sideración. 

Teorema. Sea f una función r veces continuamente derivable en el segmento 
la, b] y sea el número M > O de tal indole que 


Vl < M,a < x < b. 
Si la fórmula de cuadratura (60.26) es exacta para los polinomios de grado r — 1 
(= 1,2, ... ), entonces existe una constante c, > O, que no depende de la función 
JS. tal que se verifica 


(60.32) 


|j o un) <P, 


DEMOSTRACIÓN. Representemos la función f en cada segmento [xy _ y, xy), de 
acuerdo con la fórmula de Taylor, en la forma 


LO) = PD + ro k = 1,2... 


donde 


PO = 


es un polinomio de Taylor de grado r — 1, es el término 
residual de la e dl ja 


Y. (60.33) 


nò- +0, 


0<0<1,k=1,2 


entonces 
pee $. J wa- Fw- 


El j ra teo] + 


Z, 
+ E Ri ras — o] (60.34) 
rl 


En virtud de que la fórmula de cuadratura dada es exacta para los polinomios de 
grado r — 1, se verifica la igualdad 
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% 
| Probar — P = 0, k= 1,2 pn, 
“i 
Por esto de (60.34) se infiere que 


| frowa- zo| < £ ii Irgðldx + E Uno. (60.35) 
4 TON a 


Luego, de (60.33) tenemos 


Mb- ay+' 
FT" 


Suponiendo p =,_ máx _ Ip! (véase (60.27), tenemos 
b=e 
n 


žo 


(m + Ib — ay + pm 


MAr) < Iph Ira)! < PPTI 


Sustituyendo estas estimaciones en (60.35) e introduciendo las designaciones 
1+ (m+ Do 


7i 


obtendremos la desigualdad (60.32). O 


De la fórmula (60.32) se deduce, en particular, que al calcular las integrales con 
ayuda de las fórmulas de cuadratura de los rectángulos y trapecios (estas fórmulas, 
como se sabe, son exactas para los polinomios de primer grado, a consecuencia de lo 


cual podemos tomar para ellas r = 2 e eror e de orden O (2), y acuer as 


integrales con ayuda de la fórmula de Simpson (ésta es exacta ya para los polino- 
mios de tercer grado y podemos tomar r = 4) el error constituye esta vez sólo la 


eo 


P Efectivamente, eso se deduoe de la definición (stase la pág. 50) de exactitud de Ia fór, 
mula de cuadratura de grado dado, si en dicha definición a titulo 
a a apesi 3 
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Observemos que empleando el método citado de calcular las constantes c,, no 
obtuvimos sus yalores mínimos. Lo último puede lograrse perfeccionando los méto- 
dos de su cálculo. 


Problema 43. Demuéstrese que para la fórmula de los rectángulos puede tomarse, = 


para la fórmula de los tapeis e, = | y para la fórmula de Simpson , = zarz + 


60.6. CÁLCULO APROXIMADO DE LAS DERIVADAS 


El cálculo aproximado de las derivadas se efectúa a base de las fórmulas que las 
definen. Por ejemplo, dado que 


yo m ERA 
Ls 
la así llamada razón aritmética 
Jæ + h- so) 


$ (60.36) 


proporciona el valor aproximado de la derivada. Esta expresión, además, permite 
calcular la derivada con cualquier grado de precisión a cuenta de la elección ade- 
cuada de h, lo que se infiere de la definición de limite. 

Estimemos el orden de aproximación de una derivada, calculada según la fórmu- 
la (60.36), respecto de h. Supongamos que la función f tiene en el entorno del punto 
x derivada acotada de segundo orden. Entonces, por la fórmula de Taylor, 


2 
Sarha AS hA Eras 0h), 0< 0< 1; 


de aqui 


PEO a freo + Ff” + M, 0<0<1, 


es decir, 


fæ +h) -so 


z =$") + Oh), h = 0. O 


Es obvio que si en el punto x existe una derivada, entonces 


SO0+ MIA ip 
e O 
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Resulta que el cálculo aproximado de la derivada en un punto según la fórmula 
aproximada 


AJO 


Y (60.37) 


asegura un orden más elevado de pequeñez del error respecto de h. Mostrémoslo, Su- 
pongamos que la función f tiene en el entorno del punto x la tercera derivada acota- 
da. En este caso, según la fórmula de Taylor se tiene 

pr rom rot <<. 


SM = SF h + yor - yre + 01,0 < 0, < 1. 
Restando la segunda igualdad de la primera y dividiendo por 24, obtendremos: 


h- = h) 2. 0... 
E po t EU” O + OA +S RO = 


=S) + 00), h— 0. 


De este modo, la razón aritmética (60.37) aproxima la derivada en un orden mejor 
que (60.36). 

Para el cálculo aproximado de la segunda derivada en el punto x se puede proce- 
der de la manera siguiente: calcular aproximadamente la primera derivada en los 
puntos x y x + A, por ejemplo, según la fórmula (60.36): 


ENAA fasma EIDEN, 


fox 
entonces 


Lath- rw fat- Set DES 
h G a 


La razón aritmética, que figura en el segundo miembro de la fórmula obtenida, 
interviene como valor aproximado de la segunda derivada en el punto x. 

Cuando la función f tiene en el entorno del punto x la tercera derivada acotada, 
entonces al desarollar el numerador según la fórmula de Taylor, obtendremos 


LOA 2) YAA AS 
AREA 


F% =$") + Oh), h~ 0. (60.38) 


Por analogía con el caso de la primera derivada se puede probar (en el supuesto 
de que la cuarta derivada en el entorno del punto x está acotada) que 


$ 61. Partición del conjunto en clases de elementos EN 


LELEL EICELENT (03) 
es decir, elerror de la fórmula aproximada (60.39) para el cálculo de la segunda deri- 
vada es en un orden mejor que el de la fórmula (60.38). 

Del modo análogo se calculan las derivadas de órdenes superiores y las derivadas 
parctales de las funciones de varias variables. 


$ 61. PARTICIÓN DEL CONJUNTO EN CLASES 
DE ELEMENTOS EQUIVALENTES 


Varias veces en nuestro curso hemos tropezado con el concepto de equivalencia: 
funciones equivalentes infinitamente pequeñas e infinitamente grandes (P. 8 3), 
aplicaciones equivalentes de un segmento (p. 16.2) y de una región (p. 50.1), suce- 
siones fundamentales equivalentes de los espacios métricos (p. 57.1), funciones 
equivalentes en la construcción del espacio RL, (p. 57.10), etc. En todos los casos 
mencionados la relación de equivalencia disponla de las siguientes tres propledades: 
si los elementos de un conjunto en consideración se designan mediante las letras x, 
Y t, +». + Y los elementos equivalentes x e y, mediante el símbolo x ~ y, entonces: 

1. Todo elemento del conjuntio en consideración es equivalente a sí mismo: 
x ~ x (reflexividad). 

2. Six ~ y, entonces también y ~ x (simetria). 

3. Six ~ yey ~ z, entonces x ~ z (transitividad). 

Siempre se suponía sin ninguna duda que un conjunto de tales o cuales clemen- 
tos en el que se ha introducido el concepto de equivalencia y que posee las propieda- 
des de reflexividad, simetría y transitividad se descompone en las clases disjuntas de 
elementos équivalentes. Esto es asi en realidad. Enunciemos y demostremos esta 
afirmación para el caso genera). 

Sean dados un conjunto A = (x, y, z, ... } y un subconjunto del conjunto de pa- 
res ordenados de sus elementos que posee las siguientes propiedades: si el par (x, y) 
pertenece a dicho subconjunto, los elementos x e y se llaman equivalentes y se escri- 
be x ~ y, con la particularidad de que se cumplen las propiedades de reflexividad, 
simetría y transitividad, En tal caso suele decirse que en el conjunto A se ha dado 
una relación de equivalencia. 

Teorema. Si en un conjunto se ha dado una relación de equivalencia, dicho con- 
Junto es la suma de sus subconjuntos disjuntos dos a dos de los elementos equiva- 
lentes entre sí. 

DEMOSTRACION. Sea A = [x, y, Z, ... ] un conjunto en el cual se ha dado una re- 
lación de equivalencia. Para todo elemento x € A designemos mediante A, el con- 
junto de todos los elementos del conjunto A equivalentes al elemento x. Mostremos 
que 


a= UA, (GEY 


zea 


y que la representación citada del conjunto A en forma de una suma de los subcon- 
Juntos A, es la que se busca, es decir, que los sumandos A, son disjuntos dos a dos. 
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Ante todo, en virtud de que la relación de equivalencia posee la propiedad de 
reflexividad, para todo x € A tenemos x ~ x, y, por lo tanto, x € A,, es decir, todo 
elemento del conjunto A pertenece a cierto A,, por lo cual 


AC U Ay (61.2) 


Por otra parte, todo elemento del conjunto A, es, debido a la propia construcción, 
un elemento del conjunto A. Por consiguiente, A, C A y por esta razón 


U 4, CA. (61.3) 


De las inclusiones (61.2) y (61.3) se deduce la igualdad (61.1). 

Demostraremos ahora que cualesquiera dos elementos de cada uno de los con- 
juntos A, son equivalentes entre sí. Efectivamente, sea y € A,, z € Ay; esto significa 
que y ~ xy z ~ x. Por ser simétrica la relación de equivalencia, de aquí se infiere 
que x ~ z, de donde, gracias a la transitividad, y ~ z. 

Probemos por fin que los sumandos en el segundo miembro de la igualdad (61.1) 
son disjuntos dos a dos. A saber, mostremos que para cualesquiera dos clementos 
x’ yx” los conjuntos Ay: y Ay- O bien coinciden, o bien no se intersecan. En efec- 
1o, supongamos que los.conjuntos A- y Ay- tengan por lo menos un elemento co- 
mún: y 6 A: N Ay. y sea z € Ay». Por cuanto ya tenemos demostrado el hecho de 
Que para todo elemento del conjunto A, sus dos elementos cualesquiera son equiva- 
lentes, entonces z ~ y, y ~ x”, y, por ende, z ~ x”, es decir, z € Ay:-. El elemento 
z es un elemento arbitrario del conjunto A,.., razón por la cual 


Ar C Ay (61.4) 
análogamente 
Ay- C Ay (61.5) 
De (61.4) y (61.5) se sigue que 


Ay Ayo 


De este modo, si los conjuntos A, y A,- tienen por lo menos un elemento co- 
mún, ellos coinciden; si tal elemento está ausente, los conjuntos citados son, eviden- 
temente, disjuntos. 

Así pues, la representación (61.2) posee en realidad todas las propiedades enun- 
ciadas en el teorema, D 


$ 62*. LÍMITE SEGÚN UN FILTRO 


Al estudiar el curso del análisis nos encontramos con dos conceptos de límite: el 
mite de una función (limite de una sucesión, como caso particular del límite citado) 
y el de las sumas integrales. Resulta que existe un concepto de límite más general, 
lamado límite según un filtro, el cual contiene en sí mismo ambos conceptos men- 


2.1. Espacios topolégicos es 


cionados de limite como casos particulares. La existencia de tal concepto nos ofrece, 
por supuesto, una satisfacción estética, razón por la cual daremos a Conocer en este 
párrafo su definición. No obstante, la introducción de este concepto no propor- 
ciona, en esencia, ventajas algunas para el estudio del análisis matemático, por lo 
que se explica el hecho de que dicho concepto viene al final del curso, 


62.1. ESPACIOS TOPOLÓGICOS 


Definición 1. Supongamos que X es cierto conjunto y en él viene dado un siste- 
ma Q = (G) de subconjuntos que satisfacen las siguientes condiciones: 

1, La intersección de un número finito de conjuntos del sistema Q pertenece a 
este sistema. 

La unión de cualquier totalidad de conjuntos del sistema Q pertenece a este 
sistema. 
3°. Xe0, Den. 

En estas condiciones el conjunto X se llama espacio topológico, el sistema  lle- 
va el nombre de su topología y los conjuntos del sistema Q son sus subconjuntos 
abiertos, 

Para cualquier punto x € X, todo conjunto G € Q que contiene dicho punto se 
llama entorno de éste. 

Si cualesquiera dos puntos de un espacio t tienen entornos que no se 
intersecan, el espacio lleva el nombre de Hausdorff”. 

A título de espacio topológico de Hausdorff interviene todo espacio métrico, 
puesto que sus subconjuntos abiertos forman un sistema que satisface las con 
ciones 1°, 2°, 3° de la definición 1 (véase el p. 57.1). Existen también los así Ilama- 
dos espacios topológicos no metrizables (véase “Introducción a la teoría de los con- 
juntos y la topología general” de P.S. Alexándrow, M., 1977). 

Para cualquier punto x € X, todo entorno de x no es, a ciencia cierta, un conjun- 
to vacio, puesto que contiene por lo menos un elemento, a saber, el propio punto x. 

Definición 2. Todo subsistema Y del sistema D de conjuntos abiertos de un es- 
pacio topológico recibe el nombre de base de la topología del espacio citado, 
siempre que cualquier conjunto abierto no vacío del espacio (es decir, un conjunto 
no vacío del sistema 0) es una unión de cierta totalidad de conjuntos de Y . 

Así por ejemplo, en un espacio métrico la base de la topología la constituye el 
conjunto Y de todos los e-entornos de todos los puntos de este espacio. Efectiva- 
mente, cualquiera que sea el conjunto abierto no vacio G del espacio métrico dado, 
para todo su punto x € G existe tal £ > O que el e-entorno de este punto está conte- 
nido en G: U(x, £) C G. Elijamos y fijemos para todo punto x e G uno de tales en- 
tomos, entonces el conjunto G será, evidentemente, su unión: 


6=U Ub, e. 


seo 


9 F. Hausdorff (1868 — 1942), matemático alemán. 
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Ejercicio 1. Demuéstrese que en cualquier espacio métrico el conjunto de todos los 
-entornos (con e racional) de todos los puntos de este espacio forma su base de topología. 

La topología puede ser definida con ayuda de la base de topología. A saber, si 
8 = (4) esla base de topología Ñ del espacio X, entonces, de conformidad con la 
definición 2, N es el sistema de todos los subconjuntos del espacio X, cada uno de 
los cuales o bien es una unión de cierta totalidad de conjuntos de B, o bien es vacio. 

Definición 3. El sistema Y (x) de entornos del punto x de un espacio topológico 
X se llama base local de la topología en dicho punto, si, cualquiera que sea el entor- 
ho V del punto x en el espacio X, existe tal entorno U € Y (x) que 

UCV. 


Es obvio que la totalidad de todos los entornos del punto dado forma su base lo- 
cal de la topología. Para cualquier punto de un espacio métrico su base local de la 


topología la forman también, por ejemplo, todos sus s-entornos de radio e = —, 
nehh.. 

La unión de bases locales de la topología en todos los puntos forma la base de la 
topología de todo el espacio, pues cualquier conjunto abierto no vacio puede repre- 
sentarse como una umón de los entornos (pertenecientes al conjunto) de sus puntos, 
donde los entornos mencionados se toman de las bases locales de la topología en 
consideración. De este modo, la topología en un conjunto puede prefijarse definien- 
do las bases locales de la topología en cada uno de los puntos del conjunto, 

Con ayuda del concepto de entorno para los espacios topológicos se introducen 
(textualmente, al igual que para los espacios métricos, véanse el p. 57,1 y p. 18,2) 
nociones de puntos adherente, limite y aislado, como también la de conjunto cerr 
do. 


622. FILTROS 


En lo sucesivo mediante B(X) se designará el conjunto de todos los subconjun- 
tos del conjunto X. 

Definicion 4. Sea X un conjunto no vacío. El conjunto Y C Y (X) recibe el 
nombre:de filtro (o, más detalladamente, filtro en el conjunto X), siempre que: 

1° Para cualesquiera A' € $ y A” € $ existe tal Ae $ que 

ACA NA”. 

7.De5,94 0. 

Delas propiedades 1° y 2° se desprende que la intersección de cualquier número 
finito de conjuntos pertenecientes al filtro no es vacío. 

Ejemplos. 1. Sea X*D, X>2A,* 2. Entonces, cl conjunto 
S = (4: A, C Ae B(X) es un filtro en X. Efectivamente, es evidente que 
A, / F,YSIA' EFY A” e9, setiene A" MA” D Ap + Ø, es decir, ambas con- 
diciones 1* y 2° de la definición 4 quedan cumplidas. 

2. Sea x € X. El conjunto 5 = [A : x € A € B(X) es un filtro en X. Este filtro es 
un caso particular del filtro considerado en el ejemplo antecedente en que el conjun- 
to Ay se componía de un solo punto x. 


62.2. Filtros, ses 


3. Sea X = N un conjunto de todos los mimeros naturales y 
A, = mimeN,m>n),neN. (62.1) 


Entonces el conjunto A, forma un filtro, designado por Fy = {4,] y llamadofiliro 
natural. 

Comprobemos que Fy es un filtro. En efecto, N€ Fy y, por consiguiente 
Fy + Ø, todos los A, Y Ø, y sim < n, se tiene A, N Am = A, ê Fy 

4. Sea de nuevo X'= N. El sistema de subconjuntos $y del conjunto N, cada 
uno de los cuales es un complemento al subconjunto finito del conjunto N; forma 
también un filtro en N, llamado filtro de Fréchet y continente en si el filtro natural 
F, 

N Mostremos que F yes, de hecho, un filtro. Si A € Sy» Y B € Sp designemos me- 
diante n 6 N el mayor de los números que integran el conjunto (N\ A) U (NN B). 
Tal número existe, puesto que el conjunto indicado se compone, en virtud de la de- 
finición de Sy, sólo de un conjunto finito de números. Entonces el conjunto 
A, € Fy (véase (62.1)) está contenido en A N B. Luego, por cuanto el conjunto de 
números naturales N es numerable, mientras que N \ A, donde A € Fy es, por de- 
finición del conjunto Sy, finito, entonces A # Ø. Por fin, Ne Ty y, por consi- 
guiente, Sy + Ø. De este modo, Y y es un filtro. 

5. Sea X un espacio topológico y x € X. La base local de la topología Yx) forma 
un filtro. En efecto, ante todo, es evidente que para cualquier entorno U € B(x) se 
tiene xe U, y por esta razón U + Ø. Luego, para cualesquiera Ue B4) y 
Y e B(x) la intersección U N V es un conjunto abierto en el qué se contiene el pun- 
to x, por lo cual, de conformidad con la definición de la base local de una topología, 
existe tal entorno We B(x) que W C UN V, 

6. Supongamos que X es un espacio topológico, x es el punto límite del espacio 
X, B(x), la base local de la topología en este punto y È (x), un conjunto de todos 
los “entornos reducidos” de dicha base local de la topología, es decir, Y (x) se com- 
pone de los conjuntos 


01) E UON kx), Uwe Bw). 


Bajo estas condiciones $ (+) forma un filtro. Efectivamente, si Ù € $ (x), enton- 
ces por cuanto el punto x es límite para el espacio X, existe un punto y € Ú, y, por 
ende, Ù + Ø, Lu , para cualesquiera U a $ (a)y Y e $ (o) tenemos, de acuerdo 
con su definición: Ù = UN fx), V = VN f), Ue 80), V e BUD. La interseo- 
ción U N V es un entorno del punto x, por lo cual gxiste tal entorno W € Bx) que 
WC UN Y y por esta razón Í =W N tg C Ü N V. Así pues, $0) es, de 
hecho, un filtro. 

Definición 5. El filtro $, = (A) en el conjunto X lleva el nombre de filtro más 
Juerte que el filtro 5, = [B] en el mismo conjunto, si para cualquier conjunto 
Be F, existe tal A € F, que AC B., , 

Definición 6. Si el filtro $, es más fuerte que el filtro $, y $} es más fuerte que 
$,, los filtros $, y S, se denominan equivalents. 

Ejemplo 7. Sea Ù (x) una base local de la topología del punto x de un espacio 
metrico, compuesta de todos sus £-entomos, y sea Y ¿(x) su base local de la topolo- 
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gía que contiene sólo los entornos de radio £ = —, n = 1,2, 


.. + Los filtros B) y 


Bol) son equivalentes. 

Ejercicio 2. Demuéstrese que los filtros en los ejemplos 3 y 4 son equivalentes. 

Definición 7. El filtro $, se llama subfiltro del filtro $, si todo elemento del 
Filtro $, es también un elemento del filtro Fy, es decir, si $, C Sy. 

Es obvio que un filtro es más fuerte que cualquiera de sus subfiltros. 

ín 8. Todo subfiltro de un filtro, equivalente al propio filtro, se de- 

nomina base del filtro. 

En el ejemplo 7 el filtro 8 ¿(x) es la base del filtro B(x), mientras que el filtro na- 
tural F es la base del filtro de Fréchnet $ y, construido en el ejemplo 4. 

A da resulta cómodo considerar los filtros que satisfacen una condición 
cional más. 

Definición 9. El filtro $ en un conjunto X se denomina completo, si de las con- 
diciones 


AEF,BEBÍOYACB 


se deduce que 
Bes, 


En los ejemplos 1, 2 y 4, considerados más arriba, los filtros eran completos, En 
el ejemplo 4 (filtro de Fréchnet) esto se deduce de lo que si A € y y, por consi- 
guiente, su complemento en el conjunto de números naturales Ves finito, entonces 
cualquier subconjunto de números naturales 8, contenido en A, tiene también un 
complemento finito en N, pues, si A C B C N, entonces NN BC NN A, 

Entre tanto, los filtros, considerados en los ejemplos 3, 5 y 6, ya no son comple- 
tos. En el ejemplo 3 el filtro natural F no es completo, puesto que no todo subcon- 
Junto A (que contiene un conjunto del tipo A „, véase (62.1)) del conjunto de núme- 
Tos naturales es del mismo tipo, es decir, pertenece al filtro natural Fy. Los filtros, 
considerados en los ejemplos 5 y 6, no son completos, puesto que no todo conjunto, 
que contiene un conjunto abierto, es por sí mismo necesariamente abierto. 

A veces en la literatura matemática el filtro completo se llama sencillamente fil- 
tro, mientras que el filtro en el sentido de la definición 4, base del filtro. Esto se 
justifica, por la validez de la siguiente afirmación, 

Yema 1. Todo filtro es una base de cierto fltro completo, 

"DEMOSTRACIÓN, Sea $ = {A} un filtro en el conjunto X. Definamos el conjunto 
8 como un conjunto de todos los subconjuntos £ del conjunto X de tal género que 
cada uno de los subconjuntos citados tenga, a título de su subconjunto, un cierto 
elemento del filtro $. Más brevemente, B € $ cuando, y sólo cuando, existe tal 
A C 5 que A C B. Mostremos que $ es un filtro completo y el filtro $ es la base de 


8. 

Si B' € 8, B* €G, entonces existen tales A’ e€ F y A* €f que A’ C B', 
A" C B*. Por cuanto $ es un filtro, se encontrará tal A € F que A€ A” N A”. Al 
notar que A’ N A” C 8” N B, obtendremos A C B’ N B”, y, por lo tanto, de 
acuerdo con la definición de G, el conjunto B’ N B” será su elemento: 
B' N B* €G. De este modo se cumple la condición 1° de la definición 4, 
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Si fuera Ø e $, entonces nuevamente, por definción de $, se encontraría tal 
Ae $ que A C Ø, pero en tal caso A + Ø, es decir, el conjunto vacío resultaría 
ser un elemento de $ que contradiría a que $ es un filtro. Por consiguiente, Ø € G. 
Además, puesto que A C A, todo conjunto A € $ es también un elemento de $, es 
decir, $ C G, y por cuanto $, como cualquier otro filtro, no es vacío: F + Ø, tam- 
poco será vacío el conjunto $ : G + Ø. De este modo, G satisface todas las condi- 
mes de la definición 4, es decir, es un filtro. Su completitud también se deduce in- 
mediatamente de la definición de este filtro. En efecto, si B € $, entonces cxiste tal 
A, que A C B. Por eso, para cada conjunto B” tal que B C B" C X será válida 
tambien la inclusión A C B’ la que significa precisamente que B’ € G. 

Por fin, $ es la base del filtro completo G. Efectivamente, por un lado, como ya 
se ha señalado, F C G, es decir, el filtro F es un subfiltro de G; mientras tanto, se 
ha notado anteriormente que todo filtro es más fuerte que cualquiera de sus sub- 
filtros. Por otra parte, la definición del filtro $ significa precisamente que el filtro $ 
es más fuerte que el $: cualquiera que sea B € B, existeunA €F tal que A C B 
(véase la definición 5). Así pues, los filtros $ y G son equivalentes. O 

Lema 2. Sea $, un filtro en el conjunto X, y sea Fz un filtro en el conjunto X3 y 

FU (C:C=AXDB, ACT, BET); (62.2) 
en este caso Ses un filtro sobre el producto X, x X de los conjuntos X, y Xy. 

El filtro $ definido por la igualdad (62.2) se llama productode los filtros $, y F4. 
Si $ es uh producto de los filtros $, y Fa, se escribe Y = $, x Sy. 

DEMOSTRACIÓN, Sea C, € $, y C, € Sz entonces, de acuerdo con la definición 
(62.3), existen tales A, e 3, 4, € F, Y B Ep, B¿€T) que C, = A, xX B) y 
C, = Az X B. Porcuanto $, y$, son filtros, se encontrarán tales A € $, y 
Be Sz que 


ACA,NASBCB Mz (62.3) 


En virtud de la misma definición (62.2) : A x BeF, además de (62.3) se deduce 
que 


A x BC (A, X B) N (A, X B), 


pues, si (x, y) € A x B, se tiene x € A, y € B. Por consiguiente, en virtud de (62.3), 
x€ A, N Ayy € B, € N B,, por lo cual (x, y) € A; X B, y (x, 7) € A, X By, es de- 
ar, 


wye (A, X B)N(4, x B). 


Por fin, todo C = A x B + Ø, A € $; Be Sy, pues, de conformidad con la 
definición del filtro, A + Ø, B + Z.DeloqueS, * Ø yF, + Ø, seinficre que 
también $ = $, x $, * Ø. 

De este modo, F = $, x $, satisface la definición del filtro. O 

Lema 3. Sean X e Y unos conjuntos, f : X — Y, la aplicación de X en Y y 
5 = (4), un filtro en el conjunto X. Entonces la totalidad de todas las imágenes 
JA) de los conjuntos, pertenecientes a $, es un filtro en el conjunto Y. 
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El filtro Y(A)}, A € $, se denomina imagen del fiero $ en la aplicación f y se 


designa mediante 
SE) = WAA ES. (62.4) 


Demostremos que f($) es realmente un filtro. Sea f(A) € f(F), /(B) € (S), A € F, 
B6 $. En este caso existe tal elemento C del filtro $: Ce F, que C C A N B. Por 
cuanto (O C f(A N B) C f(A) N AB), y, además, por definición del sistema 
08) tenemos F(C) eS(S), entonces la primera condición de la definición de filtro 
(véase la definición 4) queda cumplida. La segunda condición está también cumpli- 
da, dado que J(5) se compone sólo de los elementos del tipo /(4), donde A € $. 
Por consiguiente, (4) + Ø, puesto queA + Ø.Porfin, delo que + Ø, sede- 
duce que también (9) + 2. O 
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Definición 10. Sea X un espacio topológico, x € X y sea $ un filtro en X. El 
punto x se llama límite del filtro $ o su punto límite, si el filtro $ es más fuerte que 
B) que constituye una base local de la topología en este punto. 

Si el punto x es límite del filtro $, se escribe 


x= ims. 


Ejemplos. Sea X =` N un conjunto de todos los números naturales que se consi- 
dera, como siempre, con una topología discreta: todo punto n e N se entiende como 
conjunto abierto (en otras palabras, cualquier punto es aislado), entonces el filtro 
natural Fy (véase el ejemplo 3 en el p. 62.2) no tiene límite en N. 

Efectivamente, ningún múmero n e N es un límite del filtro Fy, pues para cual- 
quier número n, € NV existe una base local de la topología compuesta sólo de este nú- 
mero ng y no existe A € Fy, contenido en el conjunto de un solo punto [ng], por 
cuanto todo A e Fy contiene una infinidad de elementos. De este modo, el filo Fy 
no es más fuerte que la base local de la topología de cualquier número ng N. 

2. Sea X = N U [+ œ), es decir, el conjunto X se ha obtenido por adición de un 

“punto infinito” +œ al conjunto de los números naturales N, con la particularidad 
de que la base local de la topología (+ œ)se compone de toda una serie de conjun- 
tos A, (véase (61.1)), mientras que las bases locales (n), n e N, están compuestas 
(como hasta ahora) por el único punto n. La base de ia topología en X se define co- 
mo una unión de bases locales de todos sus puntos. 

En el espacio N U [+ e) el filtro natural F y tiene por límite +o. En efecto, pa- 
ra cualquier entorno A, € B (+œ) a título de elemento A € Fy tal que A C A, 
(véase la definición 10) puede tomarse el propio elemento A,,, pues A, C Fy. 


Problema 44. Demuéstrese que para que todo filtro de un espacio topológico tenga 
mo. más de un límite, es necesario y suficiente que el espacio sea de Hausdorff. 


Teorema 1. Para que el punto x sea un límite del filtro $ del espacio topológico 
X, es necesario > que este punto sea un límite de cada su base y suficiente que dicho 
punto sea un limite por lo menos de una base del filtro. 

DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD. Supongamos que un subfiltro Sọ es la base del 


filtro $ del espacio X y E 
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es decir, el filtro $ es más fuerte que la base local de la topología B(x) en el punto x. 
Esto significa que para cualquier entorno U € B(x) existe tal A € F que A C U. Por 
cuanto $, es una base del filtro F, para A e $ citado se encontrará tal B € Fy que 
B C 2A, y, por consiguiente, B C U, es decir, el cubfiltro F es también más fuerte 
que la base local, de la topología Y (x), por lo cual x = lim Fo. 

DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA. Supongamos que el subfiltro S del filiro $ 
es una base del filtro y x = lim Sp, a sea F es más fuerte que la base local de la to- 
pología B(x), entonces, el propio filtro $ es con mayor razón más fuerte que D), 
pues cada elemento de un subfiltro es a la vez, un elemento del filtro. Por consi- 
guiente, x = lím $. O 


62.4. LÍMITE DE LA APLICACIÓN SEGÚN UN FILTRO 


El concepto general de límite se da por la siguiente definición. 

Definición 11. Sean X un cierto conjunto, Y un espacio topológico, f : X — Y la 
aplicación de X en Y, f un filtro en X. 

El punto b € Y se llama límite de la aplicación f según el filtro $ y se escribe 


limy/6) = b, 
siempre que el filtro f(S) tiene como su límite en el espacio Y el punto b. 
De este modo, ds A 
m9 E lim (9). (62,5) 


Ejemplos. 1. Sea X = Nun conjunto de todos números reales, Y un espacio to- 
pológico, f : N — Y, y, Y f(n), n € N, y supongamos que Fiy es el filtro natural 
construido en el ejemplo 3, del p.62.2, es decir, Fy se compone de los conjuntos 
(62.1). En este caso el límite de la aplicación f según el filtro Fy coincide con el lími- 
te ordinario de la sucesión |y,} en Y. En efecto, la condicón limp, f(n) = b es 
equivalente, de acuerdo con (62.3), a la condición lim/(£,) = b, donde /(Fy) = 
= (£(4,)), S(4,) = Wm: m > n). El hecho de que el limite del filtro (Fy) es igual al 
punto b'es indicio de que para cualquier entorno Ue Y (b), donde È (b) es una base 
local de la topología en el punto b, existe un elemento (4, ), contenido en U, del 
filtro (Fy): S (An) C U. Por cuanto paran > n se cumple la inclusión n € App, Y, 
por ende, también la inclusión y, = (1) € S(4,,), entonces para n > ng tiene lugar 
la inclusión y, € U. Esto significa precisamente que lim y, = b. 

2, Sean X = N x N, Fy un filtro natural, $ = Fy X Fy (véase (622), Y un 

io topológico, f : N x N — Y, Yma E Sim, n), meN, ne N; en este caso el 
límite limg (m, n)coincide con el límite ordinario de la sucesión doble yy): el 
punto bse llama límite Km Ymy dela sucesión [yy], si para cualquier entorno. 


ES 
U del punto b existen tales my y ng que para m > n¿y n > nose comple la inclusión 
3 mn € U. De este modo, 


Kmgf(mn, n) = Mm nor 
3. Supongamos que E es un conjunto medible según Jordan en R”, 7 es una par- 
tición de este conjunto: 7 = (EZ f.£,€ Ep Í = 1,2, ... , k. Supongamos, ade- 
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más, que los elementos del conjunto X los constituyen, a su vez, toda clase de con- 
juntos del ti h 
Es ad x= frt, p ee Edo (62.6) 


Para todo n > 0 designemos mediante A, un subconjunto del conjunto X que se 
compone de todos aquellos elementos x, para los cuales las finuras , de las parti- 
ciones r que las integran son inferiores a n, es decir, ô, < n. 

El sistema F = (4,] es un filtro en X. 

Toda función real J: E — R engendra una aplicación p,: X — R según la fórmu- 
la ñ 
eE Y NEE = lrs Ey + Eal- 


De este modo, y (x) es un valor de la correspondiente suma integral de Riemann de 
la función f. 

El límite de la aplicación p,: X — R según el filtro F = (4,) coincide con el If- 
mite ordinario de las sumas integrales de Riemann de la función /, a condición de 
que las finuras de las particiones en consideración tienden a cero: 


4. Supongamos que X e Y son unos espacios topológicos, f: X — Y, ae X y $ es 
un filtro de tal género en X que lím3 = a (es decir, el filtro $ es más fuerte que cier- 
ta base local de la topología @ (a) en el punto a). 

El límite lim (x) en este caso se denominá límite de la aplicacion f según el filtro 
$ en el punto a. 

Elegidos adecuadamente los filtros $, se obtendrán, en particular, los límites en 
un punto dado según diferentes conjuntos. Por ejemplo, si el filtro $ se compone de 
los entornos de cierta base local de la topología B() del punto a, entonces la exis- 
tencia del limite lmg f(x) en el punto a según tal filtro significa la continuidad de la 
aplicación f en el punto a, con la particularidad de que limg f(x) = m, Jw = fa), 


Si el punto a es un punto límite del conjunto X, mientras que el filtro $ se com- 
pone de los entornos reducidos de cierta base local de la topología en este punto (vé. 
ase el ejemplo 6 en el p. 62.2), entonces lím,f(x) coincide con el límite habitual 

lim fo). 

Ha de notarse que antes el símbolo x — a no tenía para nosotros un sentido indi- 
vidual: toda la designación lím f(x) se consideraba en total. Ahora, al final del cur- 
50, vemos que el símbolo x — a puede considerarse como designación del filtro $ (a) 
o del filtro Y (a), según el cual se toma el límite de una aplicación (en el primer caso 
se obtendrá la definición ordinaria del límite de una aplicación en el punto a, en el 
segundo caso, la definición de su contunuidad en dicho punto). 

“Así pues, todos los conceptos de límite con los gue nos hemos enfrentado ante- 
riormente son, de hecho, los casos particulares del limite de una aplicación según un 
filtro. 
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